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Resumen Hoy en d́ıa muchos problemas de la vida real se pueden mode-
lar como problemas de satisfacción de restricciones (CSPs). Por ejemplo
en áreas tales como inteligencia artificial, investigación operativa, bases
de datos, sistemas expertos y diagnosis la importancia de los CSPs se
está incrementando paulatinamente. Sin embargo la mayoŕıa de los in-
vestigadores centran su atención en los CSPs binarios y discretos. En
este art́ıculo presentamos el algoritmo HSA aplicado al análisis ROC,
que genera un CSP no binario y continuo y cuyo objetivo es obtener to-
das las soluciones (envoltura convexa) para calcular aśı el volumen que
ocupa dicho conjunto de soluciones.

1. Introducción

Muchos problemas reales pueden ser modelados como problemas de satisfac-
ción de restricciones (CSPs) no binarias. Sin embargo la mayoŕıa de los investi-
gadores que trabajan en CSPs centran su atención en restricciones binarias. Es
bien conocido que todo problema de satisfacción de restricciones no binarias pue-
de ser transformado a un problema binario equivalente [14]. Sin embargo, esta
transformación de restricciones tiene ciertos inconvenientes. En primer lugar, la
binarización puede tener un alto coste computacional haciendo que con frecuen-
cia esta transformación sea impracticable [10],[4]. Por otra parte, el proceso de
transformación genera nuevas variables, las cuales pueden tener dominios muy
grandes, causando unos requerimientos de memoria extra para los algoritmos que
lo resuelven. Por ello, en algunos casos, resolver el problema binarizado puede
resultar muy ineficiente [2]. Además, una binarización forzada puede generar una
formulación poco natural causando unas dificultades extras para las interfaces
de los resolutores de restricciones y la comprensión del usuario humano [5].

Por lo tanto, resulta a menudo más adecuado manejar las restricciones no
binarias de forma directa, de manera que los problemas mantengan sus formu-
laciones originales.
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En este art́ıculo proponemos una aplicación del algoritmo HSA (Hyperpoly-
hedron Search Algorithm)”[16],[15] que es una técnica heuŕıstica para manejar
problemas de satisfacción de restricciones no binarias de forma directa y natural.
Este algoritmo maneja el problema mediante un poĺıtopo que representa en sus
facetas las restricciones del problema, actualizándose cada vez que una nueva
restricción se inserta en el problema.

En muchos problemas reales hay que tomar decisiones para llevar a cabo una
acción u otra. Para ello se utilizan clasificadores, que hacen predicciones sobre
dichas decisiones utilizando para ello experiencias previas. Sin embargo, debido
a que las predicciones pueden ser erróneas, es importante conocer cual es su
efecto, cuando éstas son incorrectas. En muchas situaciones los errores tienen
distintas consecuencias. Algunos errores tienen unos costes más elevados que
otros, especialmente en el campo de la diagnosis. Por ejemplo, un tratamiento o
diagnosis erróneo puede tener diferentes costes y peligros dependiendo del tipo
de error que se ha producido. Obviamente, los costes de cada clasificación errónea
son dependientes del problema, pero casi nunca se da el caso de que ellos sean
uniformes para un solo problema. Consecuentemente, la precisión o el error no
es generalmente la mejor manera para evaluar la calidad de un clasificador o de
un algoritmo de aprendizaje.

El aprendizaje sensible al coste es una generalización más realista del apren-
dizaje predictivo, y los modelos sensibles al coste permiten una mejor toma de
decisiones. La calidad de un modelo se mide en términos de minimización de
coste más que en términos de minimización de errores. Cuando se proporcio-
nan a priori las matrices de coste, es decir, antes de que el aprendizaje tenga
lugar, las matrices tienen que explotarse completamente para obtener modelos
que minimicen el coste. Sin embargo, en muchas circunstancias, los costes no son
conocidos a priori o los modelos ya están seleccionados. El análisis ROC (Re-
ceiver Operating Characteristic) [12] [18] [13] ha demostrado ser muy útil para
la evaluación de los clasificadores cuando la matriz de coste no era conocida en
la construcción de los clasificadores. El análisis ROC proporciona herramientas
para seleccionar un conjunto de clasificadores que se comportaŕıan óptimamente
y para rechazar algunos otros clasificadores menos útiles. Para hacer esto, se
construye la envoltura convexa de todos los clasificadores, dando una curva que
junto a los ejes genera un poĺıtopo convexo. esto se puede realizar de manera
sencilla para clasificadores binarios (2 clases) pero hasta el momento no se ha
presentado una solución para más de dos clases.

Como veremos, el análisis ROC puede ser resuelto por el algoritmo comple-
to HSA mientras que es dif́ıcil resolverlo mediante los resolutores tradicionales
debido a que estos trabajan principalmente con problemas discretos y con res-
tricciones binarias. Además, su objetivo se centra en estudiar la consistencia del
problema y en obtener una o todas las soluciones del problema. Sin embargo
en un problema continuo esto es imposible. HSA maneja este tipo de problemas
y obtiene todas las soluciones extremas que se necesitan para obtener el hiper-
poliedro resultante y obtener aśı el volumen que ocupa la envoltura convexa del
espacio ROC de clasificadores de n clases pudiendo ser n > 2.



2. Preliminares

Brevemente, el problema de satisfacción de restricciones (CSP) que HSA
puede manejar consiste en:

un conjunto de variables X = {x1, x2, ..., xn};
un conjunto de dominios D = {D1, D2, ..., Dn} asociados a cada variable en
X. Cada dominio Di esta definido como un intervalo de la forma Di = [li, ui];
un conjunto de restricciones limitando los valores que las variables pueden
simultáneamente tomar.

Una solución a un CSP es una asignación a cada variable de un valor de su
dominio, de tal manera que se satisfacen todas las restricciones del problema. El
objetivo de HSA puede ser obtener: una solución, sin preferencia alguna; varias
o todas las soluciones; los dominios mı́nimos de las variables;

Las restricciones que vamos a manejar para el estudio del análisis ROC son
inigualdades lineales y desigualdades lineales:

Inigualdad lineal :
n∑

i=1

pixi ≤ b (1)

Desigualdad lineal :
n∑

i=1

pixi 6= b (2)

De esta manera, mediante combinación de restricciones de inigualdad (1) y
de desigualdad (2) podremos expresar cualquier otro tipo de expresión de la
forma αrc donde α es un polinomio de grado 1, c una constante y r ∈ {<,≤,=
, 6=,≥, >}.

Definición 1 Un Poĺıtopo se define como una región finita del espacio n-
dimensional acotada por un número finito de hiperplanos (de dimensión n-1).
Coxeter, en [6], define el poĺıtopo como el término general del ”punto, ĺınea,
segmento, poĺıgono, poliedro,...”.

3. Especificación del Algoritmo HSA

El algoritmo HSA se considerada como un resolutor de problemas de satis-
facción de restricciones no binarias sobre dominios continuos, donde podremos
obtener el poĺıtopo que englobe al conjunto de soluciones posibles del problema.
En la Figura 1 se presenta la especificación de HSA de forma gráfica.

HSA genera un poĺıtopo inicial (paso 1), con 2n vértices generados mediante
el producto cartesiano de los valores extremos de los dominios de las variables
[l1, u1] × [l2, u2] × ... × [ln, un]. Cada faceta del poĺıtopo está definida mediante
2n − 1 vértices, por lo que el poĺıtopo completo tendrá 2n vértices.



En primer lugar HSA estudia las restricciones de inigualdad (≤) (pasos 2 y
3) y posteriormente trata las restricciones de desigualdad ( 6=) (paso 4), el cual
no vamos a utilizar en el análisis ROC. Para cada restricción (≤) de entrada,
HSA lleva a cabo la prueba de la consistencia (paso 2). Si la restricción no es
consistente, HSA detecta dicha inconsistencia y finaliza la ejecución. Sin embargo
si la restricción es consistente, el algoritmo estudia si la restricción es redundante.
Si es aśı, el poĺıtopo no se actualiza y continua analizando la siguiente restricción.
Si no es redundante, se actualiza el poĺıtopo (paso 3). Finalmente cuando se han
estudiado todas las restricciones de inigualdad y el problema es consistente, HSA
estudia la consistencia de las restricciones de desigualdad (≤) (paso 4).

Las soluciones al CSP son todos los vértices del poĺıtopo resultante, aśı co-
mo cualquier combinación convexa entre dos vértices del poĺıtopo que satisfagan
todas las restricciones de desigualdad. Para el caso del análisis ROC, HSA man-
tendrá el poĺıtopo resultante para obtener el volumen correspondiente.
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Figura 1. Especificación Gráfica de HSA.

Teorema El algoritmo HSA es un algoritmo completo y correcto.

Demostración HSA es un algoritmo completo y correcto ya que mantiene en
todo momento el conjunto de soluciones en un poĺıtopo convexo cuyas facetas son
las restricciones de inigualdad que están presentes en el problema. Cuando este
poĺıtopo es no vaćıo cada una de las soluciones obtenidas por HSA es correcta, y
además encuentra todas las soluciones existente mediante combinación convexa.



4. Utilización de HSA para la obtención de poĺıtopos
ROC

En esta sección, presentamos la aplicabilidad que tiene nuestro algoritmo
completo HSA para llevar a cabo la extensión real del área bajo la curva ROC
(Area Under the Curve, AUC) al volumen bajo la superficie ROC que llamaremos
VUS (Volume Under ROC Surface), mostrando cómo generar el hiper-poliedro
que englobe a todos los clasificadores. Además compararemos el VUS real obte-
nido mediante HSA con aproximaciones o extensiones de la AUC para más de
dos clases.

El análisis ROC y la medida AUC se han usado exhaustivamente en el ámbito
de la toma de decisiones en medicina [9] [11], aśı como en el área de la extracción
de conocimiento, en las herramientas de mineŕıa de datos, el reconocimiento de
patrones [1] o la ciencia en general [18].

En el caso trivial, un clasificador de dos clases forma una curva ROC com-
puesta por cuatro segmentos que se generan con los siguientes puntos (ver Figura
2): el punto dado por el clasificador (0.46,0.32) que proviene de los errores de
clasificar como a cuando realmente es b (a → b) y de clasificar como b cuando
realmente es a (b → a), los dos puntos que representan los clasificadores triviales
(es decir, el clasificador que siempre predice a la clase 0 y el clasificador que siem-
pre predice a la clase 1) y el punto origen. En la Figura 2 presentamos de forma
general la representación de un clasificador con dos clases, donde posteriormente
explicaremos el significado de los poĺıgonos generados. Estos poĺıgonos generan
un área que puede ser calculada y que lógicamente variará entre 0.5 (área mı́ni-
ma) y 1 (área máxima). El área del poĺıgono superior, que hemos llamado AUC,
se ha convertido en una mejor alternativa que la precisión o el error para eva-
luar clasificadores, ya que obtiene la bondad de un clasificador para diferentes
distribuciones de las clases.

Sin embargo, la aplicabilidad del análisis ROC y del AUC solamente se ha
mostrado viable para problemas con dos clases. Aunque teóricamente el análisis
ROC puede extenderse para manejar problemas multi-dimensionales [17], sin
embargo en la práctica no se ha podido utilizar debido a la dificultad de la
formulación de los clasificadores triviales. El principal inconveniente es la alta
dimensionalidad.

No obstante, a pesar de la dificultad, en este trabajo vamos a ver que es
posible llevar a cabo el análisis ROC para más de dos clases y el cálculo de
la AUC o, más precisamente, el volumen bajo la superficie ROC (VUS). Sin
embargo, en la literatura, tanto los clasificadores triviales para más de dos clases,
como el volumen mı́nimo y máximo no se han identificado hasta la fecha.

En este art́ıculo, presentamos cómo calcular los clasificadores triviales, y el
VUS mı́nimo y máximo para clasificadores de más de dos clases. Nosotros com-
pararemos experimentalmente el VUS real obtenido utilizando el algoritmo HSA,
con las extensiones de AUC obtenidas por Hand&Till [8].

Veamos a continuación las equivalencias que se generan cuando pasamos del
estudio de clasificadores de dos clases a tres clases:
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Figura 2. Representación de un clasificador con dos clases

El poĺıgono generado bajo la curva ROC de los clasificadores de dos clases,
se transforma en un hiper-poliedro de 6 dimensiones para los clasificadores
de tres clases, por lo que su visión gráfica se hace imposible.
El área bajo la curva ROC (AUC)se calcula con los cuatro puntos necesarios
para generar el poĺıgono en clasificadores de dos clases. En cambio, para tres
clases, se transforma en el volumen bajo la superficie (VUS) de un hiper-
poliedro de 6 dimensiones del cual se necesitan todos los puntos extremos
para dicho cálculo. Pasemos, en primer lugar, a calcular el volumen máximo
y mı́nimo.

4.1. Volumen máximo bajo la superficie (VUS) para tres clases

El volumen máximo debeŕıa representar todos los posibles clasificadores.
Para obtener todos los posibles clasificadores, deberemos resolver el siguiente

CSP continuo:

Variables: x1, x2, x3, x4, x5, x6;
Dominios continuos: xi ∈ [0, 1], ∀i : 1.,6;
Restricciones:

• x3 + x5 ≤ 1;
• x1 + x6 ≤ 1;
• x2 + x4 ≤ 1;

Un punto dentro del hiper-poliedro resultante representa a un clasificador
con tres clases.



Dados 6 valores bajo una distribución uniforme entre 0 y 1, representado por
U(0,1), tenemos que la probabilidad de que un punto formado por estos 6 valores
satisfaga las tres restricciones anteriores es:

V USmax = P (U(0, 1) + U(0, 1) ≤ 1) · P (U(0, 1) + U(0, 1) ≤ 1) · P (U(0, 1) +
U(0, 1) ≤ 1) = P (U(0, 1) + U(0, 1) ≤ 1)3.

Es fácil ver que la probabilidad de que la suma de dos números aleatorios
bajo la distribución uniforme U(0,1) sea menor que 1 es exactamente 1/2, es
decir,

P (U(0, 1) + U(0, 1) ≤ 1) = 1/2
Por lo tanto, el volumen máximo teórico es:

V USmax = (1/2)3 = 1/8
Sin embargo, ¿cuáles son los puntos cuya envoltura convexa componen este

volumen?
Para ello resolvemos el CSP continuo anterior mediante el algoritmo HSA

obteniendo 41 puntos extremos, donde el volumen que genera la envoltura con-
vexa de estos 41 puntos, utilizando Qhull [3], es 1/8, tal y como hemos visto
teóricamente (Vease también [7]).

4.2. Volumen mı́nimo bajo la superficie (VUS) para tres clases

Veamos la manera de obtener el VUS mı́nimo. Sin pérdida de generalidad
podemos construir clasificadores triviales como se muestra en la Figura 3 (iz-
quierda), donde ha + hb + hc = 1.
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Figura 3. Clasificador trivial y clasificador cualquiera

Esto, obviamente incluye los tres clasificadores triviales extremos: ’todo es
a’, ’todo es b’ y ’todo es c’.

Dado un clasificador cualquiera como el mostrado en la Figura 3 (derecha),
nosotros podemos descartar este clasificador si y sólo si:

∃ha, hb, hc ∈ R+ : ha + hb + hc = 1 y además
vba ≥ ha; vca ≥ ha; vab ≥ hb; vcb ≥ hb; vac ≥ hc; vbc ≥ hc

De aqúı podemos derivar el siguiente teorema [7]:



Teorema. Un clasificador (x1, x2, x3, x4, x5, x6) se puede descartar si y sólo
si r1 +r2 +r3 ≥ 1, donde r1 = min(x1, x2), r2 = min(x3, x4) y r3 = min(x5, x6)

Con las propiedades previas, nosotros solamente tenemos que calcular el es-
pacio de aquellos clasificadores que cumplen la condición de que r1 +r2 +r3 ≥ 1,
donde r1 = min(x1, x2), r2 = min(x3, x4) y r3 = min(x5, x6), para aśı obtener
el volumen mı́nimo correspondiente a la ausencia total de información.

De esta manera el CSP no binario y continuo que deberemos resolver me-
diante el algoritmo HSA es el siguiente:

Variables: x1, x2, x3, x4, x5, x6, r1, r2, r3;
Dominios continuos: xi ∈ [0, 1], i : 1.,6 y rj ∈ [0, 1], j = 1, 2, 3;
Restricciones:

• x3 + x5 ≤ 1
• x1 + x6 ≤ 1
• x2 + x4 ≤ 1
• r1 + r2 + r3 ≥ 1, donde r1 = min(x1, x2), r2 = min(x3, x4) y r3 =

min(x5, x6)

Este CSP no binario se resuelve mediante HSA y obteniendo 25 puntos,
donde el volumen que genera la envoltura convexa de estos 25 puntos es 1/180,
coincidiendo con el que experimentalmente obtenemos mediante el método de
Monte Carlo.

Resumiendo, tenemos el siguiente VUS para tres clases:

Teórico Monte Carlo (106 Casos) Exacto (HSA)
V USmax 1/8 0.12483 0.125
V USmin 1/180 0.555523 0.55555556

4.3. Clasificadores Triviales

A pesar de los buenos resultados obtenidos, parece intuitivo (o al menos
aśı ocurre en clasificadores con dos clases) que si cogemos el mı́nimo y le añadi-
mos el punto origen (el mejor clasificador) debeŕıamos obtener el máximo. Sin
embargo esto no ocurre, ya que con el mı́nimo obtenido con un volumen de 1/180
y añadiendo el (0,0,0,0,0,0) obtenemos 10 puntos con un volumen de 1/120 que
es muy inferior al 1/8 obtenido como máximo. Esto parece contradictorio, ya
que se supone que tener el mejor clasificador daŕıa el máximo. Lógicamente si
se tiene un clasificador (0,0,0,0,0,0), cualquier clasificador que tenga un valor
mayor de 0 para cualquier coordenada es descartable y esto debeŕıa dar 1/8.

La cuestión es que cuando se añade un clasificador debeŕıamos ver las con-
diciones que forma. El clasificador perfecto genera las ecuaciones de descarte
xi ≥ 0,∀i = 1.,6, que son ecuaciones nulas, ya que las variables están acotadas
en dominios [0, 1].

De esta manera dado un clasificador C1, nos podemos plantear la siguiente
pregunta ¿qué podemos descartar?



Podremos descartar cualquier clasificador C2 tal que supere a C1 combinado
con los triviales, es decir, que C2 tenga cada valor mayor en cada una de las
casillas.

En realidad lo que tenemos que mirar es la combinación lineal de los tres
triviales con el que tenemos:

ha · (1, 1, 0, 0, 0, 0)+hb · (0, 0, 1, 1, 0, 0)+hc · (0, 0, 0, 0, 1, 1)+ hd · (zba, zca, zab,
zcb, zac, zbc)

que lo podemos descartar si:

∃ha, hb, hc, hd ∈ R+ : ha + hb + hc + hd = 1 y además
vba ≥ ha + 0 + 0 + hd · zba

vca ≥ ha + 0 + 0 + hd · zca

vab ≥ 0 + hb + 0 + hd · zab

vcb ≥ 0 + hb + 0 + hd · zcb

vac ≥ 0 + 0 + hc + hd · zac

vbc ≥ 0 + 0 + hc + hd · zbc

Esto da lugar a un CSP no binario y continuo con 10 incógnitas que debere-
mos resolver mediante el algoritmo HSA.

Del resultado obtenido, nos quedamos con las 6 variables de todos los puntos
obtenidos, pudiendo calcular el volumen que genera la envoltura convexa de
todos ellos.

Veamos a continuación una tabla comparativa, en la que evaluamos, para
distintos ejemplos, nuestra herramienta llamada HSA+QHULL (HSA), con otras
aproximaciones al VUS como Macro-average (MAC), 1-P Trivial (TRIV), y el
método experimental generado mediante el método de Monte Carlo (MONT).

MONT HSA MAC TRIV

(0,0,0,0,0,0) 0.125 0.125 1 1
(1,1,1,0,0,0) 0.0055 0.0055 0 0.333
(0.5,0.5,0,0,0,0) 0.0327 0.0342 0.666 0.666
(0.5,0,0.5,0,0,0) 0.0327 0.03105 0.666 0.666
(0.75,0.75,0.75,0,0,0) 0.0076 0.00832 0.25 0.25
(0.33,0,0.33,0,0,0) 0.05218 0.05221 0.777 0.777

Tabla 1. Estudio comparativo de distintas aproximaciones

5. Conclusiones

En este art́ıculo hemos presentado el algoritmo completo HSA aplicado a
la resolución de problemas de clasificadores con tres clases. Hasta ahora, no se
ha trabajado con este tipo de problemas por la complejidad que conlleva la
obtención de los puntos extremos y por el hecho de que los clasificadores con



más de dos clases son intratables visualmente. Actualmente, estamos trabajando
en el manejo de clasificadores con más de tres clases, para poder generalizarlo a
cualquier dimensión. Una vez hecha la extensión de dos a tres clases, aplicarlo
a cualquier número de clases consiste en ampliar las inigualdades y obtener los
puntos mediante HSA.
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