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INTRODUCCION

El objetivo fundamental de esta Tesis es el estudio, desarrollo e imple-
mentacién de algoritmos de Jacobi eficientes para la resolucién del Problema
Simétrico de Valores Propios.

Para alcanzar este objetivo trabajaremos fundamentalmente con sistemas Multi-
procesadores estudiando métodos que sean ademas utilizables en sistemas Masiva-
mente Paralelos.

El Problema de Valores Propios juega un papel destacado en Algebra Lineal [102],
y es especialmente importante el caso simétrico [82]. Este problema se puede resolver
por diferentes métodos [34]: método de biseccién, algoritmo QR, divide y vencerds
(algoritmo de Cuppen), métodos de Jacobi. Mas recientemente, se han desarrollado
algoritmos basados en la descomposicion en subespacios invariantes que usa multipli-
caciones matriz-matriz [5, 65].

El método de Jacobi data de 1846 [67, 68], pero cayd en desuso entre los anos 60
y 80 debido a la aparicion del algoritmo QR que da mejores prestaciones en maquinas
secuenciales [4]. Sin embargo, el método de Jacobi es una alternativa que ha adquirido
importancia en los ultimos anos, debido principalmente a la aparicion de los computa-
dores paralelos y a algunos resultados sobre la estabibilad de los métodos que parecen
indicar que el de Jacobi es mds estable [35, 79]. Debido a este mayor paralelismo
intrinseco, desde la aparicion de los primeros ordenadores paralelos se desarrollaron
métodos de Jacobi adecuados a estos sistemas. Asi, ya a principios de los 70 apareci6
el primer estudio del método de Jacobi en Memoria Compartida [85], y a principios de
los 80 aparece el primer estudio para Memoria Distribuida [19], y desde entonces hay
una gran cantidad de trabajos sobre este método en Multiprocesadores, especialmente

en Memoria Distribuida [38, 54, 83, 88, 91, 92, 98, 101].

El uso de maquinas paralelas para la resolucién de grandes problemas en diferentes
campos de la Ciencia o de la Técnica esta propiciado por la necesidad de resolver pro-
blemas cada vez mas grandes o mas complejos, o de resolverlos en tiempo real. Esto,
que es cierto para multitud de casos, es cierto también para el Problema de Valores
Propios, de ahi que para alcanzar el objetivo que nos proponemos sea necesario el
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estudio de algoritmos de Jacobi para Multiprocesadores. De este modo, se estudiaran
diferentes métodos de Jacobi para la resoluciéon del problema en procesadores secuen-
ciales, Multiprocesadores con Memoria Compartida y Memoria Distribuida. En este
ultimo caso las topologias que usaremos seran anillo, hipercubo y malla.

Para obtener algoritmos eficientes en estos tipos de computadores se debe trabajar
en varios sentidos:

1. Estudiando esquemas de almacenamiento que permitan explotar la si-
metria de la matriz (obteniendo de este modo algoritmos tedricamente éptimos)
sin aumentar considerablemente el coste de las comunicaciones con respecto a
los algoritmos tipicos que no explotan la simetria. El tinico algoritmo previo que
explota la simetria en el método de Jacobi para el problema simétrico de valores
propios en multicomputadores es el que se presenta en [95]. Este algoritmo tiene
el inconveniente de que utiliza un esquema de almacenamiento adecuado para un
anillo 16gico de procesadores, lo que produce que tenga una baja escalabilidad. La
mayor aportacion de esta tesis estd en el estudio de esquemas de almacenamiento
que permiten explotar la simetria en multicomputadores, usando topologia de
anillo y de malla, con lo que el uso de una malla légica resuelve el problema de

la baja escalabilidad del algoritmo de [95].

2. Utilizando distintas topologias, en el caso de Multicomputadores (Multiprocesa-
dores con Memoria Distribuida). En este sentido la topologia més adecuada para
obtener algoritmos escalables parece ser la de malla.

3. Redisenando los algoritmos para obtener algoritmos por bloques que sean ricos
en operaciones matriz-matriz, con lo que se podran obtener algoritmos eficientes
usando rutinas optimizadas del tipo BLAS 3 [36]. Ademas, el uso de estas rutinas
hara los algoritmos mas portables pues se podran obtener programas eficientes
siempre que se disponga de estas rutinas optimizadas para la maquina en que se
ejecuten los programas.

Un método de Jacobi trabaja realizando sucesivas anulaciones de elementos no
diagonales de la matriz original, obteniendo una sucesion de matrices con los mismos
valores propios que la original, y tendiendo esta sucesién a una matriz diagonal cuyos
elementos diagonales son los valores propios que se quiere obtener. Las diferentes
formas en que se eligen los elementos a anular dan lugar a distintas versiones del método
de Jacobi. Los métodos mas usados (por ser mas eficientes) son los métodos ciclicos,
en los que se realizan sucesivos barridos anuldndose en cada barrido una vez cada
elemento no diagonal segin un determinado orden. Esta ordenacion de los elementos
no diagonales dentro de cada barrido se llama orden de Jacobi.

Para la paralelizacion de métodos de Jacobi habra que tener en cuenta que no todos
los esquemas de distribucion de los datos ni todos los algoritmos por bloques se pueden
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usar con cualquier ordenaciéon. Por tanto, para obtener algoritmos eficientes habra
que tener en cuenta los siguientes factores: el algoritmo de Jacobi que se paraleliza, la
ordenacién que se utiliza, la topologia del sistema en el caso de Memoria Distribuida,
el esquema de distribucién de los datos, y el uso de rutinas optimizadas.

La gran velocidad con que estan evolucionando los sistemas informaticos hace que
sea aconsejable el estudio de los algoritmos de una forma lo mas general posible, pero
al mismo tiempo, y para contrastar los resultados tedricos con los experimentales, sera
necesario hacer implementaciones sobre maquinas reales.

Los equipos que se han utilizado para obtener resultados experimentales que puedan
ser contrastados con los resultados teodricos son diferentes monoprocesadores, el Mul-
tiprocesador de Memoria Compartida Alliant FX/80 [6, 104] y los Multicomputadores
(Memoria Distribuida) Supernodo PARSYS SN-1040 basado en Transputers T800
[106, ?], varios iPSC/2 e iPSC/860 [108, 109] y el Touchstone DELTA [111].

Organizacién de la memoria:
El contenido de cada uno de los capitulos de esta tesis es el siguiente:

e Capitulo 1: Se estudian las caracteristicas principales de los métodos de Jacobi
secuenciales para la solucion del Problema de Valores Propios Simétrico: distin-
tos 6rdenes de Jacobi, el uso de umbrales y el uso de rutinas optimizadas de
BLAS 1y 3. Se aporta una alternativa al uso de umbrales que llamamos método
semiclasico, y un algoritmo por bloques basado en multiplicaciones matriciales
con el que se obtienen resultados satisfactorios en Monoprocesadores, y que se
usara para obtener algoritmos en Multiprocesadores tanto de Memoria Compar-
tida como Distribuida.

o Capitulo 2: Se analizan las caracteristicas principales de los sistemas Multipro-
cesadores y de los equipos comerciales que se han usado para la obtenciéon de
resultados experimentales. También se estudian los procedimientos de comuni-
cacion usados en los algoritmos que se han realizado para Memoria Distribuida.

o Capitulo 3: Se estudia la paralelizacién de métodos de Jacobi en Multiprocesado-
res (Memoria Compartida). La principal aportacion es el disefio de algoritmos por
bloques usando el algoritmo secuencial por bloques del capitulo 1 y adecuandolo
a las caracteristicas de los Multiprocesadores.

o Capitulo 4: Se analizan las ideas principales sobre la paralelizacién de métodos
de Jacobi en Multicomputadores (Memoria Distribuida). Los algoritmos que se
estudian en este capitulo no explotan la simetria, por lo que la méxima eficiencia
tedrica que se puede alcanzar con ellos es del 50%. Se utilizan en capitulos
sucesivos como punto de referencia para compararlos con otros que si explotan
la simetria y que permiten obtener un 100% de eficiencia tedrica.
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o Capitulo 5: Se aportan ideas sobre las caracteristicas que debe tener una dis-
tribucion de la matriz en un sistema Multicomputador para poder disenar algo-
ritmos que exploten la simetria y que tengan por tanto una eficiencia tedrica del
100%. Se han disenado dos algoritmos de estas caracteristicas que son adecuados
para topologia de anillo y que usan distintos esquemas de almacenamiento.

o Capitulo 6: Se presenta un esquema de almacenamiento adecuado para la ex-
plotacion de la simetria en una malla de procesadores, y se estudian dos algorit-
mos que usan este esquema obteniéndose una eficiencia tedrica del 100%. Uno de
los algoritmos usa un esquema por bloques como el que se estudio en el capitulo
1, obteniéndose altas prestaciones en cuanto a tiempos de ejecucion y a escalabi-

lidad.

o Capitulo 7: Se analizan algunas extensiones a otros problemas de los esquemas de
almacenamiento que se han presentado en capitulos anteriores. En particular se
analizan el Problema de Valores Propios Simétrico Generalizado, la iteracion QR,
y una extension del problema de Jacobi en el caso en que la matriz es simétrica
y compleja. Este ultimo problema se presenta frecuentemente en el analisis de
guiaondas lineales.

o Capitulo 8: Se resumen las conclusiones obtenidas a lo largo de los capitulos
anteriores y se proponen algunas direcciones para el trabajo futuro.

Notacidn:

Para facilitar su localizacion en el texto, las Proposiciones, Algoritmos, Férmulas,
Figuras y Tablas se etiquetaran usando tres nimeros. Los dos primeros indicaran el
capitulo y la seccién en que se encuentra, y el tercero el nimero que le corresponde
dentro de la seccién. Ademas, en la cabecera de las paginas pares figura el capitulo y
en la de las impares la seccion.
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Capitulo 1

METODOS DE JACOBI

En este capitulo se estudian las caracteristicas principales de los métodos de Jacobi
secuenciales para la solucién del Problema Simétrico de Valores Propios: distintos
ordenes de Jacobi, el uso de umbrales y el uso de rutinas optimizadas de BLAS 1y 3.

Las nuevas aportaciones del capitulo son: un método de Jacobi que llamamos
semiclasico que puede ser en algunos casos una buena alternativa al uso de umbrales,
y un algoritmo por bloques basado en multiplicaciones matriciales con el que se
obtienen resultados satisfactorios en Monoprocesadores, y que se vera en capitulos
sucesivos que se puede usar para obtener algoritmos en Multiprocesadores tanto de
Memoria Compartida (capitulo 3) como Distribuida (capitulo 6).

El desarrollo del capitulo es el siguiente: se estudia el Problema Simétrico de
Valores Propios, y su resoluciéon por métodos de Jacobi clasico y ciclicos, y se enu-
meran algunas de las aplicaciones en las que aparecen problemas de valores propios.
A continuacion se analizan las ideas generales de los ordenes de Jacobi y se estudian
algunos de los mas usuales: ciclico por filas, par-impar, Round-Robin, de Eberlein,
etc... Se estudian diferentes métodos que se usan para reducir el tiempo de ejecucion:
el uso de umbrales para acelerar la convergencia, el uso de BLAS 1 para reducir el
tiempo de ejecucion, y se presentan y analizan los que llamamos métodos de Jacobi
semiclasicos y se comparan los resultados que se obtienen con estos métodos con los
obtenidos usando umbral. Por ultimo, se presenta un método de Jacobi por bloques

que usa BLAS 3.

1.1 El Problema Simétrico de Valores Propios

1.1.1 El Problema de Valores Propios

Dada una matriz A compleja y cuadrada, se llaman valores propios de A a los numeros
complejos A para los que existe un vector complejo no nulo  que cumple la ecuacién
Ax = Ax. El vector x se llama vector propio asociado al valor propio A.



10 INTRODUCCION

Aunque este es el planteamiento general del Problema de Valores Propios estu-
diaremos el problema particular en que A sea una matriz cuadrada, real, simétrica y
densa, siendo en este caso A y x reales. Fn el capitulo 7 se analizara la extension de
los resultados aqui obtenidos al caso complejo.

1.1.2 Propiedades

Algunas propiedades sobre valores propios que se utilizaran a lo largo de este trabajo

y de las que se pueden encontrar demostraciones en cualquier libro de computacion
matricial [26, 52, 53, 80, 82, 90, 99, 102] son las siguientes:

Proposicién 1.1.1 Los valores propios de una matriz diagonal son sus elementos dia-
gonales.

Proposicién 1.1.2 Si A y P son dos matrices complejas de tamario n X n, con P no
singular, entonces A es un valor propio de A con vector propio x si y solo si X es un
valor propio de P=*AP con vector propio P~'zx.

Esta proposiciéon sugiere la posibilidad de computar los valores propios de una
matriz A reduciéndola, por medio de transformaciones de semejanza (P~'AP es una
transformacion de semejanza), a otra matriz cuyos valores propios sean mas faciles de
calcular. En particular, es posible transformar una matriz simétrica A en una matriz
diagonal D4, siendo los valores propios de A los elementos diagonales de D 4.

El método de Jacobi es uno de los que operan de este modo.

Proposicién 1.1.3 X es un valor propio de A si y solo si A — A\l es singular.

Proposicién 1.1.4 Una matriz compleja A, de tamano n X n, tiene n valores propios
que son los ceros de su polinomio caracteristico.

Proposicién 1.1.5 A y P7LAP tienen el mismo polinomio caracteristico.

Las proposiciones 1.1.3 y 1.1.4 sugieren otro posible método para calcular los
valores propios, que consiste en calcular el polinomio caracteristico de A, det(A — AI),
y encontrar las raices de la ecuacion det(A— M) = 0. Este método se usa normalmente
cuando la matriz A es estructurada y existe un procedimiento computacionalmente
eficiente para calcular det(A — AT).

1.1.3 Métodos de resolucion

Los métodos de calculo de valores y vectores propios para matrices de tamano mayor
que cuatro son todos obligatoriamente iterativos pues de lo contrario se contradeciria
el teorema de Abel que asegura que no se puede calcular por radicales las raices de
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ecuaciones polinomicas de grado mayor que cuatro. Es claro que para algunos tipos
de matrices (diagonales, triangulares, ...) es posible calcular en un nimero finito de
pasos sus valores propios pero esto no contradice la afirmacion anterior, pues lo que
aseguramos es que no existen métodos directos para el calculo de los valores propios
de ”cualquier matriz” para un tamano dado mayor que cuatro.

Aqui nos interesan los métodos que se aplican a matrices reales simétricas, pero la
mayoria de estos métodos se pueden aplicar también (a veces con algunas variaciones)
a matrices complejas y no simétricas. Estos métodos se pueden encontrar en multitud
de libros de computacién matricial [26, 49, 53, 82, 89, 98, 99, 102] y de la mayorfa de
ellos existen versiones para Multiprocesadores con Memoria Compartida y Distribuida.

Como ya hemos dicho, una posiblilidad consiste en el calculo del polinomio ca-
racteristico det(A — Al) y la resolucién de la ecuacién det(A — AI) = 0 (proposicion
1.1.4), habiendo distintos métodos para la realizacién de cada una de estas dos fases.
Estas técnicas se usan normalmente para matrices estructuradas, pero no para matrices
densas debido a que en este caso el coste es grande y se introducen muchos errores de
redondeo.

Otros métodos mas usados consisten en transformar la matriz A en otra matriz en
forma condensada de la que podemos deducir directamente los valores propios (diago-
nal, triangular) o para la que es mas facil calcularlos (matrices tridiagonales o Hessen-
berg).

Normalmente se suele reducir la matriz mediante transformaciones de Householder
o de Givens a forma tridiagonal si la matriz es simétrica, o Hessenberg si es no simétrica.
Posteriormente se puede diagonalizar (o triangularizar) la matriz tridiagonal (o Hessen-
berg) por medio de algiin método como la iteracion QR, biseccién e iteracion inversa,
o el algoritmo divide y venceras de Cuppen [4, 34]. Este método ha sido tradicio-
nalmente el mas usado por ser el de mayor eficiencia, en monoprocesadores, de los
conocidos y, aunque se han disenado multitud de algoritmos para Multiprocesado-
res [7, 58, 86, 93, 95, 96, 97, 100], parece mucho menos adecuado para programacion
paralela que los métodos de Jacobi.

Los métodos de Jacobi reducen la matriz, si esta es simétrica, a forma diagonal, con
lo que los valores propios son los elementos diagonales de esta matriz. Esta reduccion
se lleva a cabo sin realizar operaciones previas de tridiagonalizacion o paso a otras
formas condensadas intermedias.

1.1.4 Métodos de Jacobi

Los valores y vectores propios de una matriz simétrica A se pueden obtener por medio
de métodos de Jacobi. Un método de Jacobi consiste en construir una secuencia de
matrices {A;} por medio de

A = QAQ! , 1=1.2,... (1.1.1)
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donde Ay = A, y @ es una rotacion de Givens en el plano (p,q), con
1 < p,g < n. Bajo ciertas condiciones [47, 53], la secuencia {A;} converge a una
matriz diagonal D,

D = QrQr-1.-- Q21 AQ1Q5 ... Q4 Q) (1.1.2)

cuyos elementos diagonales son los valores propios de A, y los vectores propios son las
columnas de Q1Q% ... Q% Q1.

Cada producto Q;A;Q} representa una transformacion de semejanza que anula un
par de elementos no diagonales, a;; y aj;, de la matriz A;. La matriz ¢); coincide con
la identidad excepto en los elementos ¢;; = ¢, ¢i; = s, ¢;; = —s, y q;; = ¢, donde
c=cos 0, s =sin 0,y [53]

2612']‘

tan 20 = (1.1.3)

Qg — ajj
Las distintas maneras de elegir los pares (7, j) han dado lugar a diferentes versiones
del método de Jacobi.

1.1.5 Método clasico

El método de Jacobi clasico procede eligiendo en cada iteracion como elemento a anular
el de mayor valor absoluto de entre los no diagonales. Esto produce que el numero de
iteraciones sea pequeno pero que el tiempo de ejecucion sea muy grande debido al
trabajo adicional del calculo del maximo.

Un esquema del método seria:

Algoritmo 1.1.1 FEsquema del método de Jacobi clisico.
MIENTRAS of f(A) > cota
Calcular a;; con maximo valor absoluto de entre los no diagonales
Calcular Rotacion Q(z, 7, 0) tal que (QAQ");; =0
A=QAQ!
FINMIENTRAS

donde of f(A) = \/¥ 7oy s Ty @y

El nimero de flops necesario para la actualizacion de la matriz en cada pasada
por el nicleo del bucle es de orden O(n), pero el calculo del maximo produce que el
orden de cada pasada por el nucleo del bucle teniendo en cuenta las comparaciones
sea O(n?). De este modo, las ﬂnz—_ll anulaciones suponen un coste de O(n?) flops,
y de O(n*) comparaciones (es frecuente denominar barrido a la realizacién de @
anulaciones, especialmente en los métodos ciclicos que se estudian a continuacién).
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1.1.6 Métodos ciclicos
Otros métodos de Jacobi [112, 19, 29, 41, 42, 47, 75, 77, 78, 80, 113, 85, 114, 91,

115] proceden realizando sucesivos barridos, anulando en cada barrido una vez cada

. . , 1 .
elemento no diagonal (con lo que cada barrido constara de % anulaciones). Para
ello se utiliza un cierto orden de anulacién de los elementos, por ejemplo, el método

ciclico por filas anula los elementos en el orden dado por los pares:

(1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),(2,4),...,(2,n),...,(n—1,n) . (1.1.4)

La convergencia del método de Jacobi con una ordenacién por filas se analiza en
[47]. En [41, 42, 75, 87] se demuestra que el método de Jacobi converge con otros
esquemas de ordenacién bajo las mismas condiciones que con el orden ciclico por filas.

Un método de Jacobi ciclico trabaja realizando sucesivos barridos hasta que se
cumple algin criterio de convergencia. Normalmente hasta que of f(A) < cota.

Un esquema en este caso podria ser:

Algoritmo 1.1.2 Esquema de un método de Jacobi ciclico.
MIENTRAS of f(A) > cota
MIENTRAS queden pares en la ordenacion
Obtener el siguiente par (¢, )
Calcular Rotacion Q(z, 7, 0) tal que (QAQ");; =0
A=QAQ"
FINMIENTRAS
FINMIENTRAS

De esta forma se evita el célculo del maximo y se obtiene un orden O(n®) por
barrido, pues cada anulacién necesita de 11 flops en el célculo de los parametros de
las rotaciones y 6n + 12 flops en la actualizacién de A, lo que hace 6n + 23 flops por
anulacion y Mzmn—_ll flops por barrido para el calculo de los valores propios, lo que
da un valor de 3n® flops para los términos de mayor orden. El célculo de los valores
y vectores propios tendrd un coste por barrido de 6n° flops, pues habrd que acumular

n(n—1)
2

anulaciones, teniendo en cuenta las comparaciones, es O(n'). Sin embargo, con un

las rotaciones. Por otro lado, ya sabemos que el coste del método clasico en

método ciclico, al eliminarse los elementos en un orden predeterminado, para alcanzar
la convergencia se necesita de mas iteraciones que en el método clasico.

En la tabla 1.1.1 comparamos los tiempos de ejecucién con el método clédsico
(JCLA) y con distintos métodos ciclicos (JFIL es el método por filas [47], JEBE con la
ordenacién de Eberlein [42], JRR con el Round-Robin [19]). Los resultados se muestran
en segundos y han sido obtenidos en una HP Apollo 700, utilizando matrices reales,
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tamano | 128 | 192 | 256 320 | 384 | 448 | 512
JCLA | 479 | 2426 | 7868 | 20941
JFIL 17 55| 176 324 | 626 | 1004 | 1754
JEBE 17 55 | 177 339 | 634 | 1015 | 1772
JRR 17 55 | 179 340 | 642 | 1144 | 1787

Tabla 1.1.1: Comparacion de métodos ciclicos y clasico. Tiempos de ejecucion en

segundos en una HP Apollo 700.

simétricas y densas con elementos de doble precisiéon generados aleatoriamente con
valores entre -10 y 10.

En la tabla 1.1.2 comparamos la velocidad de convergencia con distintos métodos
ciclicos y el método cldsico. En los métodos ciclicos se representa el numero de barridos
y en el método clasico el nimero de anulaciones dividido por el numero de anulaciones

de un barrido (ﬂn—_ll)

2

tamano | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JCLA 4 4 4 4

JFIL 8 8 9 9 9 9 9
JEBE 8 8 9 9 9 9 9
JRR 8 8 9 9 9 10 9

Tabla 1.1.2: Velocidad de convergencia de métodos ciclicos y clasico (se representa el
numero de barridos en el caso de los métodos ciclicos y en el método clasico el nimero
de anulaciones dividido por el nimero de anulaciones de un barrido). Resultados

obtenidos en una HP Apollo 700.

Como se puede ver en las tablas 1.1.1 y 1.1.2, los resultados obtenidos con distintos
métodos ciclicos son muy similares (el nimero de barridos se considera que es del orden
O(logz n) [19]) por lo que a lo largo de este trabajo utilizaremos distintos métodos
ciclicos dependiendo de lo adecuados que sean para los esquemas de almacenamiento
y para la topologia que utilicemos.

Se puede comprobar también que el método clasico es mucho peor que los métodos
ciclicos en tiempo de ejecucion, pero que necesita de menos anulaciones para alcanzar la
convergencia. Este hecho sera utilizado posteriormente para obtener un método mixto
entre el clasico y los ciclicos que llamaremos semicléasico.
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1.2 Aplicaciones

Hay multitud de aplicaciones donde hay que resolver problemas de valores propios
[116, 43], siendo en muchos casos estos problemas de grandes dimensiones, de ahi el
interés en resolver estos problemas con algoritmos eficientes que necesiten de un tiempo
de ejecucién reducido. En este sentido tiene especial interés la obtencion de algoritmos
para Multiprocesadores tanto de Memoria Compartida como de Memoria Distribuida,
y el analisis de los algoritmos para Maquinas Masivamente Paralelas, con las que se
puedan abordar problemas cada vez de mayores dimensiones conforme el estado de la
ciencia y la ingenieria lo exijan.

Hay multitud de problemas de valores propios que tienen interés en diferentes
aplicaciones. Aunque en esta tesis analizaremos principalmente la resolucién del Pro-
blema Simétrico de Valores Propios con matrices densas, reales y simétricas por medio
de métodos de Jacobi, y algunas posibles extensiones a problemas generalizados, con
matrices complejas y no simétricas, enumeraremos algunas de las aplicaciones mas
usuales de los problemas de valores propios.

Algunas de las aplicaciones son:

¢ En Quimica Cudntica en la resolucién de ecuaciones de Scrodinger. Esta es
la aplicaciéon mas clara donde aparecen problemas simétricos de valores propios
[43], y normalmente se plantea en el estudio de un sistema mecdnico-cuantico de
n particulas donde se obtiene un operador hamiltoniano Ho energia del sistema
y se plantea un Problema Simétrico de Valores Propios de la forma

Hy = Eip (1.2.1)

donde los nimeros E son los valores propios del operador de energia, que corres-
ponden a las posibles energias del sistema [24, 73, 74].

Este tipo de aplicaciones presenta una gran variedad de problemas, en algunos
casos interesa obtener sélo los valores propios y en otros los valores y vectores
propios; en la mayoria de los casos interesa obtener todos los valores (o un nimero
suficientemente grande para que sea preferible calcularlos todos) obteniéndose
mayor precision en la aproximacion que se obtiene a los valores reales que se quiere
estimar cuanto mayor es el tamano del problema; en algunos casos los problemas
son densos y en otros dispersos [43]; siendo en la mayoria de los problemas las
matrices reales pero habiendo también aplicaciones con matrices complejas [10].

Ademas, tradicionalmente este tipo de problemas se ha venido resolviendo por

medio de métodos de Jacobi [74].

e En el andlisis de guiaondas. También en este campo aparecen multitud de
problemas de valores propios aunque normalmente no se necesita resolver proble-
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mas de dimensiones tan grandes como en Quimica Cuantica. Asi, aparecen los
siguientes tipos de problemas:

— Estdandar de matrices simétricas densas de dimensiones unos pocos cientos,
con valores complejos donde hay que calcular todos los valores propios [81].

— Generalizado (Axz = ABz) simétrico definido positivo (A y B simétricas y
B definida positiva), con matrices densas de dimensiones unos pocos cien-
tos, con valores complejos donde hay que calcular todos los valores propios
generalizados [81].

— Cuadratico (A\?Az + ABz + Cz = 0) donde las matrices A, B y C son

simétricas, complejas y densas [81].

— Generalizado simétrico definido positivo con matrices reales y dispersas [45,

46).

— Generalizado con matrices reales y dispersas, siendo la matriz A no simétrica
y la B simétrica definida positiva [46].

— Generalizado disperso definido positivo con matrices reales no simétricas o
complejas no Hermitianas, y necesitando calcular un conjunto de valores y
vectores propios [44].

e En andlisis de estructuras. En [11] se estudian algunas posibles aplicaciones
del problema de valores propios en ingenieria, en particular se analizan:

— El problema estandar

Ko =\ (1.2.2)

donde K es la matriz de rigidez de un elemento o un montaje de elementos,
siendo K definida positiva o semipositiva.

También aparece el problema estandar en el analisis de una matriz de masas,
de conductividad o de calor.

— El problema generalizado

Koé=AMo (1.2.3)

donde K es la matriz de rigidez y M la matriz de masa de un elemento o
un montaje de elementos. Las matrices K y M son normalmente definidas
positivas y banda. También aparece el problema generalizado en el analisis
de transferencia de calor, siendo en este caso A la matriz de conductividad
del calor y M la matriz de capacidad del calor.

e En reconocimiento de patrones. El calculo de valores y vectores propios se
puede usar en este caso para obtener una representacion reducida de una serie de
datos con una pérdida minima de informacién [32, 33]. Se trata de encontrar los
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valores propios mayores de una matriz de correlaciones, correspondiendo estos
valores propios a las caracteristicas mas discriminantes, con lo que sera suficiente
con almacenar los vectores propios asociados a dichos valores propios para obtener
una representacién aproximada de los objetos. En este caso las matrices son
densas y simétricas, y hay que calcular algunos de los valores propios, aunque en
muchos casos no se conoce de antemano la cantidad de valores a calcular.

1.3 Ordenes de Jacobi

Para la obtencion de un método de Jacobi ciclico se ordenan los pares de indices
correspondientes a elementos no diagonales para realizar los barridos en el orden dado
(cuando se trabaja con el par (i,7) se anula el elemento a,; de la matriz y su simétrico).
n(n—1)

. . 2

elementos no diagonales se llaman érdenes de Jacobi.
En la mayoria de los 6rdenes de Jacobi se agrupan los indices en pares formando
conjuntos de pares de indices que se llaman conjuntos de Jacobi. De este modo,
se agrupan inicialmente los n indices en 3 pares formando un conjunto de % pares de
indices, y un orden de Jacobi se obtiene pasando de un conjunto de Jacobi al siguiente

Los diferentes 6rdenes que se pueden obtener con los indices correspondientes a

por medio de un intercambio de indices que produce un nuevo emparejamiento de
indices.

Existe una amplia literatura [15, 41, 42, 75, 76, 77, 78, 80, 87] donde se estudian
diferentes métodos para generar o6rdenes de Jacobi, la convergencia de los métodos
ciclicos que usan esos ordenes, la paralelizacion de estos métodos, el posible trabajo
por bloques, ... Aunque en esta Tesis no pretendemos el estudio de los distintos métodos
ciclicos de Jacobi. En este apartado haremos un repaso de algunos de los érdenes de
Jacobi mas usados, para presentar las ideas generales sobre el tema y para analizar las
ordenaciones que usaremos en el resto del trabajo. Utilizaremos algunos de ellos en
combinacién con diversos esquemas de almacenamiento de los datos para la obtencién
de algoritmos eficientes en Multiprocesadores.

1.3.1 1Ideas generales sobre 6rdenes y conjuntos de Jacobi

En varios de los articulos antes citados se estudia la convergencia de diferentes métodos
de Jacobi y se prueba experimentalmente que necesitan de un numero de barridos del
orden de O(logy n) [19] pudiendo este nimero variar ligeramente de una ordenacion
a otra. Aunque no se conoce con exactitud la velocidad de convergencia, Hansen [55]
definio un "factor de preferencia” para comparar diferentes esquemas de ordenacién.

Se pueden dar diferentes definiciones de lo que es un orden paralelo éptimo
para una determinada arquitectura:

Luk y Park [76] lo definen como un orden tal que cada barrido se com-
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pleta en a lo sumo n pasos, sélo se necesita comunicacion entre procesadores
vecinos en la comunicacion de datos, y el movimiento de datos entre dos
pasos consecutivos se realiza de una manera sistematica.

Bischof [15] lo define como un orden en el que la redistribucién de los
datos entre los procesadores, para pasar de un paso al siguiente, implica
comunicacion sélo entre procesadores vecinos y cada procesador necesita
transferir un 1dnico bloque de datos. Esta definicion puede ser adecuada
para anillo e hipercubo (los sistemas que estudia Bischof en [15]) pero no
parece adecuada para malla, pues en este caso se realiza normalmente una
transferencia de columnas y de filas para obtener la nueva distribucion de
la matriz en el sistema tras cada iteracion, con lo que es necesario transferir
al menos dos bloques de datos.

Esta claro que cuando n es par el nimero minimo de pasos para llevar a cabo un
barrido es n — 1, y cuando n es impar el nimero minimo es n, y que es preferible que
cada procesador transfiera un tnico bloque de datos en cada transferencia (conside-
rando una distribucién unidimensional). Por todo ello, en nuestro caso consideraremos
que un orden éptimo es aquel que cumple las propiedades exigidas por Luk y Park y
Bischof necesitando del nimero minimo de iteraciones segin n sea par o impar (a lo
largo del trabajo consideraremos n par, aunque hay 6rdenes que son éptimos cuando n
es par pero no cuando es impar y al revés) e implicando la comunicacién de un dnico
bloque de datos cuando se utiliza una topologia de anillo. Por tanto, un orden éptimo
podra implicar la comunicacién de mas de un bloque de datos en una topologia de
malla, mientras que en la de anillo implicaria la comunicacién de un unico bloque, por
lo que lo consideraremos 6ptimo.

1.3.2 El orden ciclico por filas

La convergencia del método ciclico de Jacobi usando el orden por filas (descrito en
(1.1.4)) esta demostrada en [47], y la demostracion de la convergencia con otros érdenes
se basa normalmente en demostrar que son equivalentes al ciclico por filas (una orde-
nacién se puede obtener de otra simplemente renumerando los indices [75]).

Debido a que se anulan de manera consecutiva elementos en la misma fila, no parece
apropiado para obtener algoritmos paralelos, ya que para poder anular el elemento
@i i+k+1, habra que haber anulado previamente a; ;44 y haber actualizado la fila ¢-ésima,
con lo que se pierde la posibilidad de anulacién de varios elementos a la vez, mientras
que esta posibilidad si se da con otros érdenes ciclicos.

1.3.3 La ordenacién par-impar

Es uno de los 6rdenes de Jacobi mas populares, habiendo sido introducido por Sameh
en [85] quien lo utiliz6 en memoria compartida, y habiendo sido utilizado por Stewart
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[91] para disenar un método paralelo en un array lineal de procesadores. Van de Geijn
lo usé en [94] para disenar el primer método de Jacobi que explotaba la simetria de la
matriz en Multicomputadores, en concreto en un anillo de procesadores.

En este trabajo lo usamos para disenar métodos de Jacobi que explotan la simetria
en anillo y en malla, y para la obtencién de un método por bloques que explota la
simetria.

En la figura 1.3.1 mostramos, para n = 8, como se obtienen los conjuntos de Jacobi
para esta ordenacién. En esta figura (v en las sucesivas de este apartado) se numeran
los indices de 0 a n — 1, los procesadores en los que se almacenan los bloques de datos
correspondientes a esos indices se representan por cajas, y los movimientos de indices
para pasar de un conjunto de Jacobi al siguiente se muestran por medio de flechas.
En esta figura los pares de indices se representan agrupando los 2 indices por medio
de paréntesis. Se puede observar que es una ordenacién no éptima pues en los pasos
impares el conjunto de pares consta de 2 elementos y en los pares de 2 — 1, con lo
que se necesita de n pasos para llevar a cabo un barrido. Ademas, si se almacenan

n

las columnas correspondientes a los indices en los procesadores tal como se muestra
en la figura, la ordenacion es apropiada para un array lineal de procesadores pues
el movimiento de indices implicaria movimiento de columnas solo entre procesadores
vecinos. De forma similar se puede utilizar en una malla de procesadores implicando
en este caso los movimientos de indices transferencias de filas y columnas de la matriz
entre procesadores vecinos en la malla (tal como veremos en capitulos posteriores).

1.3.4 La ordenacion de Eberlein

Es también una de las mas populares [42] y es apropiada para un anillo bidireccional
de procesadores y de modo similar para un toro necesitandose en este caso de trans-
ferencias de filas y columnas. El orden es optimo y el sistema de procesadores debe
ser bidireccional pues, como se ve en la figura 1.3.2, en los pasos pares los indices, y
por tanto los datos, se mueven en diferente sentido que en los pasos impares. En esta
figura los pares de indices estan formados por los elementos en un mismo procesador.
La transferencia es diferente en los pasos pares y en los impares, y en la figura se
muestra como se realizan los movimientos de indices en los dos casos.
Ha sido también usada en este trabajo en un anillo de procesadores.

1.3.5 La ordenacion de Eggers

Esta ordenacion se estudia en [42] y se demuestra que es equivalente a la ordenacién
de Eberlein y a la Round-Robin. Tiene como ventaja sobre la ordenacion de Eberlein
el que se necesita comunicacién en un unico sentido. En la figura 1.3.3 se muestra
el movimiento de indices en los 4 primeros pasos. En los pasos pares el movimiento
es siempre del mismo modo, y en los impares se mueven hacia la derecha los indices
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impar | (0,1) (2.3) (4,5) (6,7)
par | 1(0,3) (2,5) (4,7) 6
impar | (1,3) (0,5) (2,7) (4,6)
par | 3(15) (0,7) (2,6) 4
impar | (3.5) (1,7) (0,6) (24)
par | 5(3.7) (1,6) (0.4) 2
impar | (5.7) (3,6) (1.4) (0.2)
par | 7(5.6) (3,4) (1.2) 0

Figura 1.3.1: Ordenaciéon par-impar.

Figura 1.3.2: Ordenacion de Eberlein.
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superiores de la figura, menos en el procesador en el que el elemento que participa en
el movimiento es el de la parte inferior (en el paso 2i 4+ 1 el procesador distinguido es
el i-ésimo, si numeramos los procesadores empezando por 0).

Figura 1.3.3: Ordenacion de Eggers.

1.3.6 La ordenacion Round-Robin

Es uno de los érdenes mas antiguos y fué introducido por Brent y Luk [19] que lo
usaron para disenar un algoritmo sistélico en malla para el Problema Simétrico de
Valores Propios, aunque no explotaban la simetria de la matriz y sugerian que era
posible explotarla usando un array triangular de procesadores.

En la figura 1.3.4 se muestra el movimiento de indices tras cada paso (en este caso se
tiene siempre el mismo esquema de movimiento de los indices). Se puede observar que
puede ser usado en un array lineal bidireccional de procesadores o en una malla abierta
bidireccional (en este trabajo se usard en una malla abierta). En cada transferencia de
datos los procesadores no extremos del sistema necesitaran transferir y recibir datos
en los dos sentidos, por lo que no es 6ptimo al necesitarse transferir el doble de datos
que con otros ordenes.

1.3.7 El caterpillar-track

Esta ordenacion fué introducida en [101]. Se muestra en la figura 1.3.5, donde aparecen

los 4 primeros pasos. Los pares de indices estan formados por los indices en una misma
2 pares de indices y en los pares 7 — 1, por lo
que no es optimo. Se llama caterpillar-track porque el movimiento de indices es similar

columna. En los pasos impares tenemos

al de las ruedas en forma de oruga.
En [76] se estudia este orden y algunas modificaciones que se demuestra que son
equivalentes entre si y a las ordenaciones par-impar y Round-Robin.
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Figura 1.3.4: Orden Round-Robin.

Figura 1.3.5: Caterpillar-track.
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1.3.8 Ordenaciones por bloques
La realizacion de algoritmos de Jacobi por bloques es conveniente por dos motivos:

1. El uso de rutinas optimizadas de tipo BLAS 3 [36] hara que con estos métodos
se obtengan mejores tiempos de ejecucion.

2. El trabajar por bloques permite agrupar los datos a la hora de hacer las transfe-
rencias, con lo que se puede ahorrar algo de tiempo de ejecucion y evitar algunos
puntos de sincronizacion.

Esto hace que se hayan estudiado también érdenes de Jacobi por bloques [42, 78,
87]. En este caso, se agruparian los datos en bloques (por ejemplo bloques de columnas)
y se trabajaria sobre estos bloques del mismo modo que en los métodos anteriores se
hacia con una columna. Cada indice se asocia ahora a una columna de bloques en vez
de a una columna, y el trabajo sobre los bloques indicados por un par de indices puede
consistir en realizar un barrido (con algin orden que puede ser distinto del usado para
determinar el movimiento de bloques) sobre elementos de ese bloque, mientras que en
los métodos anteriores el trabajo asociado a un par de indices correspondia a una unica
anulacion.

En la figura 1.3.6 mostramos, para n = 8 y 2 procesadores, un orden por bloques
obtenido con la ordenacién de Eggers para los movimientos de bloques. Dentro de
cada bloque habria que utilizar alguna otra ordenacion para obtener todos los empa-
rejamientos de indices en el bloque (salvo los ya obtenidos previamente).

En este trabajo hemos implementado un algoritmo de Jacobi por bloques ex-
plotando la simetria, reorganizando las computaciones para obtener un algoritmo rico
en operaciones matriz-matriz y utilizando el orden par-impar para el movimiento de
bloques y el orden ciclico por filas para el trabajo dentro de cada bloque. Este método
se puede combinar con un esquema de almacenamiento adecuado para obtener algorit-
mos paralelos, que seran descritos en un capitulo posterior.

1.4 Uso de Umbrales

Hasta ahora hemos estudiado los métodos de Jacobi anulando un par de elementos
no diagonales en cada iteracion. Para acelerar la convergencia es posible utilizar
umbrales, de modo que cuando el valor absoluto del elemento a anular esté por debajo
del umbral no se realice la anulacién ni la actualizacion de la matriz. De este modo se
evitaran anulaciones de elementos pequenos que contribuirian poco a la convergencia.

Utilizando una técnica de umbralizacién adecuada se asegura la convergencia del
método [102] y se disminuye el tiempo de ejecucion llegandose a obtener reducciones del
33% en los tiempos de ejecucién dependiendo de la técnica de umbralizacion utilizada
y de la mdquina en que se ejecuten los programas. En [82, 102] se enumeran algunas
posibles técnicas de umbralizacion:
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01/45
23 67

45 67
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Figura 1.3.6: Ordenacion por bloques.

. Una primera posibilidad es usar un umbral fijo para todas las iteraciones. Si la

cota

condicién de fin es que of f(A) < cota, tomando el umbral como se asegura
que se cumple la condicion de fin cuando se realiza un barrido completo sin anular

ningin elemento.

. La técnica de Rutishauser consiste en utilizar umbral variable durante los 4

primeros barridos, y en los restantes usar umbral fijo. El umbral variable viene
dado por la férmula:

n

é(nz:; 3 |a”|) (1.4.1)

j=1ji<i

. Utilizar una sucesion de umbrales, uno para cada uno de los barridos, disminu-

yendo el valor del umbral al aumentar el nimero de barrido, por ejemplo 272,
276 2710

. La técnica de umbral variable de Kahan y Corneil, donde inicialmente se calcula

W COomo:

W= Z 4a?j (1.4.2)
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y tras cada actualizacion se recalcula w restandole a?j. Para decidir si se aplica o
no una rotacién al elemento a;; estudiaremos si

n(n —1)
quj > w (1.4.3)

lo que quiere decir que anularemos sélo los elementos cuyo cuadrado esté por
encima de la media de los cuadrados.

Un esquema para los métodos de Jacobi ciclicos con umbral podria ser:

Algoritmo 1.4.1 Esquema de un método de Jacobi ciclico con umbral.
MIENTRAS of f(A) > cota
MIENTRAS queden pares en la ordenacion
Obtener el siguiente par (¢, )
SI |a;j| > umbral
Calcular Rotation Q(1, j,0) tal que (QAQ");; =0
A=QAQ!
Actualizar umbral
FINSI
FINMIENTRAS
FINMIENTRAS

Se han realizado algunos experimentos con las diferentes técnicas de umbralizacion
que hemos enumerado utilizando la ordenacion ciclica por filas, en los que se observa
que se reduce el tiempo de ejecucién con el uso de umbrales. Los mejores resultados los
hemos obtenido con el umbral de Kahan y Corneil, por lo que en lo sucesivo utilizaremos
esta técnica.

En la tabla 1.4.1 se comparan los tiempos de ejecucion con el orden ciclico por
filas no utilizando y utilizando umbral, y en la tabla 1.4.2 se compara la velocidad de
convergencia. Fn el caso en que se usa umbral se representa el cociente del nimero de
anulaciones llevadas a cabo entre el niumero de elementos por encima de la diagonal, y
cuando no se usa umbral se representa el nimero de barridos (que es también en este
caso el cociente entre el nimero anulaciones y el numero de elementos por encima de la
diagonal). Los resultados que se muestran han sido obtenidos en un procesador i860.

En la tabla 1.4.3 se muestran los cocientes de los tiempos de ejecucion y del nimero
de barridos obtenidos usando umbral y no usandolo. Se puede observar que la ganancia
en el nimero de barridos es mucho mayor (alrededor de un 39%) que en el tiempo de
ejecucion (hasta un 27%), lo que es debido al coste adicional de la actualizacion del
umbral, la comparacion para decidir si se anula el elemento, etc...

En las tablas 1.4.4 y 1.4.5 se muestran los resultados obtenidos ejecutando los
programas en una HP Apollo 700. La reduccién en el nimero de barridos es igual que la
obtenida en el procesador 1860, por lo que no se muestra. Sin embargo, se observa que en
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tamano 256 320 384 448 512
sin umbral | 134.80 | 279.87 | 493.09 | 825.54 | 1230.12
con umbral | 114.39 | 224.88 | 383.82 | 618.49 907.56

Tabla 1.4.1: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). Tiempos de ejecuciéon en segundos

en el procesador 1860.

tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
sin umbral 10 10 10 10 10
con umbral | 5.93 | 6.03 | 6.08 | 6.10 | 6.14

Tabla 1.4.2: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). Nimero de anulaciones partido por

n(n—1)

2

. En un procesador i860.

tamano | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
tiempo | 0.84 | 0.80 | 0.77 | 0.74 | 0.73
barridos | 0.59 | 0.60 | 0.60 | 0.61 | 0.61

Tabla 1.4.3: Cociente entre métodos usando umbral (de Kahan y Corneil) y no usando

umbral. En un procesador i860.
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diferentes maquinas una misma reduccion en los barridos produce reducciones distintas
en los tiempos de ejecucion debido a la diferencia de los costes de las operaciones
aritméticas, de comparacion y de acceso a memoria.

tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
sin umbral 87 | 151 | 319 | 506 | 1087
con umbral | 59 | 110 | 222 | 359 713

Tabla 1.4.4: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). Tiempos de ejecucién en segundos.
En una HP Apollo 700.

tamano | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
tiempo | 0.68 | 0.72 | 0.69 | 0.71 | 0.65
barridos | 0.59 | 0.60 | 0.60 | 0.61 | 0.61

Tabla 1.4.5: Cociente entre métodos usando umbral (de Kahan y Corneil) y no usando

umbral. En una HP Apollo 700.

1.5 Uso de BLAS 1

En los esquemas que hemos visto de métodos de Jacobi aparece una actualizaciéon de
la matriz A (QAQ") que puede hacerse usando BLAS 1 [37] obteniéndose de este modo
programas mas eficientes. Esta actualizacion de la matriz consiste en la aplicacién de
la rotacion a las filas y columnas 7 y j de A, y esta aplicacion se puede hacer usando
la rutina drot de BLAS 1, con tres llamadas a drot para actualizar las partes 1, 2 y 3
de la matriz A en la figura 1.5.1. Puesto que la matriz A es simétrica sélo se trabaja
con la parte triangular inferior de la misma.

La rutina drot realiza una rotacién de angulo #. Una llamada a esta rutina tiene
la forma drot(&dim, &vl, &ldl, &v2, &ld2, &e, &s), donde dim representa la dimension
de los vectores a actualizar, &vl y &v2 son las posiciones de comienzo de los vectores
a actualizar, [dv] y [dv2 son las leading dimension de los vectores vl y v2, y ¢y s
son el coseno y el seno, respectivamente, del dangulo §. De este modo, la llamada
drot(&dim, &vl, &ldl, &v2, &ld2, &c,&s) corresponde a un bucle del tipo:

PARA ¢ =0,1,...,xdim — 1 HACER

a=vl[i* (xldl)]
b= v2[i x (x(d2)]
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Figura 1.5.1: Actualizacion de A usando BLAS 1.

vl[i * (¥ldl)] = c*a+ s*b
v2[i * (¥ld2)] = —s* a4 c*xb
FINPARA
En la tabla 1.5.1 comparamos los tiempos de ejecucion obtenidos en un procesador
1860 con la ordenacion ciclica por filas y usando el umbral de Kahan y Corneil, cuando
se usa y cuando no se usa BLAS 1. En la tabla 1.5.2 se muestra el cociente entre los
tiempos de ejecucion cuando se usa BLAS 1y cuando no se usa. La reduccion del tiempo
de ejecucion es de alrededor del 33% cuando se usa BLAS 1, ademas, tal como pasa
tipicamente con el uso de estos nucleos computacionales, la mejora obtenida aumenta
al aumentar el tamano del problema hasta llegar a un punto donde se estabiliza.

tamano 256 320 384 448 512
con BLAS 1| 80.09 | 153.77 | 260.44 | 424.38 | 615.70
sin BLAS 1 | 114.39 | 224.8% | 383.82 | 618.49 | 907.56

Tabla 1.5.1: Uso de BLAS 1. Tiempos de ejecucién en segundos, en un procesador
1860, con la ordenacién ciclica por filas y umbral de Kahan y Corneil.

1.6 Metodo Semiclasico

1.6.1 Idea general

Como ya vimos en la seccién 1.1 (tablas 1.1.1 y 1.1.2), los métodos ciclicos producen
mucho mejores tiempos de ejecucion que el método clasico debido a que realizan un



INTRODUCCION 29

tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
con BLAS 1/sin BLAS 1| 0.70 | 0.68 | 0.67 | 0.69 | 0.67

Tabla 1.5.2: Uso de BLAS 1. Cociente entre los tiempos de ejecucion usando y no
usando BLAS 1 en un procesador 1860, con la ordenacion ciclica por filas y umbral de
Kahan y Corneil.

barrido segin una determinada ordenacion evitando la obtencion del maximo antes de
cada anulacién, obteniéndose de este modo un coste O(n?) por barrido mientras que con

n(n—1)
2

el método clasico necesita de un nimero de anulaciones pequenio para alcanzar la

el método clasico el coste por barrido (por anulaciones) es O(n'). Sin embargo,
convergencia, y esto es debido a que en cada paso del algoritmo se anula el elemento de
mayor valor absoluto que sera el que mas contribuya a la convergencia. En esta seccion
pretendemos estudiar un método que utilice caracteristicas de los métodos clasico y
ciclicos de manera que se acelere la convergencia (se reduzca el nimero de barridos
que se necesita con los métodos ciclicos) aumentando algo el tiempo de ejecuciéon por
barrido. Se trata de encontrar un punto intermedio en el que este aumento en el tiempo
de ejecucién por barrido se vea compensado por la reduccion en el numero de barridos,
obteniéndose de este modo mejores tiempos de ejecucion que con los métodos ciclicos.
Ideas similares se encuentran en [69] donde se disena un método para Multiprocesadores
con Memoria Compartida y en [84] para métodos de Jacobi unilaterales.

Una primera idea consiste en ordenar antes de cada barrido los elementos no dia-
gonales de mayor a menor valor absoluto y realizar las anulaciones en este orden, con
lo que necesitamos en cada barrido de una ordenacion previa de ﬂnz—_ll datos, lo que
haciéndolo con un método éptimo como el Quicksort [71], representa un orden promedio
O(n?*logz n). Como el orden del método de Jacobi en cada barrido es O(n?) esta orde-
nacién previa no modificard el orden por barrido. Por otra parte, la ordenaciéon previa
hara que en cada barrido anulemos primero los elementos de mayor valor absoluto, con
lo que es posible que se rebaje el nimero de barridos necesarios para la convergencia.

Una vez hecha la ordenacion las primeras iteraciones se hacen sobre los elementos
con mayor valor absoluto, pero al anular estos elementos se modifican los valores ini-
ciales de los elementos no diagonales, con lo que estos elementos ya no estan ordenados
segun el orden obtenido al principio del barrido. Por este motivo, en nuestro método
no haremos la ordenacion de los datos sino que, siguiendo el esquema del Quicksort,
tomamos el primer elemento y obtenemos los mayores y los menores que él en valor
absoluto, haciendo una nueva llamada a este procedimiento de ”semi-ordenacion” con
los elementos mayores, y asi recursivamente hasta que hagamos una llamada con un
tinico elemento. Esta "semi-ordenacién” tiene un coste promedio de O(rn*). Anulando
en cada barrido los elementos en el orden obtenido con la ”semi-ordenacion” obtenemos
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unos tiempos de ejecucion que se muestran en la tabla 1.6.1 y el numero de barridos
de la tabla 1.6.2 (datos obtenidos en un procesador i860).

tamano 256 320 384 448 512
ciclico por filas | 134.80 | 279.87 | 493.09 | 825.54 | 1230.12
semiclasico 129.05 | 267.69 | 465.66 | 777.96 | 1167.05

Tabla 1.6.1: Método semiclasico. Tiempos de ejecucién en segundos en un procesador

1860.

tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
ciclico por filas | 10 | 10| 10| 10| 10
semiclasico 9 9 9 9 9

Tabla 1.6.2: Método semiclasico. Numero de barridos en un procesador i860.

En estas dos tablas se observa que utilizando el método semiclasico que hemos
explicado se obtiene una pequena reduccion en el tiempo de ejecucion, y que esta
reduccion es debida a que se necesita de un barrido menos para alcanzar la convergencia.
Sin embargo, con este método no se mejoran los tiempos obtenidos con el uso de
umbrales (tabla 1.4.1).

Intentaremos modificar este método para obtener mejores resultados. Al anularse
en las ultimas etapas de cada barrido términos que inicialmente son los de menor valor
absoluto, estas anulaciones deben contribuir poco a la convergencia del método, por
lo que consideramos preferible hacer en cada barrido nn—l)

2DIVISION

1 ., . .
do 577570 la porcion de elementos no diagonales que anulamos en cada barrido

(lamaremos a cada uno de estos barridos un subbarrido). Cuando DIVISION =1
obtenemos el método anterior y cuando DIVISION = @ el método es el de Jacobi
clasico donde hemos obtenido el maximo haciendo una ”semi-ordenacion”.

anulaciones, indican-

Compararemos experimentalmente en distintos casos (distintas maquinas, uso de
umbral y de BLAS 1) los resultados obtenidos con este segundo método semiclésico y
distintos valores de DIV ISTON con los obtenidos con el método ciclico por filas. Lo
que pretendemos es comprobar en qué casos se obtiene una mejora sobre los métodos
hasta ahora presentados, y si se puede determinar de una manera empirica un valor

optimo de DIVISTON.
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1.6.2 Resultados experimentales sin uso de umbral

En la tabla 1.6.3 se compara la velocidad de convergencia del método ciclico por filas
y el semiclasico para distintos valores de DIVISION. Se representa el numero de
anulaciones realizadas partido por el nimero de elementos que hay por encima de la
diagonal, coincidiendo este valor con el nimero de barridos en el método ciclico por
filas. Los resultados se han obtenido en un procesador 1860, pero serian similares
en otras maquinas. Se observa que el nimero de anulaciones disminuye al aumentar
DIVISION y que tiende a estabilizarse entre 5 y 6 veces nin=1) segun el tamano de

2
la matriz.

tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
ciclico por filas 10 10 10 10 10
semiclasico 2 7.50 | 8.00 | 9.50 | 8.00 | 9.00
semiclasico 4 6.75 | 8.00 | 9.50 | 8.00 | 9.00
semiclasico 6 6.17 | 6.50 | 6.67 | 6.50 | 6.50
semiclasico 8 588 | 6.25 | 6.38 | 6.25 | 6.25
semiclasico 10 | 5.60 | 5.90 | 6.00 | 6.00 | 6.10
semiclasico 12 | 5.42 | 5.58 | 5.67 | 5.67 | 5.83
semiclasico 14 | 5.43 | 5.36 | 5.57 | 5.64 | 5.78

Tabla 1.6.3: Comparacién de la velocidad de convergencia del método ciclico por filas
y el método semiclasico con distintos valores de DIV ISTON. Numero de anulaciones
partido por nimero de elementos por encima de la diagonal. Fn un procesador i860.

Como se puede comprobar, se llega a obtener un niumero de barridos ligeramente
menor que el que se obtenfa usando el umbral de Kahan y Corneil (tabla 1.4.2). Pero
con el método semiclasico se divide cada barrido en un numero de subbarridos igual
a DIVISION realizandose en cada subbarrido una semiordenacién, con lo que el
coste por barrido serd O(n®) + DIVISION O(n?). De este modo, se obtiene que una
reduccién en el nimero de barridos no implicara siempre una reduccion en el tiempo
de ejecucidn, sino que dependera del valor de DIV ISTON y del coste de las diferentes
operaciones (aritméticas, de comparacion y de acceso a memoria) en la maquina en
que se ejecuten los programas.

Mostraremos los resultados obtenidos experimentalmente en diferentes casos.

En la tabla 1.6.4 se muestran los tiempos obtenidos en una HP Apollo 700, y en
la tabla 1.6.5 los obtenidos en un procesador i860. En ambas tablas se marcan los
mejores tiempos obtenidos. Se observa que el valor 6ptimo de DIV ISTON aumenta
con el tamano de la matriz y es distinto para distintos sistemas.

Se puede ver, comparando los valores 6ptimos obtenidos en la tabla 1.4.1 y los
obtenidos en la tabla 1.6.5 que este método mejora en tiempo de ejecucion muy ligera-
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tamano 256 | 320 | 384 | 448 | 512
ciclico por filas | 87 | 151 | 319 | 506 | 1087
semiclasico 2 76 | 131 | 307 | 507 | 937
semiclasico 4 64 | 123 | 256 | 438 | 791
semiclasico 6 61 | 121 | 253 | 412 | 750
semiclasico 8 59 | 118 | 235 | 401 | 736
semiclasico 10 59 | 116 | 236 | 398 | 715
semiclasico 12 61 | 122 1234 | 395 | 699
semiclasico 14 62 | 125 | 236 | 392 | 701
semiclasico 16 64 | 122 | 237 | 391 | 695

Tabla 1.6.4: Método semiclasico con distintos valores de DIV ISION. Tiempo de
ejecucion en segundos en una HP Apollo 700.

tamano 256 320 384 448 512
ciclico por filas | 134.80 | 279.87 | 493.09 | 825.54 | 1230.12
semiclasico 2 114.30 | 245.80 | 491.58 | 711.74 | 1158.88
semiclasico 4 109.87 | 221.75 | 393.70 | 649.02 | 987.96
semiclasico 6 106.86 | 223.42 | 393.15 | 629.75 | 927.83
semiclasico 8 106.29 | 226.44 | 393.96 | 623.41 | 919.83
semiclasico 10 107.95 | 220.81 | 379.42 | 616.63 | 927.87
semiclasico 12 108.96 | 216.58 | 375.63 | 597.92 | 902.46
semiclasico 14 113.82 | 216.31 | 376.57 | 611.24 | 917.39

Tabla 1.6.5: Método semiclasico con distintos valores de DIV ISION. Tiempo de
ejecucion en segundos en un procesador 1860.
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mente los resultados obtenidos con un método ciclico usando umbral. Intentaremos,
por tanto, combinar el uso de umbral con el método semiclésico.

1.6.3 Resultados experimentales usando umbral

Como ya hemos visto, las mejoras relativas con el método semiclasico pueden depender
de la maquina en que se ejecuten los programas. Ademas, hemos visto que usando el
método semiclasico se puede reducir en algunos casos ligeramente el tiempo de ejecuciéon
que se obtenia usando umbral, por lo que puede ser conveniente combinar las dos
técnicas. Aqui estudiaremos la combinacion de estas dos técnicas presentando los
resultados obtenidos en un procesador i860 y en una HP Apollo 700. En el procesador
1860 los mejores resultados se obtienen con el método semiclasico y umbral fijo, y en
la HP Apollo 700 los mejores resultados se obtienen con el método ciclico usando el
umbral variable de Kahan y Corneil y con el método semicléasico con el mismo umbral
variable y con DIVISION = 1.

En algunos casos es preferible no usar el mejor umbral junto con el semiclasico
porque el uso de umbral hace que en cada barrido o subbarrido anulemos menos ele-
mentos que si no usaramos umbral, lo que produciria con el método semiclasico un
mayor numero de subbarridos y por tanto una mayor cantidad de semiordenaciones,
empeorando asi el tiempo de ejecucion mientras se reduce el nimero de anulaciones.

Esto se muestra en las tablas 1.6.6, donde se muestran los resultados en la HP
Apollo 700, 1.6.7, donde se muestran los de 1860 sin usar BLAS 1, y 1.6.8, donde se
muestran los de 1860 usando BLAS 1.

| tamario | 256 | 320 | 384 | 448 | 512 |

| ciclico con umbral | 59 ] 107 | 216 | 348 | 696 |

‘ semiclasico 1, umbral variable ‘ 58 ‘ 109 ‘ 218 ‘ 368 ‘ 670 ‘
semiclasico 2, umbral fijo 67 | 135 | 272 | 478 | 926
semiclasico 4, umbral fijo 63 | 119 | 249 | 411 | 837
semiclasico 6, umbral fijo 61 | 116 | 238 | 407 | 749
semiclasico 8, umbral fijo 61 | 115 | 238 | 406 | 712
semiclasico 10, umbral fijo 62 | 117 | 234 | 393 | 707
semiclasico 12, umbral fijo 62 | 121 | 233 | 398 | 705
semiclasico 14, umbral fijo 64 | 119 | 237 | 395 | 689
semiclasico 16, umbral fijo 65 | 123 | 240 | 390 | 691

Tabla 1.6.6: Método semiclasico con umbral. Tiempo de ejecucién en segundos en una

HP Apollo 700.
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| tamario | 256 ] 320 384| 448| 512 |

| ciclico con umbral [ 114.39 | 224.83 | 383.82 | 618.49 | 907.56 |
sc 2, umbral fijo 110.65 | 237.35 | 419.25 | 738.36 | 1099.50
sc 4, umbral fijo 103.01 | 212.83 | 381.59 | 616.19 | 997.19
sc 6, umbral fijo 98.53 | 202.06 | 359.24 | 613.45 | 900.06
sc 8, umbral fijo 95.51 | 196.68 | 354.67 | 592.14 | 857.55
sc 10, umbral fijo 96.63 | 197.48 | 345.17 | 571.00 | 851.49
sc 12, umbral fijo 95.71 | 200.86 | 340.74 | 583.95 | 850.12
sc 14, umbral fijo 97.76 | 193.89 | 339.12 | 572.76 | 826.20
sc 1, umbral variable 131 246 406 659 956
sc 2, umbral variable 128 242 417 643 928
sc 3, umbral variable 123 236 395 629 921
sc 4, umbral variable 127 244 414 640 932

Tabla 1.6.7: Método semiclasico con umbral. Tiempo de ejecuciéon en segundos en un

procesador 1860 sin BLAS 1.

| tamario | 256 320 384 448] 512
| ciclico con umbral | 80.09 | 153.77 | 260.44 | 424.38 | 615.70 |
sc 4, umbral fijo 68.18 | 141.77 | 245.07 | 424.23 | 620.59
sc 6, umbral fijo 63.64 | 134.09 | 232.38 | 394.31 | 620.91
sc 8, umbral fijo 64.30 | 137.46 | 233.60 | 402.80 | 570.84
sc 10, umbral fijo 63.79 | 131.94 | 228.49 | 395.24 | 567.76
sc 12, umbral fijo 65.31 | 130.22 | 231.15 | 397.25 | 578.66
sc 14, umbral fijo 67.66 | 132.13 | 237.56 | 393.43 | 556.30
sc 16, umbral fijo 68.21 | 137.15 | 235.98 | 382.06 | 566.23
sc 1, umbral variable | 96.29 | 180.76 | 295.52 | 476.59 | 685.41
sc 2, umbral variable | 93.76 | 176.51 | 301.01 | 463.41 | 660.60
sc 3, umbral variable | 88.98 | 171.21 | 291.66 | 456.87 | 655.93

Tabla 1.6.8: Método semiclasico con umbral. Tiempo de ejecuciéon en segundos en un

procesador 1860 con BLAS 1.
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En la tabla 1.6.9 se muestran los cocientes entre los valores 6ptimos mostrados en
las tablas 1.6.6 a 1.6.8 y el tiempo de ejecuciéon con el método ciclico por filas correspon-
diente. Se puede observar que los resultados que se obtienen son muy diferentes en las
dos méaquinas en que se ha experimentado. Esto es debido a la diferencia en el coste de
las operaciones aritméticas, de comparacién, de acceso a memoria, etc. Lo que se puede
deducir es que en algunos casos el uso de un método semiclasico en combinaciéon con
una estrategia de umbralizacion adecuada puede dar lugar a algoritmos que reducen
el tiempo de ejecucion con respecto a los que sélo usan umbral. Asi, los resultados
obtenidos en la HP son muy parecidos usando umbral o usando el método semiclasico
en combinacién con umbral fijo o variable, y lo mas adecuado parece ser no usar un
método semiclasico. Sin embargo, en un procesador 1860 lo mas conveniente parece ser
usar el método semiclasico en combinacién con un umbral fijo, tanto si se usa como si

no se usa BLAS 1.

| tamario | 256 | 320 | 384 | 448 | 512 |
HP: umbral/ciclico 0.67 | 0.70 | 0.67 | 0.68 | 0.64
HP: sc umb fijo/ciclico 0.70 1 0.76 | 0.73 | 0.77 | 0.63
HP: sc umb var/ciclico 0.66 | 0.72 | 0.68 | 0.72 | 0.61
i860 sin BLLAS: umbral/ciclico 0.95 | 0.85 | 0.82 | 0.71 | 0.78

i860 sin BLAS: sc umb fijo/ciclico | 0.71 | 0.69 | 0.69 | 0.69 | 0.67
i860 sin BLLAS: sc umb var/ciclico | 0.91 | 0.84 | 0.80 | 0.76 | 0.75
i860 con BLAS: umbral/ciclico 0.95 0.82 0.78
i860 con BLAS: sc umb fijo/ciclico | 0.76 | 0.72 | 0.72 | 0.64 | 0.70
i860 con BLAS: sc umb var/ciclico | 1.06 | 0.95 | 0.92 | 0.76 | 0.83

Tabla 1.6.9: Ganancia con los distintos métodos respecto al ciclico por filas.

1.6.4 Otras posibles mejoras y aplicaciones

Se han realizado algunos otros experimentos intentando acelerar la convergencia del
método, pero sin éxito:

1. Ordenando los elementos que se van a anular (en vez de semiordenando) se con-
sigue una mayor reduccion en el nimero de anulaciones necesarias para alcanzar
la convergencia, pero esta reducciéon no compensa (al menos en los experimentos
realizados) el tiempo de ejecucion adicional necesario para realizar la ordenacién,
con lo que los tiempos de ejecucion que se obtienen son peores ordenando.

2. Utilizando el método propuesto en [69] se reduce ain mas el nimero de anu-
laciones necesarias para alcanzar la convergencia, pero a costa de un mayor
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tiempo de ejecucién en cada subbarrido, con lo que se obtienen peores tiem-
pos de ejecucion. Este método consiste en tomar el maximo de cada columna
en valor absoluto, ordenar estos valores maximos y aplicar las rotaciones en este
orden, no anulando elementos en una fila o columna donde ya se ha anulado
previamente otro elemento (el método estd pensado para Multiprocesadores con
Memoria Compartida, por lo que se toma una secuencia de pares de indices que
permita aplicar las rotaciones en paralelo). Esta manera de proceder hace que
cada barrido se divida en al menos n subbarridos, y el trabajo adicional en cada
subbarrido tiene un coste de % +n logy n, con lo que el coste por barrido que hay
que sumar a los 3n” flops es del orden O(n?). Combinando este método con el
método semiclasico se obtiene una pequena reduccién en el tiempo de ejecucién
en algunos casos [22, 27], lo que hace que pensemos que utilizando una buena
técnica de ordenacién (o semiordenacién) en paralelo se pueda obtener un método
apropiado para Memoria Compartida.

También se podria tratar de aplicar ideas similares a un método de Jacobi para el

Problema Simétrico de Valores Propios Generalizado, pero utilizando el método tipo
Jacobi que se propone en [80] no se obtiene reduccion en el tiempo de ejecucion [22].

1.7 Problemas con distintas condiciones

Hasta ahora hemos realizado experimentos generando los elementos de la matriz de

manera uniforme, pero puede ser interesante estudiar también el comportamiento de

problemas con otro tipo de condiciones. En particular, nos interesard conocer el com-

portamiento (en cuanto a nimero de anulaciones y barridos necesarios para la conver-
gencia, y la precision de los resultados obtenidos) de los algoritmos cuando los valores

propios de la matriz A se concentran alrededor de uno o varios valores.

1.7.1 Generacion de los problemas

Para generar los problemas con las condiciones mencionadas hemos seguido los siguientes

pasos:

1. Se genera una matriz diagonal D con valores propios entre -1 y 1 distribuidos

uniformemente.

. Se elevan esos valores propios a un exponente, con lo que se obtiene, a mayor

exponente, valores propios mas cercanos a 0. Los valores usados de exponente

han sido 1, 3, 5, 7y 9.

. Opcionalmente, se suman a distintas partes de la diagonal de D distintos valores

v;, con lo que en las partes donde se haya sumado v; se tendran valores cercanos
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a v; y mas cercanos a mayor valor de exponente. Se han realizado experimentos
con matrices con valores propios cercanos a 1 y-1,a 1,2, -1 y-2, yal, 2 4,8,
-1, -2, -4y -8.

4. Por ultimo, y para obtener una matriz no diagonal con los mismos valores propios
que D, se genera un vector unitario u y se realiza la actualizacién de rango dos
de D utilizando u:

D' = (I —2uu') D (I —2uu') (1.7.1)

En las restantes subsecciones de esta seccién mostraremos algunos de los resultados
obtenidos con las matrices asi generadas.

En las tablas se mostraran resultados obtenidos con distintos métodos: FIL es
el método de Jacobi con ordenacion ciclica por filas y sin usar umbral, SCd sera el
método semiclasico con valor de DIVISION indicado por el numero d, KC sera el
método ciclico por filas cuando se usa el umbral variable de Kahan y Corneil, SCUFd
sera el método semiclasico con umbral fijo indicando d el valor de DIVISION, y
SCKCd sera el método semiclasico con umbral de Kahan-Corneil indicando d el valor
de DIVISION.

Debido a que, como ya hemos visto, los tiempos de ejecucién de las distintas
versiones del método semiclasico dependen en gran medida de las caracteristicas de la
maquina en que se esté trabajando, no estudiaremos los tiempos de ejecucion, sino el
numero de anulaciones y barridos y la precision.

Todos los experimentos se han realizado en una HP Apollo 700 pero, al no obtener
tiempos de ejecucién, los resultados serian similares en otras maquinas.

1.7.2 Numero de anulaciones

En la tabla 1.7.1 se muestra el nimero de anulaciones, dividido por el numero de
elementos no diagonales, necesarias para alcanzar la convergencia con distintos métodos
y con distintos tamanos de matriz (con FIL coincidirda con el nimero de barridos)
cuando la matriz A tiene todos sus valores propios cercanos a 0. Se utilizan valores de
exponente 1,3, 5y 7 (al aumentar el valor de exponente se obtienen valores propios
mas proximos).

El valor de DIV ISTON que se utiliza en los métodos semiclasicos es 12, que es un
valor intermedio que nos permite considerar que el nimero de anulaciones con el valor
de DIVISTON o6ptimo estara alrededor del que aqui se muestra.

Se puede observar que al estar los valores propios mas cerca aumenta el niumero de
anulaciones con todos los métodos, siendo este aumento considerable en el caso de F'IL,
y bastante més pequeno en los demads casos, necesitando los métodos semiclasicos con
umbral de menos anulaciones que el método ciclico que utiliza el umbral de Kahan-
Corneil. Ademas, el método que menos anulaciones necesita es el semiclasico con
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umbral de Kahan-Corneil. Aunque de esto no se pueda concluir que con los métodos
semiclasicos se mejore el uso de umbral, si se deduce que cuando los valores propios
son cercanos tenemos resultados similares (en cuanto a nimero de anulaciones) a los
que obteniamos generando la matriz A de manera uniforme, por lo que, también en
este caso, cudl sea el método mas rapido dependerd de la maquina a utilizar.

exponente=1 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 8 8 9 9
KC 4.21 | 4.25 | 4.25 | 4.22
SCUF12 3.81 | 3.80 | 3.81 | 3.64
SCUV12 3.52 | 3.43 | 3.47 | 3.46
exponente=3 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 11 13 11 14
KC 4.35 | 4.45 | 4.62 | 4.44
SCUF12 3.90 | 3.76 | 3.82 | 4.05
SCUV12 3.65 | 3.79 | 3.67 | 3.50
exponente=5 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 13 17 18 16
KC 4.48 | 4.71 | 4.70 | 4.85
SCUF12 4.08 | 4.11 | 4.10 | 4.03
SCUV12 3.70 | 3.75 | 3.88 | 3.83
exponente=7 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 17 16 19 19
KC 4.93 | 5.02 | 5.00 | 5.45
SCUF12 4.05 | 4.45 | 4.32 | 5.28
SCUV12 3.82 | 3.76 | 3.99 | 3.89

Tabla 1.7.1: Numero de anulaciones partido por nimero de elementos no diagonales,
con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos de matriz, cuando los valores
propios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo 700.

Resultados similares se obtienen cuando hay varios puntos donde se acumulan los
valores propios. En la tabla 1.7.2 se muestra el numero de anulaciones partido por el
numero de elementos no diagonales, cuando los valores propios estan cercanos a 1, 2,
-1 y -2. A mayor valor de exponente los valores propios estardn mas cercanos a esos
cuatro puntos.

En este caso también aumenta el niumero de anulaciones al aumentar exponente,
aunque en menor medida que lo hace en la tabla 1.7.1 al estar los valores propios mas
dispersos. Hay un gran aumento en el nimero de anulaciones en FIL y un aumento
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pequeno en los demas métodos. Este aumento es especialmente pequeno en KC, lo
que hace que al aumentar la acumulacion de los valores propios alrededor de 1, 2, -1
y -2 KC sea preferible a los métodos semiclasicos, mientras que con exponente = 1 el
menor niumero de anulaciones se obtiene con el método semiclasico usando el umbral

de Kahan-Corneil.

exponente=1 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 8 9 9 9
KC 3.79 | 3.81 | 3.77 | 3.77
SCUF12 3.77 | 3.67 | 3.80 | 3.74
SCUV12 3.64 | 3.55 | 3.60 | 3.46
exponente=3 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 10 10 10 12
KC 3.75 | 3.88 | 3.84 | 3.92
SCUF12 3.87 | 4.08 | 4.05 | 4.24
SCUV12 3.63 | 3.61 | 3.77 | 3.68
exponente=5 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 11 12 13 12
KC 3.69 | 3.80 | 3.96 | 3.74
SCUF12 4.20 | 4.13 | 4.44 | 4.49
SCUV12 3.80 | 3.93 | 3.88 | 4.00
exponente=7 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 11 12 13 16
KC 3.86 | 3.87 | 4.04 | 4.09
SCUF12 4.50 | 4.58 | 4.81 | 4.83
SCUV12 4.02 395 | 4.14 | 4.16

Tabla 1.7.2: Numero de anulaciones partido por nimero de elementos no diagonales,
con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos de matriz, cuando los valores
propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En una HP Apollo 700.

1.7.3 Numero de barridos

Aunque en los métodos que hasta ahora hemos visto una disminuciéon en el nimero de
anulaciones representa una disminucién proporcional en el nimero de flops, no siempre
es lo mas interesante reducir el nimero de anulaciones. Esto pasa por ejemplo con
los métodos semiclasicos y como veremos en la seccién siguiente con un método por
bloques. Algunas veces puede ser interesante reducir el nimero de barridos (el nimero
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de veces que se trata cada uno de los elementos no diagonales ya sea anulandolo o no).

En la tabla 1.7.3 representamos el numero de barridos necesarios para alcanzar
la convergencia con distintos métodos, distintos tamanos de matriz y distintos valores
de exponente cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En los métodos
semiclasicos se utiliza DIVISION = 1 porque este valor es el que nos da menor
numero de barridos que es lo que pretendemos reducir.

Se observa que el uso del umbral de Kahan-Corneil, aunque reduce el nimero de
anulaciones, aumenta el numero de barridos, mientras que la semiordenacién de los
elementos para anularlos en ese orden reduce el nimero de barridos, especialmente si
se usa umbral fijo para evitar anular elementos de valor absoluto muy pequeno. Este
hecho lo aplicaremos en la seccion siguiente para combinar el método semiclasico con un
método por bloques de manera que se reduzca en algunos casos el numero de barridos
y por tanto el tiempo de ejecucién.

En la tabla 1.7.4 representamos el nimero de barridos necesarios para alcanzar la
convergencia cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. También
en este caso es preferible un método semicldsico, y no esta claro si es preferible usar
umbral fijo 0 no usar umbral. En cambio, si esta claro que el uso de umbral variable
aumenta el nimero de barridos.

1.7.4 Precision de los resultados

Para comparar la precisién con que se obtienen los resultados con los distintos métodos
se han sumado los valores absolutos de la diferencia entre los valores propios generados
y los obtenidos. Fn las tablas 1.7.5 y 1.7.6 se muestran estas sumas para distintos
métodos, distintos tamanos de matriz, distintos valores de exponente y cuando los
valores propios son cercanos a 0 (tabla 1.7.5) 6 a 1, 2, -1 y -2 (tabla 1.7.6).

Para el estudio de estas tablas hay que hacer las siguientes consideraciones:

1. En todos los algoritmos se ha utilizado como cota para considerar que el método
converge el valor 107'%. Esta cota podria ser menor obteniéndose menores errores.

2. En todos los casos se evalia of f(A) y se compara con dicho valor tras cada
barrido.

3. En las tablas se muestran diferencias en valor absoluto entre los valores propios
generados y los que obtienen los algoritmos, y estas diferencias se suman, con lo
que se obtendran valores mayores a mayor tamano de la matriz.

4. Hay que tener en cuenta que en el caso de valores propios cercanos a 0 (tabla
1.7.5) los valores que se muestran estaran mas cercanos a 0 al aumentar el valor
de exponente, pues en este caso los valores propios tienden a estar mas cercanos
a 0. Por el mismo motivo los valores que se muestran deben ser menores en la
tabla 1.7.5 que en la 1.7.6.



INTRODUCCION 41

exponente=1 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 8 8 9 9
KC 9 9 91 10
SC1 7 7 8 7
SCUF1 7 7 7 7
SCUV1 1] 12] 12 12
exponente=3 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 1| 13 11| 14
KC 141 15| 16| 16
SC1 10 12 12| 14
SCUF1 8| 10| 11| 11
SCUV1 121 14 ] 12| 12
exponente=5 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 131 17| 18| 16
KC 131 15| 18| 16
SC1 1] 11] 13| 13
SCUF1 10 12 12| 14
SCUV1 131 16| 16| 15
exponente=7 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 171 16| 19| 19
KC 150 17| 17| 20
SC1 120 13| 16| 16
SCUF1 15 14| 14| 15
SCUV1 151 15| 16 | 18

Tabla 1.7.3: Numero de barridos, con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos
de matriz, cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo

700.
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exponente=1 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 8 9 9 9
KC 10 9 10| 11
SC1 7 7 7 7
SCUF1 7 7 7 7
SCUV1 121 13| 13| 13
exponente=3 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 10 10| 10| 12
KC 10 11} 11| 12
SC1 8 9 9 9
SCUF1 7 91 10| 10
SCUV1 141 13| 13| 14
exponente=5 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 1] 12] 13| 12
KC 1] 12 14| 13
SC1 10 11| 10| 11
SCUF1 91 10| 11| 12
SCUV1 131 13| 16| 15
exponente=7 | 128 | 192 | 256 | 320
FIL 1] 12 13| 16
KC 11| 14| 14| 16
SC1 10 10} 11| 13
SCUF1 10 11} 12] 12
SCUV1 141 15| 15| 16

INTRODUCCION

Tabla 1.7.4: Numero de barridos, con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos
de matriz, cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En una

HP Apollo 700.
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A la vista de estas tablas se pueden sacar algunas conclusiones:

e La precision obtenida se puede considerar satisfactoria en todos los casos.

e El método que presenta mayor imprecision es el que usa la ordenacién ciclica
por filas. Esto puede ser debido a que en los demas métodos se realizan menos
anulaciones y por lo tanto menos acumulacién de error.

e La anulacién de elementos de entre los de mayor valor absoluto contribuye a una
reduccién en la imprecision. De este modo, el uso de umbral es preferible cuando
se quieren obtener valores propios de una manera muy precisa.

e La acumulacién de los valores propios produce un aumento en la imprecision,
siendo este aumento muy pequenio en el caso de usar umbrales.

1.8 Uso de BLAS 3

Una metodologia de trabajo con la que es posible obtener buenos resultados en pro-
blemas matriciales numéricos consiste en el diseno de algoritmos por bloques, reor-
ganizando las operaciones para obtener algoritmos ricos en operaciones matriciales de
alto nivel, y realizar estas operaciones con rutinas optimizadas, por ejemplo, rutinas de
BLAS 3 [36]. De este modo, se pueden resolver problemas matriciales numéricos de una
manera muy eficiente y realizar programas independientes de la maquina, si suponemos
que el BLAS 3 esta disponible para la maquina en que queremos ejecutar los programas.
Esta técnica se viene usando recientemente para la obtencién de algoritmos eficientes
y portables [3, 4, 15, 28, 30, 31].

En este apartado desarrollaremos un algoritmo de Jacobi rico en multiplicaciones
matriciales, con lo que se obtendra una gran reduccién en el tiempo de ejecucion cuando
estas multiplicaciones se hagan usando BLAS 3. Se usara la ordenacién par-impar
para determinar los movimientos de bloques, y dentro de cada bloque se anularan los
elementos usando una ordenacion ciclica por filas.

1.8.1 Idea general

Si la matriz A se divide en filas y columnas de bloques cuadrados de tamano ¢, es
posible hacer un barrido sobre estos bloques usando algin orden de Jacobi (aqui se
usard el orden par-impar que se muestra en la figura 1.3.1). De este modo, con n = 8¢,
los bloques se tratan en el orden indicado por los nimeros en la figura 1.8.1, donde
el trabajo se hace en la parte triangular inferior de la matriz. Dentro de cada bloque
el algoritmo trabaja haciendo un barrido sobre los elementos en el bloque, lo que
quiere decir que se anulard una vez cada elemento del bloque usando algin orden
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exponente=1 128 192 256 320
FIL 2e-12 | Te-12 | le-11 | 2e-11
KC Je-13 | Be-13 | le-12 | 2e-11
SC1 8e-13 | He-11 | le-11 | 2e-11
SC12 Je-13 | 9e-13 | 2e-12 | 2e-12
SCUF1 8e-13 | He-11 | le-11 | 2e-11
SCUF12 Je-13 | le-12 | 2e-12 | Ge-12
SCUV1 2e-13 | Te-13 | le-12 | 2e-12
SCUV12 Je-13 | 6e-13 | le-12 | le-12
exponente=3 128 192 256 320
FIL le-11 | le-11 | le-11 | 6e-11
KC Je-13 | be-13 | le-11 | le-11
SC1 le-12 | 4e-12 | 1e-11 | 8e-12
SC12 2e-13 | 1le-12 | 8e-13 | le-12
SCUF1 2e-12 | le-11 | 2e-11 | le-11
SCUF12 Se-13 | 7Te-13 | 8e-13 | 2e-12
SCUV1 2e-13 | 4e-13 | 8e-13 | le-12
SCUV12 2e-13 | 4e-12 | 6e-13 | le-12
exponente=>5 128 192 256 320
FIL Je-12 | 4e-11 | 1e-10 | 1e-10
KC le-13 | 4e-13 | Be-12 | le-11
SC1 Se-13 | Te-12 | de-12 | le-11
SC12 2e-10 | 2e-12 | le-12 | le-12
SCUF1 le-12 | 2e-12 | be-12 | 2e-11
SCUF12 2e-13 | 4e-13 | le-12 | 2e-12
SCUV1 le-13 | 3e-13 | 6e-13 | le-12
SCUV12 le-13 | 3e-13 | He-13 | 9e-13
exponente=7 128 192 256 320
FIL le-11 | 4e-11 | 8Be-10 | 2e-10
KC Je-13 | 4e-13 | le-11 | le-11
SC1 le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
SC12 le-12 | 8e-13 | 1e-12 | 8e-13
SCUF1 le-12 | 4e-12 | le-11 | le-11
SCUF12 Je-13 | 3e-12 | 6e-13 | le-12
SCUV1 le-13 | 2e-13 | be-13 | le-12
SCUV12 9e-14 | 3e-13 | 4e-13 | Te-13

INTRODUCCION

Tabla 1.7.5: Suma de las diferencias en valor absoluto entre los valores propios gene-
rados y los obtenidos, con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos de matriz,
cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo 700.
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exponente=1 128 192 256 320
FIL 2e-10 | 4e-11 | 6e-11 | 3e-10
KC le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
SC1 Te-12 | 2e-11 | 3e-11 | Te-11
SC12 le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
SCUF1 Te-12 | 2e-11 | 3e-11 | Te-11
SCUF12 le-12 | Se-12 | Be-12 | le-11
SCUV1 le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
SCUV12 le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
exponente=3 128 192 256 320
FIL de-11 | Te-11 | 2e-10 | Te-10
KC le-12 | 3e-12 | 7e-12 | le-11
SC1 le-11 | 1e-10 | 1e-10 | 2e-10
SC12 Te-12 | 6e-12 | 9e-12 | le-11
SCUF1 8e-10 | He-11 | Te-11 | 4e-10
SCUF12 Je-12 | 6e-12 | 9e-12 | le-11
SCUV1 le-12 | 3e-12 | 6e-12 | le-11
SCUV12 le-12 | 3e-12 | 7e-12 | le-11
exponente=>5 128 192 256 320
FIL Je-11 | 8e-10 | 2e-8 | le-8
KC le-12 | de-12 | Te-12 | le-11
SC1 le-11 | bHe-9 | Te-11 | 3e-10
SC12 de-11 | 1e-9 | 9e-12 | le-11
SCUF1 Je-11 | 4e-11 | 4e-10 | 4e-10
SCUF12 2e-12 | 4e-11 | Te-11 | Se-11
SCUV1 le-12 | de-12 | Te-12 | le-11
SCUV12 le-12 | 3e-12 | 7e-12 | le-11
exponente=7 128 192 256 320
FIL Se-11 | 8e-10 | He-9 | 1le-9
KC 2e-12 | 4e-12 | 8e-12 | le-11
SC1 le-8 | 1e-10 | 3e-10 | 3e-10
SC12 Je-12 | 7Te-12 | le-11 | 7e-10
SCUF1 le-12 | 4e-12 | 1le-11 | le-11
SCUF12 2e-12 | 1e-9 | 3e-11 | 1le-10
SCUV1 le-12 | 4e-12 | Be-12 | le-11
SCUV12 le-12 | 4e-12 | Be-12 | le-11

45

Tabla 1.7.6: Suma de las diferencias en valor absoluto entre los valores propios gene-
rados y los obtenidos, con distintos métodos de Jacobi y distintos tamanos de matriz,
cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En una HP Apollo

700.
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predeterminado (para programar el método se ha utilizado un orden por filas). Pero hay
algunos elementos no diagonales que no pertenecen a ninguno de los bloques cuadrados
numerados en la figura 1.8.1 (los elementos subdiagonales en bloques en la diagonal
principal). Para anular estos elementos, los bloques 1, 2, 3 y 4 de la figura 1.8.1 se
consideran de tamano 2t x 2t anadiendo a cada uno de estos bloques los dos bloques
diagonales adyacentes y el bloque simétrico (figura 1.8.2).

.
"

1

25| 28

5| 8] 2

21| 24| 18| 27

17) 20| 14) 23| 11| 26

13) 16| 10| 19, 7 | 22| 4

Figura 1.8.1: Orden par-impar por bloques.

El algoritmo procesa los bloques en el orden 1, 2, 3, 4, ..., hasta que se completa
un barrido, y realiza sucesivos barridos hasta que alcanza la convergencia.

Es posible disenar un algoritmo rico en operaciones del nivel 3 (en este caso mul-
tiplicaciones matriciales) realizando un subbarrido sobre el bloque 1, explotando la
simetria de la matriz y usando BLAS 1. Después de esto, si se acumulan las rota-
ciones sobre una matriz () de tamano 2t x 2¢, se puede actualizar la primera columna
de bloques 2t x 2t postmultiplicando () por esta columna, y esta multiplicacion de
matrices se puede realizar usando BLAS 3. El algoritmo trabaja sobre los bloques 2, 3
y 4 de manera similar (con los bloques 2 y 3 habra que hacer pre y postmultiplicaciones
por la matriz de rotaciones, y con el bloque 4 sélo premultiplicaciones).

Después de esto se lleva a cabo un movimiento de filas y columnas, de acuerdo con
el orden par-impar. Esto es un trabajo adicional pero produce como resultado que los
siguientes bloques de tamano 2¢ x 2¢ que se van a anular queden en la diagonal, con lo
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Figura 1.8.2: Bloques triangulares.

que sera posible trabajar con estos bloques del mismo modo como se habia hecho con
los bloques 1, 2, 3 y 4, aunque en este caso los elementos a anular estan en bloques de
tamano ¢t x t dentro de bloques diagonales de tamano 2t x 2t.

De este modo, si inicialmente los pares de indices son {(1,2),(3,4),(5,6),(7,8)},
tras el intercambio de indices se obtiene un nuevo conjunto de pares {(1,4), (3,6), (5,8)},
e intercambiando filas y columnas de bloques del mismo modo que se hizo con los indices
se obtiene una nueva distribucién de los bloques (figura 1.8.3). Ahora el trabajo se hace
sobre los bloques diagonales de tamano 2t x 2t que aparecen en la figura 1.8.3, pero
anulando tunicamente elementos en los bloques 5, 6 y 7, de tamano ¢ x t. Después de
esto, el algoritmo trabaja de una manera similar con el resto de los bloques hasta que
se completa un barrido.

El intercambio de filas y columnas se puede hacer eficientemente usando BLAS 1
para intercambiar y copiar partes de las filas (si la matriz A se almacena por filas)
como se muestra en las figuras 1.8.4 y 1.8.5, donde se muestran los intercambios y
las copias que se hacen tras iteraciones impares y pares. En estas figuras una flecha
+— representa un intercambio y una flecha — una copia. Parte de este movimiento
de datos puede evitarse, ya que consiste en la pre y postmultiplicacién de la matriz
actualizada A = QAQ? por una matriz de permutaciéon P, y estas multiplicaciones se
pueden reorganizar agrupando en la forma (PQ)A(Q'P?'), de modo que se puede evitar
el movimiento de datos en A y hacerlo en () que tiene casi todos sus elementos nulos,
con lo que sélo habria que mover datos en los bloques no nulos de @) (bloques en la
diagonal principal de bloques).
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Figura 1.8.3: Trabajo sobre bloques cuadrados.

Figura 1.8.4: Movimiento de bloques. Paso impar.
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Figura 1.8.5: Movimiento de bloques. Paso par.

1.8.2 Demostracién de la convergencia

La convergencia del método se puede demostrar facilmente utilizando algunos de los
resultados que aparecen en [75, 87].

Para hacer la demostracion necesitaremos de algunas definiciones y resultados de
dichos articulos.

Definicién 1.8.1 Ordenes equivalentes. Sean Oy y Oy dos drdenes ciclicos, con Ty y
T productos de transformaciones de la forma T;; que representan un barrido del método
de Jacobi con dichos ordenes. Se dice que Oy y Oy son equivalentes st Ty se puede
transformar en Ty por un conjunto de transposiciones de pares de transformaciones Ty;
que conmulen.

Definicién 1.8.2 Método de Jacobi por bloques. Se obtiene un método de Jacobi por
bloques si se considera la matriz A como una matriz b x b con b* blogues cada uno de
tamano d x d, y un par de indices (1,7) identifica un bloque no diagonal A;; al que se
asocia la submatriz

A A
P = v 1.8.1
( Aji Ajj ) (1L81)
y se resuelve el subproblema en P por medio de un barrido de rotaciones de Jacobt en

alguno o todos los elementos de la matriz P y se acumulan las rotaciones obteniendo
una “matriz de rotaciones” que se aplica a las filas y columna de bloques 1 y j.

Definicién 1.8.3 Orden Antidiagonal. Un orden antidiagonal es aquel en que una
rotacion (i,7) con 1 <1 < j <n va sequida por
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(i+1,7—1) sij—i>?2

(1,7 + /) s j—i<2 i+j<n . (1.8.2)
(i+j4+1—nmn) sijg—i1<2, n<i4+j<2n-1

(1,2) sij=nyi=n-—1

Definicién 1.8.4 Orden ciclico frontal. Si en un orden ciclico O de los pares
{(i,7), 1 <i <y <n} llamamos I(i,7) el indice en que aparece (i,7), diremos que O
es un orden ciclico frontal si se cumple

1§ —1) < 1) < 1+ 1,) (153
para todo 1 <1< 5 < n.

Proposicién 1.8.1 [75].
Los ordenes par-impar y por antidiagonales son equivalentes.

Proposicién 1.8.2 [87].
Un orden de Jacobt ciclico es equivalente al orden ciclico por filas si y solo si es
un orden ciclico frontal.

Proposicién 1.8.3 [87].

Sean My y My dos métodos de Jacobi por blogues que usan los ordenes Oy y Oy
para elegir los subproblemas. El orden usado en los subproblemas y la forma en que la
matriz es dividida en subbloques son los mismos en los dos métodos. St My converge y
O1 es equivalente a Oy, entonces My converge.

Proposicién 1.8.4 El método de Jacobi por blogues aqui propuesto converge.

Demostracién

Para demostrar la convergencia de nuestro método por bloques es suficiente con de-
terminar unos métodos My y M, con ordenes Oy y O, a los que se les pueda aplicar la
proposicion 1.8.3 siendo M; nuestro método por bloques.

El método por bloques que explicamos en la subseccion anterior, y que conside-
raremos que es el método M; de la proposicion, es un método por bloques segun la
definicién 1.8.2, en el que se divide la matriz A de tamano n x n en subbloques cua-
drados de tamano t x t, y se trabaja dentro de cada subbloque anulando los elementos
por un orden ciclico por filas (en algunos bloques se anulan todos los elementos no
diagonales y en otros se anula una parte de esos elementos no diagonales). El orden
que se usa para generar los subproblemas es el par-impar, por tanto, en la proposicion
1.8.3 Oq sera el orden par-impar.
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Consideraremos O, la ordenacién por antidiagonales y My el método por bloques
obtenido generando los subproblemas con el orden O3 y anulando los elementos en los
subproblemas asociados a cada bloque de la misma forma que se hace en M;.

El método ciclico My converge pues es frontal, y Oy es equivalente a O,. Por tanto,
y como consecuencia de la proposicion 1.8.3, M; converge.

1.8.3 Costes tedricos

Para estudiar el coste del algoritmo sélo consideraremos el numero de flops, aunque
habra un tiempo adicional debido al movimiento de datos.
Como se ve en la figura 1.8.1, el nimero de bloques de tamano t x ¢ (¢ =

3 (?2— ) _ 4 (92— DA (1.8.4)

Los primeros I bloques son bloques triangulares de tamano 2¢ x 2¢, con lo que

%) es

se necesitan 3(2¢)? flops para realizar un barrido sobre un bloque y 3(2¢)* flops para
acumular las rotaciones, con lo que se obtienen 6(2¢)* flops.

En el resto de los bloques sélo se anulan #? elementos, con lo que se necesitan 24¢>
flops por bloque.

De este modo, el nimero total de flops necesarios para llevar a cabo un barrido
sobre todos los bloques es:

2

Le(2t)® + (% - q) UL = 1202 flops . (1.8.5)

[N]

Los dos valores extremos de ¢ son 1y 7, con lo que los valores extremos en (1.8.5)
son 12n? y 6n?, pero se obtienen tiempos de ejecucién éptimos con valores moderados
de t (tal como veremos en los resultados experimentales).

En el algoritmo se realizan también actualizaciones de filas y columnas de bloques.
Después de un barrido sobre un bloque de tamano 2t x 2t, se actualizan matrices de
tamanos 2t X (n — 2t — 1) y 1 X 2t (donde 7 toma los valores 0, ¢, 2t,..., n—2t), y estas
actualizaciones se realizan pre y postmultiplicando por matrices de tamano 2t x 2¢, con
lo que se necesitan 2(2t)* (n — 2t) = 8t (n — 2t) flops. Como la cantidad de bloques

-1 L .
txtes ﬂqQ—l, el coste de actualizacion de la matriz es:

q(q—1)
9

De esta manera, sumando las férmulas (1.8.5) y (1.8.6) se obtiene el coste del

8t* (n — 2t) = 4n® — 120t + 8nt*> flops. (1.8.6)

algoritmo (si ¢ es pequeno), pero es importante observar que la férmula (1.8.5) estd
afectada por un coeficiente correspondiente al nivel 1, y la (1.8.6) por un coeficiente
correspondiente al nivel 3. Asi, se obtiene un coste de 4n® flops, pero este coste es
obtenido con operaciones de nivel 3, y es posible que se obtenga una reduccién en el
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tiempo de ejecucién con respecto al obtenido con una version del método de Jacobi
que use operaciones de nivel 1. La mejora obtenida depende de las implementaciones
de BLAS 1 y BLAS 3 disponibles en la maquina donde se ejecute el programa pero, si
t es pequena en comparaciéon con n (como se deduce de los resultados experimentales),
el cociente entre los tiempos de ejecucion usando BLAS 1 y BLAS 3 sera

3kq

4k
donde ky y ks son constantes que afectan al coste en flops cuando se usa BLAS 1 y
BLAS 3, respectivamente, y que dependen también de la maquina.

(1.8.7)

1.8.4 Calculo de vectores propios

Para calcular los vectores propios es necesario acumular las transformaciones orto-
gonales, y esto se puede hacer usando multiplicaciones matriciales. Después de un
subbarrido sobre un bloque de tamano 2t x 2¢, es necesario multiplicar la matriz 2t x 2t
donde se han acumulado las transformaciones y las filas correspondientes de la matriz
() donde se obtendran los vectores propios. Para hacer esto eficientemente es necesario
un movimiento de filas en () después de cada paso de la ordenacién, y este movimiento
se hace para agrupar bloques que van a ser tratados juntos en el siguiente paso. Igual
que en el calculo de los valores propios, este movimiento se hace permutando filas en
la matriz 2t x 2t donde se acumularon las rotaciones antes de multiplicar la matriz por
Q.

El coste de actualizar () en cada iteracién es 2(2t)?n = 8t*n, y son necesarios

g(g—1)

2

pasos por barrido. Con lo que el coste por barrido de actualizar ) es:

4n® —4n*t  flops . (1.8.8)

Por tanto, el coste por barrido cuando se computan los valores y los vectores propios
es:

8kan® + (12k; — 16ks)n’t + 8kznt®  flops (1.8.9)

y en este caso se obtiene el mismo cociente (1.8.7) que se obtenia en el calculo de los
valores propios.

1.8.5 Resultados experimentales

Los resultados que presentamos aqui se han obtenido en un procesador 1860. Las
matrices han sido generadas aleatoriamente con elementos entre -10 y 10, y los pro-
gramas se han hecho en C usando doble precision. El numero de barridos necesarios
para alcanzar la convergencia es similar al obtenido con otros métodos ciclicos, y es
aproximadamente logy n, por tanto, sélo estudiaremos tiempos por barrido.
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En la tabla 1.8.1 se muestran los tiempos de ejecucion por barrido en segundos,
cuando sélo se calculan los valores propios. Los tiempos que se muestran son los
obtenidos con el algoritmo que usa BLAS 1 y con el que usa BLLAS 3 con distintos
tamanos de bloque. En la tabla se marcan los valores éptimos obtenidos. El valor
optimo del tamano de los bloques aumenta al aumentar el tamano de la matriz, y con
las matrices usadas se situa entre 16 y 32.

tamano Bl | B3.4| B3.8|B3.16 | B3.32 | B3. 64
128 1.14 1.27 0.92 0.89 1.10

256 9.25 8.86 5.73 4.92 5.48 7.64
384 35.36 | 28.77 | 17.44 | 14.18 15.10 | 21.12
512 88.54 | 68.09 | 40.11 | 30.83 31.81 | 43.62
640 179.20 | 128.87 | 74.65 | 57.21 57.72 | 76.37
768 306.29 | 220.16 | 126.73 | 94.15 | 92.30 | 117.47
896 505.91 | 344.50 | 196.94 | 146.41 | 141.28 | 175.10
1024 738.13 | 510.51 | 291.65 | 211.12 | 207.18 | 244.39
1152 1128.88 | 718.58 | 407.78 | 298.87 | 279.90 | 332.86

Tabla 1.8.1: Tiempo de ejecucion por barrido en segundos de los algoritmos que usan
BLAS 1 y BLAS 3 con diferentes tamanos de bloque, en un procesador 1860, cuando
se calculan unicamente los valores propios.

La tabla 1.8.2 muestra los tiempos por barrido cuando se computan los valores
y los vectores propios. Sélo se muestran tiempos obtenidos con el algoritmo que usa
BLAS 3, y se marcan los valores éptimos obtenidos.

tamano | B3.4 | B3.8 | B3.16 | B3. 32 | B3. 64
128 2.08 1.33 1.15 1.27

256 17.47 9.87 7.56 7.38 9.06
384 59.40 | 32.05 | 23.59 | 21.96 | 26.53
512 143.53 | 75.88 | 53.57 | 48.23 | 57.15
640 144.92 | 102.84 | 91.48 | 104.01

Tabla 1.8.2: Tiempo de ejecucién por barrido en segundos del algoritmo que usa BLAS
3 con diferentes tamanos de bloque, en un procesador 1860, cuando se calculan los
valores y los vectores propios.

En este caso, el valor 6ptimo de ¢ aumenta mas rapidamente que cuando sélo
se calculan los valores propios, y esto es debido a que la cantidad de computacién
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es mayor cuando se calculan los valores y los vectores propios, con lo que es posible
obtener mayores prestaciones usando BLAS 3.

La tabla 1.8.3 muestra el cociente entre los tiempos de ejecucién que se obtienen
usando BLAS 3 con tamano 6ptimo de bloque y usando BLAS 1, cuando sélo se calculan

los valores propios. Este cociente tiende a i cuando aumenta el tamano de la matriz.

tamano | 128 | 256 | 384 | 512 | 640 | 768 | 896 | 1024 | 1152
cociente | 0.78 1 0.53 | 0.40 | 0.34 | 0.31 | 0.30 | 0.27 | 0.28 | 0.24

Tabla 1.8.3: Cociente entre los tiempos de ejecucién usando BLAS 3 y BLAS 1, en un
procesador 1860, cuando se calculan los valores propios.

La tabla 1.8.4 muestra los Mflops que se obtienen con el algoritmo que usa BLAS 3
con tamano de bloque 6ptimo, y cuando se calculan valores propios y valores y vectores
propios. Se puede observar en esta tabla que se obtienen mejores prestaciones cuando
se calculan los valores y los vectores propios, debido a un mayor coste aritmético en
este ultimo caso.

tamano 128 256 384 512 640 768 896 | 1024 | 1152
valores 9.42 | 13.64 | 15.97 | 17.41 | 18.32 | 19.63 | 20.36 | 20.73 | 21.84
val-vec | 14.58 | 18.18 | 20.62 | 22.26 | 22.92

Tabla 1.8.4: Mflops obtenidos usando BLLAS 3 con tamano de bloque éptimo, en un
procesador 1860.

Finalmente, decir que se han realizado otros experimentos intentando mejorar los
resultados obtenidos con este algoritmo, pero estos experimentos no han tenido éxito:

1. Cuando se trabaja siempre con bloques de tamano 2t x 2t (haciendo cada sub-
barrido sobre estos bloques como un barrido completo y no como un barrido
sobre los subbloques de tamario ¢ x t). En algunos casos, con tamano pequefio
de las matrices, se ha obtenido una reduccién de 1 6 2 barridos, pero el tiempo
de ejecucion total ha sido peor que con el algoritmo presentado.

2. Cuando se aumenta el niumero de barridos que se hace sobre cada bloque en los
barridos iniciales, también se obtiene una pequena reduccién en el numero de
barridos en algunos casos cuando la matriz es pequena, pero se sigue teniendo un
peor tiempo de ejecucion.
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1.8.6 Problemas con distintas condiciones

Al igual que hicimos con los métodos que no trabajan por bloques, podria ser intere-
sante analizar el comportamiento de este método por bloques con distintas condiciones
del problema, por lo que se han realizado el mismo tipo de experimentos que se realizé
con los algoritmos que no trabajan por bloques y se han obtenido resultados similares:

e El numero de barridos necesarios para la convergencia aumenta al aumentar la
proximidad de los valores propios, y este aumento en el numero de barridos es
similar al que se obtenia con el método ciclico por filas.

e La precisién que se obtiene es similar a la que se obtenia con los métodos que no
trabajan por bloques.

En las tablas 1.8.5 y 1.8.6 se muestran, respectivamente, en nimero de barridos
para alcanzar la convergencia y la suma de los valores absolutos de la diferencia entre
los valores propios generados y los obtenidos cuando se generan las matrices como se
explicé en la seccién anterior. Los resultados han sido obtenidos en un procesador i860.

128 | 256 | 384
exponente=1 7 8 9
exponente=3 | 11| 13| 14
exponente=5 | 13| 17| 18
exponente=7 | 14| 19| 20

Tabla 1.8.5: Numero de barridos necesarios para la convergencia con el método por
bloques con tamano de bloque éptimo para matrices con valores propios cercanos, en
un procesador i1860.

128 256 384
exponente=1 | 6e-12 | 2e-11 | le-10
exponente=3 | 7e-12 | 3e-11 | 9e-11
exponente=5 | He-11 | le-10 | 2e-9
exponente=7 | 5e-11 | le-10 | 7e-10

Tabla 1.8.6: Suma de los valores absolutos de la diferencia entre los valores propios
generados y los calculados con el método por bloques con tamano de bloque 6ptimo
para matrices con valores propios cercanos, en un procesador i860.
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1.8.7 Combinacién con el método semiclasico

Las ideas del método semiclasico y del trabajo por bloques usando BLAS 3 son total-
mente contrapuestas pues en un caso se acelera la convergencia trabajando elemento
a elemento y en otro se reduce el tiempo de ejecucion trabajando por bloques de ele-
mentos. De cualquier modo, hemos intentado combinar estas dos ideas de manera que
el trabajo se siga haciendo por bloques con el mismo esquema que hemos estudiado,
pero el orden en que se anulen los elementos dentro de cada bloque se determine rea-
lizando una semiordenacién de los datos en el bloque. El trabajo sobre cada bloque
se puede realizar con distintos valores de DIV ISTION vy realizando una cantidad de-
terminada de subbarridos (S B) sobre cada bloque antes de realizar los intercambios de
bloque. De este modo, si por ejemplo DIVISION = 2y SB = 4 sobre cada bloque
se hard el doble de anulaciones que se hacia en el algoritmo por bloques previamente
estudiado. Valores de DIVISTON altos deberian contribuir a una mayor aceleracién
de la convergencia aunque a costa de unos tiempos adicionales por la semiordenaciéon
de los elementos (tal como pasaba en el método semiclasico), y valores de SB altos
contribuiran a un mayor aprovechamiento del uso de los bloques pues se realizaran mas
anulaciones antes de realizar los intercambios de bloques, pero haran que se postponga
el trabajo sobre los bloques que no estan siendo tratados y por tanto la anulacion de
los mayores elementos en valor absoluto en esos bloques, haciendo que se ralentice la
convergencia necesitando de mas barridos para alcanzarla.

Hemos realizado experimentos con distintos valores de DIVISION y SB y estos
experimentos confirman las ideas que hemos expuesto. Los mejores resultados se han
obtenido con DIVISION =1y SB =1. En la tabla 1.8.7 se muestran los resultados
obtenidos en un i860. Aparecen los tiempos en segundos y los barridos necesarios
para la convergencia usando el método por bloques (BLAS 3) y el método hibrido
(BLAS 3.sem) cuando se calculan los valores propios y con tamafo de bloque 16 y 32.
Se observa que en algunos casos se consigue una pequena reduccién en el tiempo de
ejecucion usando el método hibrido y que esta reduccion es debida al ahorro de un
barrido para alcanzar la convergencia.

1.9 Conclusiones

Hemos estudiado los métodos de Jacobi para resolver el Problema de Valores Propios
Simétrico en Monoprocesadores. Se ha hecho un resumen de los diferentes métodos y
se han analizado algunas ideas para la obtencién de métodos eficientes. Algunas de las
ideas son ampliamente conocidas y otras tienen algo de nuevo o son aplicaciones a este
problema de ideas que se han aplicado con éxito a otros problemas.

En concreto, se han utilizado como métodos para reducir el tiempo de ejecucion,
las siguientes técnicas:

1. Uso de umbrales. Esta técnica es bien conocida y puede llegar a producir una
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método BLAS 3 BLAS 3.sem
bloque 16 32 16 32
barridos | tiempo | barridos | tiempo || barridos | tiempo | barridos | tiempo
128 9 7.70 10 10.31 9 8.18 9 9.10
256 10 49.06 10 53.59 9| 46.62 9 50.65
384 10 | 144.43 11 ] 162.20 10 | 148.35 10 | 156.51
512 11| 346.78 11 | 344.42 10 | 325.77 10 | 329.23
640 11| 628.29 10 | 604.41 10 | 601.55
768 11 | 1012.94 10 | 999.24 10 | 956.28

Tabla 1.8.7: Combinacion del método por bloques y el semiclasico. Tiempos en segun-

dos y nimero de barridos obtenidos en un i860.

reduccién de un 33% en el tiempo de ejecucién, aunque el porcentaje de reduccion
depende de la maquina en que se ejecute el programa. Una buena técnica es la
de usar el umbral variable propuesto por Kahan y Corneil [82].

. Uso de BLAS 1. Consiste en utilizar rutinas optimizadas de nivel 1, lo que se
puede hacer facilmente con la rutina drot de BLAS 1 [37]. Utilizando este tipo
de rutinas se obtiene una reduccién de alrededor del 33%, y se deja parte del
trabajo de obtener algoritmos eficientes a la implementacion de estas rutinas.

. Método semiclasico. Es un nuevo método [23, 50] aunque se han aplicado
ideas semejantes en otros casos [69, 84]. La reduccién obtenida en el tiempo de
ejecucion depende ampliamente de la maquina y de las opciones de compilacién.
En los experimentos realizados se llega a obtener unas reducciones de entre el

30% vy el 40%.

. Uso de BLAS 3. Consiste en utilizar rutinas optimizadas de nivel 3. En este
caso no es tan sencilla la utilizacion de estas rutinas como en el caso de BLAS
1, sino que hay que redisenar el algoritmo para obtener un esquema por bloques
que dé lugar a un método rico en operaciones del tipo matriz-matriz [51]. Hemos
visto cémo hacer esto realizando las operaciones de nivel 3 (multiplicaciones de
matrices) con BLAS 3, con lo que se obtiene una reducciéon en el tiempo de
ejecucion de hasta el 75% y los algoritmos que se obtienen de esta manera son
muy portables al dejarse el trabajo de obtener una buena eficiencia en las rutinas

de BLAS 3.

Algunas de estas técnicas se pueden combinar para obtener mejores prestaciones.
De este modo se puede combinar el uso de BLAS 1 con el de umbrales o con el

método semicldasico.
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Sin embargo, la combinacién del uso de umbrales con el método semiclasico no
esta tan clara, y puede dar buenos resultados o no dependiendo de la maquina. En
el caso de una HP Apollo 700 los resultados experimentales muestran que los mejores
resultados en la combinacién de estas dos técnicas se obtienen usando umbral variable,
pero que los resultados que se obtienen son similares a los obtenidos usando unicamente
umbral. En un i860 los mejores resultados se obtienen utilizando umbral fijo con el
método semiclasico.

El mejor método es el de disenar un algoritmo rico en operaciones de nivel 3
y utilizar BLAS 3. Este método da buenos resultados en Monoprocesadores y puede
darlos también en Multiprocesadores con Memoria Compartida siempre que se disponga
del BLAS 3 optimizado para esa maquina (en el capitulo 3 se vera como hacerlo). Ideas
similares se pueden utilizar para disenar algoritmos en Multiprocesadores con Memoria
Distribuida (en el capitulo 6 se estudiard un algoritmo por bloques en una malla de
procesadores).

La combinacion del método por bloques con las técnicas de umbralizacion y con
el método semiclasico no parece que llegue a dar buenos resultados, aunque hemos
mostrado que un método hibrido usando BLAS 3 y el método semiclasico puede reducir
en algunos casos muy ligeramente el tiempo de ejecucion que se obtiene usando sélo

BLAS 3.
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Capitulo 2

ARQUITECTURAS PARALELAS

En este capitulo presentamos una panoramica general de los sistemas Multiprocesa-
dores con los que vamos a trabajar en el resto de la tesis. Nuestro objetivo principal
es obtener algoritmos paralelos eficientes para la resolucion del Problema Simétrico de
Valores Propios de matrices densas de tamano elevado. Para conseguir este objetivo,
utilizaremos Multiprocesadores con Memoria Compartida (Multiprocesadores) y con
Memoria Distribuida (Multicomputadores). Intentaremos también disenar algoritmos
que sean validos para Maquinas Masivamente Paralelas, ya que ésta es una de las ten-
dencias actuales en el campo del Procesamiento Paralelo. Se analizaran estos sistemas
de una manera general y se describiran los equipos con los que se ha trabajado. En el
caso de Multicomputadores analizaremos las distintas topologias que se han usado en
el diseno de los algoritmos que se estudian (anillo, hipercubo y malla), detallando los
procedimientos de comunicacion de datos que se han usado en los algoritmos imple-
mentados.

En la primera seccion se analizan las caracteristicas generales de los sistemas
Multiprocesadores tanto con Memoria Compartida como Distribuida asi como de las
maquinas comerciales utilizadas para obtener resultados experimentales de los algorit-
mos disenados.

En la segunda seccién se estudian las caracteristicas generales de las comunicaciones
en los sistemas Multicomputadores que se han usado, y las primitivas de comunicacion
utilizadas en los algoritmos disenados para estos sistemas.

2.1 Multiprocesadores

2.1.1 Memoria Compartida
Caracteristicas generales

Las caracteristicas principales de los sistemas de Memoria Compartida son [63, 66, 70]:

35
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1. Todos los procesadores comparten una memoriaglobal y cada uno de ellos dispone
de una memorialocal de menor dimension. Por este motivo, los sistemas se llaman
fuertemente acoplados.

2. Los procesadores comparten los datos y la comunicacion entre ellos se realiza por
medio de esta memoria global.

3. El acceso a esta memoria se realiza por medio de un bus comun, una red crossbar
o una red multietapa.

4. Son sistemas del tipo MIMD y adecuados para paralelismo de grano grueso.

5. Suelen tener procesadores vectoriales, con lo que se puede obtener paralelismo a
dos niveles: de forma global dividiendo el trabajo entre los procesadores, y en
cada procesador utilizando procesamiento vectorial.

Por tanto, las ideas generales a tener en cuenta a la hora de desarrollar algoritmos
paralelos para estos sistemas seran:

1. Divisién del trabajo de forma global, evitando los conflictos de acceso a memoria
y propiciando la reusabilidad de los datos por los procesadores.

2. Organizacion del trabajo en cada procesador para aprovechar al maximo el pro-
cesamiento vectorial.

3. El uso de nucleos computacionales del mayor nivel posible, lo que hara que los
programas sean mas eficientes y portables. Esto producird la necesidad de re-
disenar los algoritmos para obtener el mayor provecho de dichos nicleos.

Equipos comerciales

El equipo de Memoria Compartida que se ha usado es un Alliant FX/80 [104]. Este
es un Multiprocesador tipico de Memoria Compartida por lo que tiene todas las carac-
teristicas enumeradas usando una arquitectura de bus. Consta de 8 procesadores con
capacidad vectorial y el compilador usado tiene opciones de compilacién para paraleli-
zar y/o vectorizar los programas. Se pueden utilizar también nicleos computacionales

como BLAS [105].

2.1.2 Memoria Distribuida
Caracteristicas generales

Las caracteristicas principales de los sistemas de Memoria Distribuida son [63, 66, 70]:
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1. El sistema estd formado por varios procesadores cada uno con una memoria local.
Por este motivo, los sistemas se llaman débilmente acoplados.

2. Los procesadores comparten los datos por medio de paso de mensajes. Para
estudiar el tiempo de las comunicaciones en estos sistemas se consideran dos
parametros: el tiempo de inicio de la comunicacién (start-up time) que desig-
naremos por (3, y el tiempo de transmision de un dato (sending word time) que
designaremos por 7. El coste de enviar NV datos desde un procesador a otro vecino

serd 3+ 7N.

3. La comunicacion entre los distintos procesadores se hace utilizando una red de in-
terconexion por la que circulan los mensajes. Esta red de interconexiéon determina
la topologia del sistema.

4. Son sistemas del tipo MIMD y adecuados para paralelismo de grano grueso.

5. Para obtener paralelismo sera necesario determinar el esquema de divisién del
trabajo entre los procesadores y el tiempo de comunicacion que conlleva esa
division.

Equipos comerciales

Los sistemas de Memoria Distribuida que se han usado para obtener los resultados
experimentales que se muestran en este trabajo son:

1. Un Supernodo PARSYS SN-1040 basado en Transputers T800 en el que se pueden

usar hasta 16 procesadores.
2. Un Intel iPSC/2 con 4 procesadores.
3. Dos Intel iPSC/860, uno con 8 procesadores y otro con 32.

4. Un Intel Touchstone DELTA con 512 procesadores.

De estos sistemas describimos a continuacién las caracteristicas principales:

Supernodo

Un Supernodo es un Multicomputador basado en Transputers [106]. El que hemos
usado para obtener resultados experimentales de las implementaciones de los algorit-
mos que aqui se presentan es un PARSYS SN-1040 con 23 Transputers T800. En los
experimentos realizados se han utilizado hasta 18 Transputers, uno como HOST, 16
como nodos, con 4 Mb de memoria RAM cada uno, y un Transputer auxiliar que ha
sido usado de puente entre dos nodos del sistema para trabajar en un hipercubo de
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dimension 4. Cada Transputer tiene cuatro enlaces por los que se puede realizar comu-

nicaciones, conectados a una red crossbar (Backplane Switch) con la que se implementa

la topologia de la red de interconnexiéon. Ademas hay otra red crossbar (C004 Switch)

que permite la comunicacién con el mundo exterior a través de un PC (figura 2.1.1).
Un estudio de las prestaciones del Supernodo se puede encontrar en [2].

HOST

C004 Switch

Backplane Switch

Figura 2.1.1: Arquitectura de un Supernodo.

Por medio del Backplane Switch se pueden configurar distintas topologias. Fn la
figura 2.1.2 se tiene un hipercubo de dimensién 3.

En cada procesador se pueden declarar varios procesos que trabajarian compar-
tiendo el tiempo de ejecucion y enviando mensajes utilizando enlaces l6gicos. Los en-
laces 16gicos y las conexiones entre enlaces fisicos que quedan libres se hacen utilizando
un lenguaje especial para ese fin [110].

Trabajando en OCCAM [?] la declaraciéon de distintos procesos se hace de forma
natural y es posible hacer transferencias y recepciones de datos al mismo tiempo, pero
hemos trabajado con 3L, C [110] y considerado que las comunicaciones son simples (es
decir, consideraremos que cada procesador, en un momento dado, puede enviar o recibir
datos, pero no las dos cosas a la vez, y que esta recepcién o envio se realiza por un tnico
canal). Se podria haber asociado a cada procesador, aparte del proceso que realiza el
trabajo aritmético, otros procesos para recepcion y envio de mensajes, con lo que las
comunicaciones no serian simples pero habria mas procesos compartiendo el tiempo
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Figura 2.1.2: Hipercubo de dimension 3 en un Supernodo.

de ejecucién y necesitariamos sincronizacion en cada procesador entre el proceso que
realiza el trabajo aritmético y los procesos auxiliares.

Intel iPSC/2

Un iPSC/2 [108] tiene topologia de hipercubo y puede constar de hasta 128 pro-
cesadores 80386, cada uno con una memoria local de 1, 4, 8 6 16 Mb, un coprocesador
numérico 80387 que puede ser sustituido por un procesador SX para acelerar la arit-
mética en coma flotante, y se puede anadir un procesador vectorial VX (en este caso
la méxima memoria permitida es de 8 Mb). Ademads, en cada procesador hay un DCM
(Direct-Connect Module) encargado de llevar a cabo las comunicaciones, y que posi-
bilita el ver el sistema como completamente conectado, pues al encargarse este DCM
de las comunicaciones no se necesita "store and forward” para transmitir los mensajes.
De este modo, se pueden ejecutar los algoritmos para cualquier topologia en un iPSC/2
sin tener en cuenta que éste tiene topologia de hipercubo, aunque el olvidarnos de esta
caracteristica reducird un poco las prestaciones de los programas.

Un System Resource Manager (SRM) sirve como interface entre el usuario y los
nodos. En él se ejecutan los comandos que manejan el sistema: reserva de cubos, carga
de programas en los procesadores reservados, liberacién del cubo, etc...

Va acompanado por compiladores de C y FORTRAN con algunas funciones para
paso de mensajes. El lenguaje que se ha usado para implementar los algoritmos ha
sido C [107].

El iPSC/2 que se ha utilizado consta de cuatro nodos, cada uno con 8 Mb de
memoria y un procesador escalar, y un HOST que es un PC.

Un estudio de las prestaciones del iPSC/2 se puede encontrar en [18].

Intel iPSC/860

Un iPSC/860 [109], al igual que el iPSC/2, tiene topologia de hipercubo de di-
mension hasta 7. En este caso el procesador de cada uno de los nodos es un i860.
Cada nodo tiene una memoria local que puede variar en tamano. También tiene un
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DCM que se encarga de las comunicaciones pudiendo tratarse por tanto el sistema
como completamente conectado.

También en este caso un SRM realiza las mismas funciones que en el iPSC/2, y
se dispone de compiladores C y FORTRAN con las mismas caracteristicas que en el
iPSC/2 [109].

Se han utilizado dos iPSC/860, uno con 8 nodos y otro con 32, el primero con 16
Mb de memoria local en cada nodo y el segundo con 8 Mb, y en ambos casos el HOST
es una estacion SUN.

Estudios de las prestaciones de esta méaquina se pueden encontrar en [40, 56, 62].
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Intel Touchstone DELTA

En el Touchstone Delta [111] cada nodo tiene un procesador i860 (como el
iPSC/860), pero el sistema esta organizado como una malla de 16 por 32 procesa-
dores. Cada procesador tiene asociado un MRC (Mesh Routing Chip) con lo que el
sistema se puede ver también en este caso como completamente conectado. Los MRC
se encargan de las comunicaciones enviando los datos primero en la fila de procesadores
y una vez que se ha llegado a la columna destino moviendo los datos en esta columna.

También en este caso un SRM realiza las mismas funciones que en los iPSC, y se
dispone de compiladores C y FORTRAN con las mismas caracteristicas que en estos
sistemas.

La potencia aritmética de un iPSC/860 y el Touchstone Delta es la misma, pero
con el Touchstone Delta se pueden obtener mejores prestaciones debido a la mejora en
las comunicaciones [62].

2.2 Comunicaciones en Multicomputadores

En esta seccién estudiaremos los procedimientos béasicos de comunicacién que utiliza-
mos en los algoritmos disenados para Multicomputadores.

Las caracteristicas principales de los procedimientos de comunicacién que aqui se
muestran y de su utilizacién en los programas realizados son las siguientes:

o Consideraremos que en cada procesador se ejecuta el mismo programa y que
cada procesador tiene un identificador con lo que se podra decidir, testeando el
identificador del procesador, que diferentes procesadores ejecuten partes distintas
del programa.

e En los programas, cuando se va a realizar una comunicacion se realiza una llamada
a una funcion de comunicacion del tipo de las que estudiaremos en esta seccion.
Al trabajar los procesadores de forma asincrona las llamadas a estas funciones
de comunicacion no las hacen todos los procesadores al mismo tiempo, e incluso
puede que no todos los procesadores se vean envueltos en esa comunicacion.

o Los procesadores comparten datos por medio de envio y recepcion de mensajes.
En los algoritmos que estudiaremos una peticién de recepcion de mensaje se
mostrara con "recibir”, y el envio de un mensaje se mostrara con "enviar”. Estas
primitivas ("recibir” y "enviar”) tienen sus equivalentes en los sistemas utilizados,
que son chan_in_message y chan_out_message en el PARSYS SN-1040 y crecv y
csend en los iPSC y el Touchstone Delta.

e Cuando se realiza un envio se especifica el procesador al que se envia. En el
PARSYS SN-1040 esto se realiza con un parametro de chan_out_message que es
el canal por el que se realiza la comunicacién, y un canal une dos procesadores. En
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los demas Multicomputadores utilizados se especifica en csend el identificador del
procesador destino. Después de que un procesador realice un envio el procesador
puede seguir trabajando o esperar a que el procesador destino reciba los datos.
En el PARSYS SN-1040 se espera a que los datos se reciban pero en los demas
casos el procesador que envia puede seguir trabajando debido a que el DCM o
el MRC se encargan de gestionar las comunicaciones. En los procedimientos que
aqui estudiaremos suponemos que la comunicacién es sincrona y que se realiza
cuando el procesador origen y destino estan preparados.

Cuando se realiza una recepciéon se puede especificar o no cual es el procesador
origen. En en PARSYS SN-1040 se especifica el procesador origen al ser un
parametro de chan_in_message el canal por el que se realiza la comunicacion.
En los demés sistemas no se especifica el origen como un parametro de crecv,
pero se puede utilizar un parametro de crecv que indica el tipo de comunicacion
para decir entre que dos procesadores se esta realizando. En algunos casos no es
necesario conocer el origen de la comunicacién, pero en la mayoria de los casos
si, por lo que consideraremos que en una recepcion se especifica el procesador
origen.

Cuando un procesador realiza una peticion de recepcién no continta hasta que
no ha recibido los datos que solicita. Esto se puede evitar en los iPSC y el
Touchstone Delta utilizando procedimientos de comunicacién asincrona (isend e
irecv), pero incluso si se realiza una recepcién asincrona, en los algoritmos que
hemos implementado, cuando llega el momento de utilizar los datos que se han
solicitado en dicha comunicacion hay que esperar su recepcién (por medio de
una funcién como msgwait), por lo que supondremos que las comunicaciones son
sincronas.

En todos los procedimientos de comunicacion que estudiaremos cada procesador
conocera el procesador o procesadores origen de la comunicacién y los destinos,
pues estos datos dependeran de por donde vaya ejecutandose el programa. De
este modo, cada procesador determina por medio de su identificador el trabajo
que tiene que realizar en la funcién de comunicacion.

Una comunicacion supondremos que se realiza entre dos procesadores adyacentes
segun la topologia que tengamos. En el PARSYS SN-1040 habra que utilizar
la topologia determinada por los canales (fisicos o légicos) del sistema, y en los
demas casos se trata de una topologia logica pues, aunque la topologia fisica
del sistema sea de hipercubo o malla, en estos casos al ser posible la comunica-
cion directa entre cualesquiera dos procesadores se puede considerar una red de
interconexion completa.
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e Aunque en algunos sistemas un procesador puede enviar y /o recibir por varios en-
laces a la vez y estos envios y/o recepciones se pueden realizar en los dos sentidos
del canal (MLA: Multiple Link Assumption), en nuestro caso supondremos que
en un momento dado un procesador sélo puede enviar o recibir y que la comu-
nicacién se hace por un solo enlace, y que por un enlace dado en un momento
determinado los datos circulan en una inica direcciéon (SLA: Single Link Assump-
tion). Esto harda que los tiempos tedricos de comunicacién que se obtengan sean
cotas superiores de los que se obtendrian teniendo en cuenta las caracteristicas
del sistema. De cualquier modo, esto no es muy importante en los algoritmos
implementados pues para poder obtener buenas prestaciones es necesario que el
tiempo aritmético sea de mayor orden que el de comunicaciones y el considerar
SLA o MLA no modifica el orden de las comunicaciones en los procedimientos de
comunicacion disenados.

Estudiaremos los procedimientos béasicos de comunicacion que utilizamos en los
algoritmos y que son:

1. En anillo e hipercubo:

e difusion simple (envio de un mismo dato desde un procesador a todos los
demds),

e acumulacién simple (dual de la difusién simple y que consiste en recibir en
un dnico nodo informacién de todos los demas),

e difusion multiple (consiste en una difusién simple desde cada uno de los
nodos del sistema),

e y comunicacion entre procesadores adyacentes en un anillo (en el caso del
hipercubo, de un anillo inmerso en el hipercubo).

2. En malla:

e difusion simple desde el procesador Py (nos referiremos al procesador en la
fila 7, columna j, como P;;, y numeraremos las filas y columnas empezando
por 0) a todos los demas procesadores en el sistema,

e acumulacion simple de todos los procesadores sobre el procesador Py,

o difusion desde los procesadores en la diagonal o en la antidiagonal principal
del sistema (P; o P;y_1_;, coni =0,1,....r — 1 y r* = p siendo p el nimero
de procesadores en el sistema) a los demas procesadores en la misma fila y

columna de procesadores (la llamaremos difusién multiple restringida),

e y comunicacion entre procesadores adyacentes en el array lineal formado por
cada fila o columna de procesadores.
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Con los algoritmos bésicos de comunicaciéon que aqui estudiamos se obtienen resul-
tados satisfactorios en cuanto a tiempo de ejecucion. Hay que tener en cuenta que los
tiempos de ejecucion tedricos que se obtendran seran cotas superiores de los tiempos
reales debido a las consideraciones que hemos hecho, y ademads estos procedimientos
de comunicacién bdsicos se usaran siempre, en nuestras implementaciones, dentro de
programas con partes de computacion aritmética. Al trabajar el sistema de modo
asincrono, habra solapamiento entre las partes de comunicacion y las de computo arit-
mético de los programas, por lo que para determinar las prestaciones reales de los
algoritmos que se estudien serd necesario realizar, ademas del estudio tedrico, un estudio
experimental.

Mas referencias sobre funciones de comunicacién pueden encontrarse para todas
las topologias en [13], para la topologia de hipercubo en [12, 60, 61], y para la de malla
en [8, 9].

2.2.1 Anillo

Supongamos que tenemos p procesadores numerados 0,1,2,...,p— 1y p enlaces entre
los procesadores (i, (i + 1) mod p), con e = 0,1,...,p— 1. Cuando la comunicacién por
los enlaces es posible en un tnico sentido (de ¢ a (i 4+ 1) mod p) decimos que tenemos
un anillo unidireccional (figura 2.2.1), y cuando la comunicacién es posible en los dos
sentidos (de 7 a (i + 1) mod py de (i + 1) mod p a i) tenemos un anillo bidireccional

(figura 2.2.2).

!
OO —

Figura 2.2.1: Anillo unidireccional.

El diametro de un anillo unidireccional es p — 1, pues para enviar un dato del
procesador ¢ al (i — 1) mod p hay que recorrer un camino con p— 1 enlaces, sin embargo,
el diametro de un anillo bidireccional es [£]. Esto da idea de que las comunicaciones

seran menos costosas en un anillo bidireccional.

Difusiéon simple

Supogamos que se quiere enviar un paquete de N datos desde el procesador 0 a todos
los demas procesadores. En el caso de un anillo unidireccional, como el diametro es
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Figura 2.2.2: Anillo bidireccional.

p — 1, los datos tendran que pasar por p — 1 enlaces hasta llegar al procesador p — 1,
y tendran que ser enviados sucesivamente por los procesadores 0,1,2,...,p — 2; por
tanto, tendremos p — 1 inicializaciones de transmision y p — 1 envios de los datos. El
coste de la comunicacién sera

(B+TN)(p—-1) . (2.2.1)

Hay que tener en cuenta que, cuando este algoritmo se utilice dentro de otro
programa, mientras unos procesadores estan realizando comunicaciones otros pueden
estar realizando otros trabajos.

El cédigo del algoritmo es:

Algoritmo 2.2.1 Difusion simple en anillo unidireccional.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:

SI r = origen
enviar datos a (r + 1) mod p

EN OTRO CASO SI r # (origen — 1) mod p
recibir datos de (r — 1) mod p
enviar datos a (r + 1) mod p

EN OTRO CASO
recibir datos de (r — 1) mod p

FINSI

Para poder entender este algoritmo y los sucesivos en este capitulo hay que tener
en cuenta las consideraciones hechas anteriormente:

e Todos los procesadores tienen el mismo codigo en el procedimiento de comunica-
cion, y la parte que cada procesador ejecuta se decide testeando su identificador
(r en el algoritmo 2.2.1).

e Todos los procesadores saben, porque depende del paso de la ejecucion del pro-
grama en que se encuentren, cual es el origen de la comunicacién. De este modo
se pueden determinar distintos conjuntos de procesadores que hacen distintas
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operaciones: el procesador origen, el ultimo al que llegan los datos y que sélo los
recibe y no los manda a ningin otro procesador (procesador (origen —1) mod p),
y los procesadores intermedios que reciben y envian los datos (r # origen y
r # (origen — 1) mod p).

e Los envios y recepciones de datos se especifican con las palabras "enviar” y
"recibir”, especificando en ambos casos los procesadores destino y origen, res-
pectivamente.

En el caso de anillo bidireccional el procesador origen enviara a (origen+1) mod p
y (ortgen —1) mod p, los procesadores (origen+ |5 ]) mod py (origen+ |5 ] +1) mod p
recibiran de (origen + | 5| — 1) mod p y (origen + | 5| + 2) mod p respectivamente, y
los demas procesadores reciben y envian segun la figura 2.2.3 y el algoritmo 2.2.2.

2

O—O—O—@ O—0

1 2 3 3

Figura 2.2.3: Difusién simple en anillo bidireccional.

Algoritmo 2.2.2 Difusion simple en anillo bidirecional.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
SI r = origen
enviar datos a (r + 1) mod p
enviar datos a (r — 1) mod p
EN OTRO CASO SI r entre (origen + 1) mod p y
(origen + |5] — 1) mod p
recibir datos de (r — 1) mod p
enviar datos a (r + 1) mod p
EN OTRO CASO SI r entre (origen + [ 2] +2) mod py
(origen — 1) mod p
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recibir datos de (r + 1) mod p
enviar datos a (r — 1) mod p
EN OTRO CASO SI r = origen + L%J
recibir datos de (r — 1) mod p
EN OTRO CASO
recibir datos de (r + 1) mod p
FINSI

Este algoritmo tiene un tiempo de ejecucién

(8 +7N) [gw - (2.2.2)

Acumulacién simple

Tendremos un procesador destino al que todos los demds envian un paquete de N datos,
y hay que realizar algin tipo de operacion entre los p/N datos (los datos en el procesador
destino también se combinan), pudiendo realizarse esta combinacién durante el camino
de llegada al destino o una vez han llegado todos los datos. En el caso del anillo
unidireccional el tiempo de comunicacion es igual que en la difusién simple, pues los
datos que se envian desde (destino+ 1) mod p a destino deben pasar por p— 1 enlaces
y ser enviados por p — 1 procesadores, es decir:

B+rN)p-1) . (2.2.3)
En el caso bidireccional el coste de las comunicaciones también sera

(8 +7N) [gw - (2.2.4)

Difusiéon muiltiple

En este caso se trata de transferir un paquete de N datos desde cada uno de los
procesadores del sistema a todos los demas, de modo que al final todos dispongan de
los pN datos.

En un anillo unidireccional cada paquete de N datos tendrd que cruzar p—1 enlaces
y ser enviado por p — 1 procesadores, por lo que el coste de las comunicaciones resulta
ser:

(B+TN)(p—-1) . (2.2.5)

El algoritmo correspondiente es el siguiente.
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Algoritmo 2.2.3 Difusion multiple en anillo unidireccional.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
PARA:=1,2,...,p—1
SI r es par
recibir paquete (r — i) mod p de (r — 1) mod p
enviar paquete (r —i+4 1) mod p a (r + 1) mod p
EN OTRO CASO
enviar paquete (r —i+4 1) mod p a (r + 1) mod p
recibir paquete (r — i) mod p de (r — 1) mod p
FINSI
FINPARA

Como las transmisiones son simples (SLA), al no poderse hacer la transmision y
recepcién a la vez, el coste es

28+7N)p—1) . (2.2.6)

Cuando el anillo es bidireccional el coste es el mismo si las comunicaciones son
simples.

Comunicacién entre procesadores adyacentes en un anillo

Esta comunicacién es muy simple pero la tratamos por ser una de las que aparecen en
los algoritmos de los capitulos siguientes. Se trata de enviar un paquete de N datos
desde cada nodo i a su nodo vecino (i + 1) mod p.

Al ser las comunicaciones simples el coste sera

208+ 7N) . (2.2.7)

Algoritmo 2.2.4 Comunicacion entre procesadores adyacentes en anillo.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:

SI r es par
enviar datos a (r + 1) mod p
recibir datos de (r — 1) mod p

EN OTRO CASO
recibir datos de (r — 1) mod p
enviar datos a (r + 1) mod p

FINSI
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2.2.2 Hipercubo

Un hipercubo cero dimensional consta de un inico nodo numerado con 0. Un hipercubo
de dimensién k consta de p = 2¥ nodos y se forma a partir de dos hipercubos de
dimension k — 1, conectando mediante un enlace bidireccional los nodos con la misma
numeracion en los dos hipercubos. Los nodos de uno de los dos hipercubos se renumeran
con el nimero que tenfan, en el hipercubo de dimensién k — 1, mas 28=! (figura 2.2.4).

2—3 / 6 7/ 7
a b
) 0 —F 1 ) / 4 —;7 5
00— 1 0—1
Figura 2.2.4: Construccion de un hipercubo tridimensional.

El diametro de un hipercubo de p nodos es logs p, por lo que las comunicaciones
pueden ser menos costosas que en otras topologias (en concreto seran menos costosas
que en anillo). Ademas, muchas topologias se pueden mapear sobre el hipercubo, en
particular se puede mapear un anillo conectando los nodos utilizando el cédigo de Gray:

(2.2.8)

obteniéndose un anillo inmerso en el hipercubo tal como se muestra en la figura 2.2.5.

Difusién simple

Supongamos que se quiere enviar un paquete de N datos desde el procesador cero a
todos los demas procesadores. Como el didmetro es log, p necesitaremos recorrer un
camino de longitud log, p. En la figura 2.2.6 se muestra, en un hipercubo de dimension
3, un método para realizar la difusién en ese orden de tiempo. El paquete lo envia 000
a 001, 010 y 100, en este orden; 001 lo envia a 011 y 101, en este orden.

De este modo, su coste es:

(B+7N)logap . (2.2.9)



70 INTRODUCCION
/ 6— 7
2— 3
/ 4 —}7 3
0—1

Figura 2.2.5: Anillo inmerso en un hipercubo.

Figura 2.2.6: Difusién simple desde el nodo 0 en un hipercubo de dimension 3.
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Un algoritmo podria ser el siguiente:

Algoritmo 2.2.5 Difusion simple en hipercubo.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
SIlr=20
PARA :=0,1,...;,logs p — 1
enviar datos al nodo 2°
FINPARA
EN OTRO CASO
recibir datos
s =min{i/2" > r}
PARA i1 =s,s+1,...loga p— 1
enviar datos al nodo r + 2¢
FINPARA
FINSI

Aunque en los programas solo haremos difusiones simples con origen el nodo cero,
si el origen fuera otro nodo se modificaria el arbol de la figura 2.2.6 haciéndose el or
exclusivo del nuevo origen con cada nodo del arbol. La figura 2.2.7 corresponde, por
ejemplo, al caso de origen = 101.

v

Figura 2.2.7: Difusién simple desde el nodo 5 en un hipercubo de dimension 3.

Acumulacién simple

En este caso el proceso es el dual de la difusién simple y se representa en la figura
2.2.8. Se puede observar que es igual a la figura 2.2.6 pero cambiando los instantes en
que se realizan las comunicaciones y siendo en este caso las comunicaciones en sentido
ascendente.
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o]
{7

2
110 101 T
1

111

Figura 2.2.8: Acumulacion simple en un hipercubo de dimension 3.

Por tanto el coste de las comunicaciones es también

(B+7N)logz p . (2.2.10)

El algoritmo resultante es el siguiente:

Algoritmo 2.2.6 Acumulacion simple en hipercubo.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
SIlr=20
PARA 1 =log, p—1,....,0
recibir datos de 2!
FINPARA
EN OTRO CASO
s =min{i/2" > r}
PARA i =log, p—1,....s
recibir datos del nodo r + 2°
FINPARA
enviar datos al nodo r — 2

FINSI

s—1

Difusién maultiple

Se procedera intercambiando un paquete de N datos entre procesadores cuyo numero
difiera en 2°, a continuacién intercambiando dos paquetes entre procesadores que di-
fieran en 2!, y asi sucesivamente log, p veces (figura 2.2.9).

En cada paso cada nodo recibe y envia. Hay 2log, p inicializaciones de comunica-
ciones. Se envian 1 +24+4+.. .—|—§ paquetes de NV datos y se reciben la misma cantidad,
por lo que en cada nodo se envian p — 1 paquetes y se reciben la misma cantidad, con
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Figura 2.2.9: Difusién multiple en un hipercubo de dimension 3.

lo que el coste de envio y recepcién de datos serfa 2(p— 1)N. Por tanto, el coste de las
comunicaciones es:

2Bloga p+2(p— )TN . (2.2.11)

Se comprueba que se obtiene mejora respecto al coste en anillo en el término que
afecta a (3.
El algoritmo correspondiente viene dado por:

Algoritmo 2.2.7 Difusion multiple en hipercubo.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
pos = rN
nodo = r
PARA :=0,1,...;,logs p — 1
bit = nodo mod 2
SLbhit =0
enviar datos pos a pos + 2N — 1 al nodo r + 2¢
recibir datos pos + 2N a pos + 2t N — 1 del nodo r + 2°
EN OTRO CASO
recibir datos pos — 2! N a pos — 1 del nodo r — 2
enviar datos pos a pos +2'N — 1 al nodo r — 2
pos = pos — 2N
FINSI
nodo = nodo div 2

FINPARA
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Donde suponemos que los datos se almacenan en cada procesador en un buffer de p
bloques de datos de tamano N, teniendo por tanto p/NV datos en el buffer, y que los datos
a enviar por el procesador P; estan inicialmente entre las posiciones iN y (i+1)N—1 de
su buffer local, y que al final de la difusién multiple cada procesador debe contener los
p bloques de datos en su buffer local, estando los datos difundidos desde el procesador
P; entre las posiciones tN y (i + 1)N — 1 de cada buffer local. La variable pos indica
la posicion de inicio de los datos a enviar en cada paso del algoritmo.

Comunicacién entre procesadores adyacentes en un anillo

El algoritmo sera igual al algoritmo 2.2.4, pero consideramos el anillo inmerso en el
hipercubo, por lo que en el procesador r trabajaremos con su numeraciéon en el anillo
inmerso que es ginv(r), y se enviaran datos a gray((ginv(r)+ 1) mod p) y se recibiran
de gray((ginv(r)—1) mod p). En la figura 2.2.10 tenemos un hipercubo de dimension
tres con la numeracién de los nodos en el hipercubo y la que tienen en el anillo inmerso
y que se obtiene con la funcién ginv. Se observa, con el ejemplo de los nodos 1 y 3,
cémo las formulas dadas determinan al nodo (con numeracion en el hipercubo) al que
se envian los datos y del que se reciben.

6; ginv(6)=4 7; ginv(7)=b

2; ginv(2)=3 3; ginv(3)=2
3=gray((ginv(1)+1) mod 8)

4; ginv(4)="7 5; ginv(5)=6

i

0; ginv(0)=0 1; ginv(1)=1
1=gray((ginv(3)-1) mod 8)

Figura 2.2.10: Uso de gray y ginv para la obtencién del anillo inmerso en un hipercubo.

Los iPSC tienen las funciones ginv y gray [108], siendo estas funciones la que
proporciona el cédigo de Gray (gray) y su inversa (ginv).
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El algoritmo 2.2.4 se modifica para dar lugar al siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.2.8 Comunicacion entre procesadores vecinos en un anillo inmerso en
el hipercubo.
EN PARALELO para r=0,1,...,p—1 en FP,:
ST ginv(r) es par
enviar datos a gray((ginv(r) + 1) mod p)
recibir datos de gray((ginv(r) — 1) mod p)
EN OTRO CASO
recibir datos de gray((ginv(r) — 1) mod p)
enviar datos a gray((ginv(r) + 1) mod p)
FINSI

El coste de comunicacion sera el mismo de la expresion 2.2.7.

2.2.3 Malla

En la figura 2.2.11 se muestran distintos tipos de mallas bidimensionales. La malla
que se ha usado en este trabajo es una malla abierta cuadrada, aunque el esquema
de almacenamiento de los datos que se utiliza puede servir para otros tipos de malla
dependiendo de la ordenacién que se utilice para disenar el método de Jacobi.

L

i

S R}
SED G0
0 PR PhE

Figura 2.2.11: Mallas bidimensionales: a) malla abierta, b) toro, ¢) malla cerrada.

En este trabajo se presentaran esquemas de almacenamiento para anillo y para
malla, y se estudiaran en anillo, hipercubo y malla. Los algoritmos para anillo e hiper-
cubo difieren sélo en las comunicaciones al hacerse éstas teniendo en cuenta la topologia
en la que se esta trabajando, pero usaran los mismos esquemas de almacenamiento al
trabajarse siempre con un anillo de procesadores (en el caso del hipercubo con un anillo
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inmerso). En la topologia de malla se usa otro esquema de almacenamiento distinto, lo
que hace que las funciones de comunicacion que se utilizan no sean en algunos casos las
tipicas, por lo que para esta topologia analizaremos los procedimientos de comunicacién
que se utilizaran en los algoritmos sobre malla.

Difusiéon simple

Estudiaremos la difusion desde el procesador Py a todos los demas procesadores de
la malla. El esquema es bien simple y consiste en enviar los datos por la primera fila
de procesadores y después hacerlos circular por cada columna de procesadores hasta
llegar a la dltima fila.

Un algoritmo podria ser:

Algoritmo 2.2.9 Difusion simple en malla abierta.
EN PARALELO para:=0,1,...,r—1, 7=0,1,...,r — 1,
con r? = p, en P;:

Sli=0yj53=0
enviar datos a Py,
enviar datos a P g

EN OTRO CASOSIli=0y j#r—1
recibir datos de Fy ;4
enviar datos a Py 11
enviar datos a P ;

EN OTRO CASO SI:=0
recibir datos de Fy,_
enviar datos a Py ,_4

EN OTRO CASO ST #r —1
recibir datos de P;_4 ;
enviar datos a P4 ;

EN OTRO CASO
recibir datos de P,_; ;

FINSI

El coste de este procedimiento es

2(yp— 1) (B+TN) (2.2.12)

y corresponde al tiempo que tardan los datos en llegar desde el procesador Fyy al
P._1,-1, para lo que atraviesan 2,/p — 2 enlaces.
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Acumulacién simple

La acumulacion simple sobre el procesador Fyg sigue el esquema inverso a la difusién
simple (algoritmo 2.2.9).

Algoritmo 2.2.10 Acumulacion simple en malla abierta.
EN PARALELO para:=0,1,....r—1, 57=0,1,....,7r—1,
con r? = p, en Pt

Sli=0yj53=0
recibir datos de Pjq
recibir datos de Fpy

EN OTRO CASOSIli=0y j#r—1
recibir datos de Py
recibir datos de Fy j44
enviar datos a Fy ;4

EN OTRO CASO SI:=0
recibir datos de P ,_y
enviar datos a Fy,_

EN OTRO CASO ST #r —1
recibir datos de P44 ;
enviar datos a P,_; ;

EN OTRO CASO
enviar datos a P,_3 ;

FINSI

El coste en este caso es el mismo de (2.2.12), que corresponde al tiempo que tarda
en llegar a Py los datos enviados desde Pr_; ,_4.

Difusién miltiple restringida

Como ya hemos dicho, estudiaremos la difusion de datos desde los procesadores en la
diagonal principal (P;) y en la antidiagonal principal (P, ,_1_;) a los procesadores en
la misma fila y columna de procesadores.

Un esquema en el caso de difundir desde la diagonal principal podria ser:

Algoritmo 2.2.11 Difusion desde procesadores en la diagonal principal a los demds
procesadores en la misma fila y columna, en una malla abierta.

EN PARALELO para:=0,1,....r—1, 57=0,1,....,7r—1,
con r? = p, en Pt
Sli=0yj53=0
enviar datos a Fpy;
enviar datos a P
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EN OTRO CASO STi=r—1yj=1r—1

enviar datos a P_y ,_
enviar datos a Pr_3,_1
EN OTRO CASO SIi =
Sle <%
enviar datos a P; ;11
enviar datos a P;_; ;
enviar datos a P; ;_q
enviar datos a P4y ;
EN OTRO CASO
enviar datos a P; ;_q
enviar datos a P4y ;
enviar datos a P; ;11
enviar datos a P;_; ;

FINSI
EN OTRO CASO SI'i < 3
Sli<y
recibir datos de P, ;_;
Sly#r—1
enviar datos recibidos a F; ;14
FINSI
recibir datos de P44 ;
Sle#£0
enviar datos recibidos a P;_q ;
FINSI

EN OTRO CASO
recibir datos de P;_4 ;
enviar datos recibidos a Py ;
recibir datos de P; ;1
SLj#0
enviar datos recibidos a F; ;_4
FINSI
FINSI
EN OTRO CASO
Sli<y
recibir datos de P44 ;
enviar datos recibidos a P;_q ;
recibir datos de P, ;_;
Sly#r—1
enviar datos recibidos a F; ;14

FINSI

INTRODUCCION
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EN OTRO CASO

recibir datos de P; ;1

SIj+#£0

enviar datos recibidos a F; ;_4

FINSI

recibir datos de P;_4 ;

Sle#£r—1

enviar datos recibidos a Py ;

FINSI
FINSI
FINSI

79

En la figura 2.2.12 se muestra como trabaja esta difusiéon en una malla abierta

cuadrada con 16 procesadores. En esta figura un numero al lado de una flecha indica

el orden en que un procesador inicia la comunicacion correspondiente.

00

2
Ly

01

10

31
24

02

2y
2

11

31
44

03

20

4
3y

12

2]
31

3
2

21

31
44

13

4
3y

22

2]
21

Figura 2.2.12: Difusién desde procesadores en la diagonal principal.

FEl coste de las comunicaciones con esta difusion es

2y
3y

23

1
21
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VP(B+TN) . (2.2.13)

Y en el caso de difundir desde la antidiagonal principal:

Algoritmo 2.2.12 Difusion desde procesadores en la antidiagonal principal a los demds
procesadores en la misma fila y columna, en una malla abierta.

EN PARALELO para:=0,1,...,r—1, 7=0,1,...,r — 1,
con r? = p, en P;:
Sly=0yi=r—1
enviar datos a P._q 4
enviar datos a P._z¢
EN OTRO CASOSIi =0y j3=r—1
enviar datos a Fy,_s
enviar datos a Py ,_4
EN OTRO CASOSIli=r—1—3
Sl <z
enviar datos a P; ;_q
enviar datos a P4y ;
enviar datos a P; ;11
enviar datos a P;_; ;
EN OTRO CASO
enviar datos a P; ;11
enviar datos a P;_; ;
enviar datos a P; ;_q
enviar datos a P4y ;
FINSI
EN OTRO CASO SI'i < 3
Sli<r—1—3
recibir datos de P; ;1
SLj#0
enviar datos recibidos a F; ;_4
FINSI
recibir datos de P44 ;
Sle#£0
enviar datos recibidos a P;_q ;
FINSI
EN OTRO CASO
recibir datos de P;_4 ;
enviar datos recibidos a Py ;
recibir datos de P, ;_;
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Sly#r—1
enviar datos recibidos a F; ;14
FINSI
FINSI

EN OTRO CASO

Sli<r—1—3
recibir datos de P44 ;
enviar datos recibidos a P;_q ;
recibir datos de P; ;1
SLj#0

enviar datos recibidos a F; ;_4

FINSI

EN OTRO CASO

recibir datos de P, ;_;

Sly#r—1

enviar datos recibidos a F; ;14
FINSI
recibir datos de P;_4 ;
Sle#£r—1

enviar datos recibidos a Py ;
FINSI

FINSI

FINSI

En la figura 2.2.13 se muestra como trabaja esta difusion en una malla abierta
cuadrada con 16 procesadores. En esta figura un numero al lado de una flecha indica
el orden en que un procesador inicia la comunicacion correspondiente.

En este caso el coste de las comunicaciones es también el dado por la férmula

(2.2.13).

Comunicacién entre procesadores adyacentes

En este caso realizamos una comunicacion de paquetes de N datos entre procesadores
adyacentes en cada array lineal de procesadores formado por los procesadores en una fila
o columna, enviando y recibiendo cada procesador datos de sus procesadores vecinos
en el array lineal, por lo que los procesadores extremos se comunican con un unico
procesador y los internos con dos.

El seudocodigo de la comunicaciéon en una fila de procesadores puede ser:

Algoritmo 2.2.13 Comunicacion entre procesadores adyacentes por filas en una malla
abierta.
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21 31 31 2}
31 4/ 4/ L
Bp = 2 By & 4 By 23y
2} 31 2y 2)
2/ 2/ 3y 2)
B 220 By b L By 2L By
1 4 4 3
2/ 3 3 2

Figura 2.2.13: Difusién desde procesadores en la antidiagonal principal.
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EN PARALELO para:=0,1,....,r—1, 57=0,1,...

con r? = p, en Pt

SIj=0
enviar datos a £
recibir datos de P
EN OTRO CASOSI j=r—1
recibir datos de P;,_,
enviar datos a P;,_;
EN OTRO CASO
SIjmod 2=0
enviar datos a P; ;44
recibir datos de P, ;_;
recibir datos de P; ;1
enviar datos a P, ;_;
EN OTRO CASO
recibir datos de P, ;_;
enviar datos a P; ;44
enviar datos de P; ;_;
recibir datos de P; ;1
FINSI
FINSI

Fl coste de las comunicaciones es:

48 +4ANT .

2.3 Conclusiones

83

(2.2.14)

En este capitulo hemos hecho un analisis general de los sistemas multiprocesadores

que se han utilizado para la obtencion de resultados experimentales. Se han analizado

las caracteristicas principales de los sistemas multiprocesadores en general, tanto de

memoria compartida como memoria distribuida, y de los equipos comerciales sobre los

que se han hecho las implementaciones. En el caso de los multicomputadores (memoria
distribuida) se han enumerado las caracteristicas que les suponemos a la hora del disefio

y el analisis de los algoritmos que estudiamos.
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Capitulo 3

METODOS DE JACOBI EN
MULTIPROCESADORES

En este capitulo analizaremos distintas técnicas de paralelizacion de métodos de Jacobi
en Multiprocesadores, cuando se usan algoritmos basados en BLLAS 1 y algoritmos por
bloques basados en BLAS 3, y compararemos los resultados obtenidos con los que se
obtienen usando LAPACK. Previamente estudiaremos algunas opciones de compilacién
del FX/C [103], entre ellas las que nos permiten paralelizar y vectorizar de manera
automatica (seccion 1).

La técnica mas usada en Multiprocesadores con Memoria Compartida para explotar
el paralelismo del sistema en la resolucién de problemas de Algebra Lineal suele ser
la de disenar algoritmos que hagan llamadas a rutinas basicas optimizadas para la
maquina en que se esté trabajando (rutinas tipo BLAS [36, 37]) de manera que si estas
rutinas estan optimizadas para esta maquina explotaran todas sus caracteristicas de
procesamiento vectorial y paralelo obteniéndose programas eficientes y portables. Un
problema con este tipo de aproximacion es que en algunos casos las rutinas de BLAS no
estan lo suficientemente optimizadas para explotar el paralelismo del sistema (para usar
eficientemente todos los procesadores de que se dispone), lo que produce una reduccion
dréastica en las prestaciones al aumentar el nimero de procesadores; mientras que se
dispone de una version secuencial eficiente de BLAS, lo que ocasiona que pueda ser
preferible disenar algoritmos por bloques basandose en el uso de la versién secuencial
de BLAS, tal como se hace en [31] con la multiplicacién de matrices. De este modo,
otra posibilidad de explotacion del paralelismo en este tipo de sistemas consiste en la
divisién del trabajo entre los distintos procesadores del sistema y la utilizacion en cada
procesador de las rutinas de BLAS. Esta aproximaciéon puede dar lugar a programas
mas eficientes, aunque esto sera a costa de una menor portabilidad de los programas,
al hacerse la division del trabajo entre los procesadores de manera distinta en distintas
maquinas. De cualquier modo, esta reduccion de la portabilidad no es muy importante
pues ligeras modificaciones en los programas disenados para una determinada maquina

81
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produciran de una manera muy sencilla programas para un nuevo Multiprocesador de
similares caracteristicas.

En este capitulo compararemos estas dos formas de paralelizacion en un Alliant
FX/80, que es un Multiprocesador con 8 procesadores con Memoria Compartida a la
que se accede por medio de un bus comun.

3.1 El compilador FX/C

El compilador C del Alliant FX/80 (FX/C) permite diferentes opciones de optimizacion
automatica, entre ellas las de vectorizacion y paralelizacion automatica. Una referencia
completa se encuentra en [103].

La opcién de optimizacion global (sin paralelizar ni vectorizar) se especifica con -Og
en la linea de compilacion. Esta opcion realiza las siguientes optimizaciones: calculo de
constantes en tiempo de compilacién, eliminacion de expresiones redundantes, almace-
namiento temporal en registros de variables referenciadas frecuentemente, eliminacion
de variables no referenciadas, eliminacion de expresiones que dan lugar a una modi-
ficacion constante en un bucle, reduccién de algunas operaciones de multiplicaciéon a
sumas, extraccion de los bucles de cédigo que produce siempre el mismo resultado,
secuenciamiento de instrucciones para aprovechar el pipeline, eliminacién de ramas in-
necesarias, minimizacion de desplazamiento, y optimizacion de cédigo eliminando tests
y copias innecesarios y usando instrucciones mas rapidas.

La opcion de vectorizacion automatica es -Ov. De esta manera se puede llegar a
obtener una divisién por 4 en el tiempo de ejecucion, cuando se usa un tinico procesador.

La opcion de paralelizacion automatica es -Oc. De esta manera el compilador
intenta distribuir la ejecucion de los bucles entre los procesadores. Se puede llegar
a obtener que con 8 procesadores la ejecucién sea 8 veces mas rapida que con un
procesador.

Estas opciones se pueden combinar, con lo que el uso de -Ogvc realizara una
compilacién global, con vectorizacién y paralelizacion automatica.

Con paralelizacion y vectorizacion automatica se pueden llegar a conseguir unos
tiempos de ejecucion de entre 30 y 32 veces menores que cuando sélo se usa optimi-
zacion global. Pero para conseguir que el compilador optimice de manera adecuada
llegando a reducciones considerables en el tiempo de ejecucion es necesario preparar los
programas de manera que sea posible la vectorizacion y paralelizacion automatica de los
bucles que aparecen en el programa, lo que no siempre es posible debido a dependencias
de datos. Ademas, el paralelismo que obtiene el compilador lo extrae siempre de los
bucles, mientras que nosotros estamos interesados en una paralelizacion lo mas global
posible del problema, puesto que con ella se consiguen mejores tiempos de ejecucion.
En este sentido, se puede utilizar una llamada al sistema concurrent_call que permite
la ejecucion concurrente de tantos procesos como procesadores estemos utilizando.

Esta aproximacién sera la que utilicemos para paralelizar nuestros programas. De
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este modo, nuestros programas estaran divididos en una serie de pasos haciéndose en
cada uno de ellos una ejecucién concurrente con tantos procesos como procesadores
tengamos. Utilizaremos la llamada concurrent_call, estando pasos consecutivos del
programa sincronizados pues no continuara la ejecucion del programa global que hace
la llamada a concurrent_call hasta que todos los procesadores no acaben de hacer el
trabajo que se les ha encomendado. Con la llamada a concurrent_call se ponen en
marcha los procesadores y se les pasa una funcién que tienen que ejecutar, trabajando
cada procesador sobre las variables que se les pasan como parametros, variables loca-
les y variables globales. Como la matriz de datos estara en la memoria global, para
obtener programas eficientes tendremos que determinar en cada paso de los algoritmos
(en cada llamada a concurrent_call) zonas disjuntas de la matriz y asignar estas zonas
disjuntas a procesadores distintos, entendiendo que lo que se hace no es asignar datos
a procesadores (pues los datos estan todos en la memoria global y todos los procesa-
dores tienen acceso a ellos), sino que lo que se asigna a los procesadores es trabajo al
determinar con qué zonas de la matriz tiene que trabajar cada uno de ellos.

3.2 Usode BLAS 1

Como ya vimos en el capitulo 1, en los métodos de Jacobi, la actualizacion de la matriz
A (QAQ") puede hacerse usando BLAS 1, obteniéndose de este modo programas mas
eficientes. Esta actualizacion de la matriz consiste en la aplicacion de la rotacion a las
filas y columnas ¢ y 7 de A, y esta aplicacién se puede hacer usando la rutina drot de
BLAS 1, con tres llamadas a drot.

Trabajando de esta manera en el Alliant FX/80 se obtendria un programa paralelo
y que explota las caracteristicas de vectorizacion y paralelizacién del sistema, dejandose
el trabajo de vectorizar y paralelizar a BLAS 1. Para ver si puede ser conveniente la
paralelizacion de otra manera alternativa a la del uso de BLAS 1 estudiaremos el
funcionamiento de la rutina drot en el Alliant FX/80. En la tabla 3.2.1 mostramos
la velocidad en Mflops obtenida ejecutando la rutina drot con distintos tamanos de
vectores y utilizando distinto nimero de procesadores. Se observa un comportamiento
irregular en cuanto a las prestaciones al aumentar el tamano de los vectores, lo cual es
tipico de esta maquina [48] y ocurre debido a que se obtienen mejores prestaciones con
vectores cuyo tamano se acomoda mas al tamano de la caché.

En las tablas 3.2.2 y 3.2.3 se muestran, respectivamente, el speed-up y la eficiencia
obtenidas con drot, cuando se deja la extraccion del paralelismo y la vectorizacion
exclusivamente al compilador y a BLAS. A lo largo de este capitulo, y mientras no se
diga otra cosa, obtendremos la eficiencia y el speed-up considerando como programa
secuencial el que estamos paralelizando pero ejecutdandolo en un 1nico procesador.

En general, al aumentar el nimero de procesadores disminuyen las prestaciones,
y esto se nota principalmente con 8 procesadores (la eficiencia esta por debajo de 0.5,
utilizando exclusivamente concurrencia), y se observa que con 2 y 4 procesadores se
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procesadores 1 2 4 8
8 0.66 |1 0.70 | 0.75| 0.70
16 1.14 1 1.34 | 1.38 | 1.29
32 1.70 | 2.25 | 242 | 243
64 1.97 |1 3.55 | 4.04 | 4.64
128 217 |13.75 | 6.50 | 9.26
256 2741479 9.06 | 7.62
512 2.81 16.62 | 14.07 | 10.32
1024 243 16.15|10.96 | 7.82
2048 2.84 17.07|14.88 | 9.28

Tabla 3.2.1: Mflops obtenidos con la rutina drot para distintos tamanos de vector.

obtienen buenas prestaciones, obteniéndose valores por encima del éptimo tedrico (por
encima del numero de procesadores en el caso del speed-up y por encima de 1 en el
caso de la eficiencia), lo que es una caracteristica también tipica de estos sistemas y
es debido al trabajo en cada procesador con menos memoria al trabajar en paralelo.
Esta reducciéon en las prestaciones al aumentar el nimero de procesadores apoya la
idea de dividir el trabajo para hacer las llamadas a drot en cada nodo del sistema
como alternativa a dejar todo el trabajo de paralelizacion y vectorizacion a BLAS 1.

procesadores 2 4 8
8 1.06 | 1.13 | 1.06
16 117 1.21 | 1.13
32 1.32 | 1.42 | 1.42
64 1.80 | 2.05 | 2.35
128 1.7212.99 | 4.26
256 1.74 1 3.30 | 2.78
512 2.35(5.00 | 3.67
1024 2.53 | 4.51 | 3.21
2048 2.48 | 5.23 | 3.26

Tabla 3.2.2: Speed-up obtenida con la rutina drot para distintos tamanos de vector.

Estudiaremos a continuacion el comportamiento de BLAS 1 en el método de Ja-
cobi para el Problema Simétrico de Valores Propios en el Alliant FX/80 comparando
distintos algoritmos:

e Un método de Jacobi usando la ordenacion par-impar (PI), utilizando la idea de
[91] para evitar movimientos de datos, haciéndose estos en la actualizaciéon de la
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procesadores 2 4 8
8 0.53]0.28 | 0.13
16 0.58 1 0.30 | 0.14
32 0.66 | 0.35|0.17
64 0.90 | 0.51 | 0.29
128 0.86 | 0.74 | 0.53
256 0.8710.82]0.34
512 1.17 1 1.2510.45
1024 1.26 | 1.12 1 0.40
2048 1.24 1 1.30 | 0.40

Tabla 3.2.3: Eficiencia obtenida con la rutina drot para distintos tamanos de vector.

matriz. Se ha utilizado para analizar las prestaciones de la maquina en cuanto a
paralelizacion cuando no se vectoriza.

e Un método de Jacobi usando la ordenacién par-impar y BLAS 1 (PIB1), reali-
zando las actualizaciones con drot y posteriormente los movimientos de datos
por medio de la rutina dswap, lo que producira un empeoramiento de las presta-
ciones, haciendo que no se obtengan las que se muestran en la tabla 3.2.1.

e Un método de Jacobi usando la ordenacién ciclica por filas y BLAS 1 (FIBI)
para explotar las posibilidades de paralelizacién y vectorizacion, cuando se deja
esta tarea al compilador. Sélo usarda la rutina drot de BLAS 1, no habiendo
intercambio de datos.

e Un método de Jacobi usando la ordenacion par-impar utilizando BLAS 1 en cada
procesador de manera individual y balanceando la carga en la actualizacion de

la matriz (PIBB1).

e Un método de Jacobi usando la ordenacion par-impar utilizando BLAS 1 en cada
procesador de manera individual y distribuyendo el trabajo a los procesadores en
la actualizacién de la matriz asignando los pares de filas o columnas ciclicamente

(PICB1).

Explicaremos de una manera mas detallada la distribucion del trabajo entre los
procesadores cuando se balancea la carga y cuando se distribuyen los datos ciclicamente.

3.2.1 Balanceo de la carga

Este es el método de distribucion del trabajo utilizado en P1 y PIBBI.
Cada barrido tiene el esquema:
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Algoritmo 3.2.1 Esquema de un barrido en el método de Jacobi con ordenacion par-
impar.
PARA7=1,2,...,%

calcular rotaciones impares

premultipicar por las rotaciones impares

postmultiplicar por rotaciones impares

calcular rotaciones pares

premultipicar por las rotaciones pares

postmultiplicar por rotaciones pares

FINPARA

n
2
procesador 2”—p rotaciones, si suponemos que n es multiplo de 2p y siendo p el nimero

de procesadores.

En el calculo de rotaciones impares hay que calcular 2 rotaciones, calculando cada

Para la premultiplicacion por las rotaciones impares se supone la matriz dividida en
o
pares de filas (los elementos de la parte triangular inferior), asignandose al procesador

pares de filas consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente a

P; (numeraremos los procesadores de 0 a p — 1 y los pares de filas consecutivas de 0 a
5 — 1) los pares de filas del i al (1 + 1)% —1lydel 5—(i+ 1)% al § —igp —1, tal
como se muestra el la figura 3.2.1, donde se muestra una matriz de tamano 32 x 32 (la
parte triangular inferior) agrupando las filas por pares, y suponemos que se dispone de
4 procesadores, con lo que a cada procesador le corresponden 4 pares de filas.

Para la postmultiplicacion por las rotaciones impares se supone la matriz dividida
en pares de columnas consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo corres-
pondiente a 2”—p pares de columnas (los elementos de la parte triangular inferior),
asignandose al procesador P; los pares de columnas del i:—p al (1 + 1)% — 1 y del
%—(i—l—l)% al 5 —up — 1.

De esta manera, la actualizacién de la matriz en los pasos impares esta balanceada,
necesitandose sincronizacion después de cada uno de los tres procedimientos del paso,
pero trabajando los procesadores en cada paso de manera independiente al trabajar
con datos independientes.

En el calculo de las rotaciones pares un procesador calcula una rotacién menos que
los demas, al tener que anularse 3 — 1 elementos.

Del mismo modo, la premultiplicacion y la postmultiplicacion por las matrices de
rotacion tampoco estara totalmente balanceada.

Para la premultiplicacion por las rotaciones pares se supone la matriz dividida en
pares de filas consecutivas, tal como en los pasos impares pero habiendo en este caso
5 — 1 pares de filas, y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente a 35 bares
de filas (los elementos de la parte triangular inferior) salvo al procesador Py al que se
le asigna una menos.

Para la postmultiplicacién por las rotaciones pares se supone la matriz dividida en
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Figura 3.2.1: Distribucién por balanceo de la carga

pares de columnas consecutivas, tal como en los pasos impares pero habiendo en este
caso § —1 pares de columnas, y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente a
2”—p pares de columnas (los elementos de la parte triangular inferior) salvo al procesador
Py al que se le asigna una menos.

Después de un paso hay que hacer un intercambio de filas y columnas entre filas y
columnas correspondientes a los indices de ese paso, pero estos intercambios consisten
en la premultiplicacion y postmultiplicaciéon de la matriz resultado de la actualizacion
(QAQ?) por una matriz de permutacién P y su traspuesta.

En PI se puede agrupar la actualizacién de A por la matriz de rotaciones ) y la
permutacion de filas y columnas multiplicando por P de la forma:

P(QAQ)P' = (PQ)A(Q'P) (3.2.1)

por lo que si se realiza la multiplicacién P() antes de la actualizacion de A nos evitare-
mos la parte de intercambios de filas y columnas en A [91]. Esta multiplicacién P@
consiste simplemente en considerar los bloques diagonales 2 x 2 de la matriz () (que es
una matriz con todos los elementos 0 salvo los que estan en bloques diagonales 2 x 2
correspondientes a las rotaciones de Givens) de la forma:
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() 52
& S

( S ) (3.2.3)

En PIBBI1, al utilizarse la rutina drot en las actualizaciones, no se puede incluir el

en vez de de la forma:

intercambio de filas y de columnas junto con las actualizaciones, por lo que después de
cada llamada a drot habrd una llamada a la rutina dswap para intercambiar las filas
o columnas que se acaban de actualizar, habiendo en este caso un trabajo adicional al
de actualizacién de la matriz, lo que no ocurre en PI.

3.2.2 Distribucidn ciclica

Es el método de distribucién del trabajo entre los procesadores usado en PICBI.
En el paso impar la matriz se divide en pares de filas consecutivas y se asigna

2
parte triangular inferior), asignandose al procesador P; los pares de filas i, i4p, 14 2p, ...

(figura 3.2.2).

Para la postmultiplicacion por las rotaciones impares se supone la matriz dividida

a cada procesador el trabajo correspondiente a 2= pares de filas (los elementos de la

en pares de columnas consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo corres-
pondiente a 3 bares de columnas, asignandose al procesador P; los pares de columnas
1,1+ p,t+2p, ...

De modo similar es la actualizacién en los pasos impares.

3.2.3 Resultados experimentales

En esta subseccion estudiaremos experimentalmente el comportamiento de los algorit-
mos descritos (P, PIB1, FIB1, PIBB1 y PICB1). Usaremos en todos los casos matrices
con valores en doble precicién entre -10 y 10 generados aleatoriamente. En todas las
tablas se mostraran tiempos de ejecuciéon en segundos por barrido, ya que el nimero de
barridos necesarios para la convergencia es siempre el mismo y es del orden O(logy n).

En la tabla 3.2.4 se muestran los tiempos obtenidos con el algoritmo PI para distin-
tos tamanos de matriz y del sistema. Se muestra también la eficiencia. Se observan unas
buenas prestaciones en cuanto a eficiencia obtenida, siendo en algunos casos mayor que
1 y teniendo valores alrededor de 0.98 con 2 procesadores, de 0.94 con 4 procesadores
y 0.85 con 8 procesadores, siendo normal que al aumentar el nimero de procesadores
disminuya la eficiencia. Los tiempos de ejecucién no son muy buenos debido a que no
se usa BLAS 1 ni se ha vectorizado el programa, por lo que los resultados de la tabla
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Figura 3.2.2: Distribucién ciclica

3.2.4 s6lo nos sirven para ver el comportamiento del sistema en cuanto a paralelizacion
y compararlo con el comportamiento con los deméas programas.

En las tablas 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 se muestran los resultados de tiempos de ejecucién
y eficiencias obtenidos con PIBB1, PICB1 y FIB1, respectivamente. FEn general se ob-
serva un comportamiento mas irregular que el obtenido con PI, debido al uso de BLAS
1 (las rutinas drot y dswap en PIBB1 y PICBI, y la rutina drot en FIB1). Com-
parando los tiempos obtenidos en un procesador con PI y FIB1 (tablas 3.2.4 y 3.2.7)
observamos que el uso de BLAS 1 produce una gran mejora en el tiempo de ejecuciéon
debido al uso eficiente de los recursos de la méaquina, entre ellos la vectorizacién, siendo
FIB1 alrededor de 7 veces mas rapido que Pl en un procesador, pero se observa que
mientras que con PI se obtienen buenas eficiencias con FIB1 estas son muy bajas,
principalmente al aumentar el nimero de procesadores. Comparando PI con PIBBI1
y PICBI1 se observa también una reduccién en el tiempo de ejecuciéon, pero en este
caso los programas PIBB1 y PICBI1 llegan a ser sélo aproximadamente 3 veces mas
rapidos que PI en un procesador, pero hay que tener en cuenta que en este caso se
estan creando procesos con la llamada concurrent_call para llevar a cabo cada uno
de los 6 procedimientos en cada paso del barrido, y que tras las actualizaciones se
hace un intercambio de filas y de columnas, lo cual es bastante costoso en este tipo
de sistemas, produciendo un tiempo de ejecuciéon adicional que puede ser importante.
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tiempos eficiencia
procesadores 1 2 4 8 2 4 8
128 17.51 8.65 4.22 2.50 | 1.01 | 1.05 | 0.87
192 59.26 30.25 | 15.18 7.6510.9710.97 | 0.96
256 140.88 71.43 | 36.89 | 19.65|0.98 [ 0.95 | 0.89
320 276.97 | 139.32 | 7287 | 39.68]0.99|0.95|0.87
384 488.01 | 252.02 | 127.03 | 70.03 | 0.96 | 0.96 | 0.87
448 773.54 | 398.51 | 206.40 | 113.31 | 0.97 | 0.93 | 0.85
512 1190.47 | 606.77 | 321.38 | 183.42 | 0.98 | 0.92 | 0.81
576 1658.82 | 846.82 | 443.80 | 248.83 1 0.97 | 0.93 | 0.83
640 2282.27 | 1168.21 | 625.31 | 347.11 | 0.97 | 0.91 | 0.82

Tabla 3.2.4: Tiempos de ejecucion por barrido en segundos y eficiencia, con PI.

En cuanto a la eficiencia, se observa que con FIBI se obtienen unas eficiencias muy
pobres al paralelizarse sélo a nivel de las llamadas a drot, en las que se paraleliza y
vectoriza, y ademas se obtiene la mayor eficiencia en un punto concreto (alrededor de
tamano de la matriz 384) y a partir de ahi la eficiencia vuelve a caer, lo que puede
ser debido a que el trabajo con unos ciertos tamanos de matriz permita a BLAS hacer
un mejor uso de la caché. También se observa una gran reduccién en la eficiencia al
utilizar 8 procesadores, lo que se corresponde con el mal funcionamiento de drot al
aumentar el tamano del sistema, lo que se habia mostrado en las tablas 3.2.2 y 3.2.3.
En cualquier caso, no se pueden extrapolar los resultados obtenidos con drot a los
métodos de Jacobi que estamos estudiando, ya que en la tabla 3.2.1 mostrabamos los
Mflops obtenidos con unos tamanos de vector fijos y estando los datos almacenados en
posiciones contiguas de memoria, pero en los métodos de Jacobi, en cada paso de un
barrido tenemos 3 procedimientos, uno de ellos es de calculo de rotaciones, donde no
se usa BLAS, otro es de actualizacion de la matriz premultiplicando por las rotaciones
obtenidas, lo que se hace sobre vectores almacenados en posiciones contiguas de me-
moria, pero de tamanos variables, teniendo vectores desde tamano 2 hasta n — 2, y en
el procedimiento de actualizacion de la matriz postmultiplicando se trabaja sobre vec-
tores de distinto tamano y ademés almacenados en posiciones no contiguas de memoria
(siendo la distancia entre dos elementos consecutivos de un vector de n posiciones de
memoria). En la tabla 3.2.8 se muestran los Mflops obtenidos con PICBI, que es el
mejor algoritmo de los que usa BLAS. Si comparamos con la tabla 3.2.1 se observan
unas prestaciones mucho peores que las que se obtienen con drot, lo que es debido a lo
que hemos mencionado ademds de al movimiento de datos en memoria usando dswap
en PICB1. Ademas, en PICBI se produce una gran reducciéon en las prestaciones al
aumentar el tamano de la matriz y del sistema debido a que la carga no esta total-
mente balanceada entre los procesadores, y este desbalanceo se nota més al aumentar
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los tamanos.

tiempos eficiencia
procesadores 1 2 4 8 2 4 8
128 5.83 2.32 1.53 0.66 | 1.25]0.95 | 1.10
192 17.52 8.93 5.41 3.11 |1 0.98 1 0.80|0.70
256 39.94 | 20.08 | 12.39 8.18 10.99 | 0.80 | 0.61
320 76.18 | 39.57 | 23.26 | 15.770.96 | 0.81 | 0.60
384 132.04 | 69.04 | 45.04 | 33.03]0.95|0.73|0.49
448 216.33 | 130.89 | 76.37 | 50.56 | 0.82 | 0.70 | 0.53
512 410.39 | 233.34 | 158.47 | 127.38 | 0.87 | 0.64 | 0.40
576 488.82 | 256.82 | 193.81 | 121.83 | 0.87 | 0.57 | 0.46
640 751.26 | 382.64 | 272.80 | 220.10 | 0.98 | 0.68 | 0.42

Tabla 3.2.5: Tiempos de ejecucién por barrido en segundos y eficiencia, con PIBBI.

tiempos eficiencia
procesadores 1 2 4 8 2 4 8
128 5.83 2.32 1.56 0.67 | 1.25]0.93 | 1.08
192 17.54 8.93 4.56 3.29 1 0.98 | 0.96 | 0.66
256 39.95| 20.12| 11.81 7.38 10.99 | 0.84 | 0.67
320 76.11 | 39.64 | 23.13 | 15.79]0.96 | 0.82 | 0.60
384 13222 | 77.63 | 41.15| 27.56|0.85|0.80 | 0.59
448 221.15 | 118.66 | 81.30 | 50.02 | 0.93 | 0.68 | 0.55
512 414.56 | 226.35 | 145.99 | 110.04 | 0.91 | 0.70 | 0.47
576 545.80 | 252.48 | 148.17 | 122.74 | 1.08 | 0.92 | 0.55
640 714.04 | 354.53 | 208.35 | 160.45 | 1.00 | 0.85 | 0.55

Tabla 3.2.6: Tiempos de ejecucion por barrido en segundos y eficiencia, con PICBI.

Comparando los tiempos de ejecuciéon obtenidos con PIBB1 y PICBI1 (tablas 3.2.5
y 3.2.6) se observa que, aunque en PIBBI1 el trabajo esta mas balanceado que en PICB1,
en este ultimo los tamanos de los vectores con los que trabajan los procesadores en las
actualizaciones de la matriz son mas uniformes, lo que produce un uso mas equilibrado
de BLAS 1 obteniéndose mejores tiempos de ejecucion generalmente, y principalmente
cuando se aumenta el tamano del sistema.

En la tabla 3.2.9 se muestran los cocientes entre los tiempos de ejecucién obtenidos
con PIBB1 y PICBI1 y los obtenidos con FIB1 (PIBB1/FIB1 y PICB1/FIB1), indicando
un valor mayor que 1 que FIB1 tiene mejor tiempo de ejecucién y un valor menor
que 1 que tiene peor tiempo de ejecucién. Se muestran también los cocientes medios
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tiempos eficiencia
procesadores 1 2 4 8 2 4 8
128 3.15 2.27 2.32 2.3210.69]0.23 [ 0.16
192 11.82 8.06 5.61 5.6510.7310.52{0.26
256 26.34 | 16.50 | 11.80 | 11.18 | 0.79 | 0.55 | 0.29
320 49.32 | 30.93 | 22.41| 19.85(0.79 | 0.55 | 0.31
384 107.01 | 51.04 | 37.04 | 32.04|1.04|0.72 | 0.41
448 152.01 | 94.27| 59.39 | 50.23|0.80 | 0.63 | 0.37
512 280.11 | 192.97 | 160.89 | 155.58 | 0.72 | 0.43 | 0.22
576 222.79 | 248.77 | 170.80 | 209.75 | 0.44 | 0.32 | 0.13
640 317.87 | 311.07 | 249.97 | 197.27 | 0.51 | 0.31 | 0.20

Tabla 3.2.7: Tiempos de ejecucién por barrido en segundos y eficiencia, con FIBI1.

procesadores 1 2 4 8
128 1.07 | 2.71 | 4.03 | 9.39
192 1.21 | 2.37 | 4.65 | 6.45
256 1.25 | 2.50 | 4.26 | 6.82
320 1.29 | 2.47 | 4.25 | 6.22
384 1.28 | 2.18 | 4.12 | 6.16
448 1.21 | 2.27 1 3.31 | 5.39
512 0.97 | 1.77 | 2.75 | 3.65
576 1.05 | 2.27 | 3.86 | 4.67
640 1.10 | 2.21 | 3.77 | 4.90

Tabla 3.2.8: Mflops con PICBI.
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obtenidos para cada tamano del sistema y de la matriz, y se marca en cada caso la
mejor de las medias obtenidas, correspondiendo ésta en la gran mayoria de los casos a
PICB1/FIBI1. Se observa que los mejores tiempos de ejecucion se obtienen con PIBB1
y PICB1, con lo que podemos concluir que en algunos casos es preferible, para obtener
mejores tiempos de ejecucién en un Multiprocesador, paralelizar dividiendo el trabajo
entre los procesadores y utilizar BLAS 1 en cada procesador en vez de dejar todo
el trabajo de paralelizacion y vectorizaciéon a BLAS 1. Ademas, y tal como ya hemos
dicho, algunas veces es preferible no balancear perfectamente la carga en la distribucion
de los datos entre los procesadores sino que permitiendo un ligero desbalanceo de la
carga que permita un uso mas equilibrado de BLAS se pueden obtener mejores tiempos
de ejecucion (el cociente correspondiente a PICB1 es menor que el correspondiente a
PIBBI en la tabla 3.2.9 en la mayoria de los casos).

PIBB1/FIB1 PICB1/FIB1
procesadores 2 4 8 | media 2 4 8 | media
128 1.02 1 0.65 | 0.28 | 0.65 | 1.02 | 0.67 | 0.28 0.66
192 1.10 | 0.96 | 0.55 0.87 | 1.10 | 0.81 | 0.58 | 0.83
256 1.21 | 1.05 | 0.73 1.00 | 1.21 | 1.00 | 0.66 | 0.96
320 1.2711.03 10.79 | 1.03| 1.28 | 1.03 | 0.79 | 1.03
384 1.35 | 1.21 | 1.03 1.19 | 1.52 | 1.11 | 0.86 | 1.16
448 1.38 | 1.28 | 1.00 1.22 ] 1.25 | 1.36 | 0.99 | 1.20
512 1.20 | 0.98 | 1.03 1.07 | 1.17 | 0.90 | 0.70 | 0.93
576 1.03 | 1.13 | 0.58 092 | 1.01 | 0.86 | 0.58 | 0.82
640 1.23 1 1.09 | 1.11 1.14 ] 1.13 | 0.83 | 0.81 | 0.93
media 1.19 | 1.04 | 0.79 1.00 | 1.18 | 0.96 | 0.70 | 0.95

Tabla 3.2.9: Cocientes entre los tiempos de ejecucion obtenidos con PIBB1 y PICB1 y
los obtenidos con FIBI.

Finalmente, en la tabla 3.2.10 mostramos los tiempos de ejecucién por barrido y
las eficiencias obtenidas con PIB1. Comparando los resultados de las tablas 3.2.7 y
3.2.10 observamos que los tiempos de ejecucion son mucho mejores con FIB1 que con
PIB1, a pesar de dejar en los dos casos la explotacion del paralelismo del sistema en
el BLAS 1. Esto se explica porque con PIB1, después de cada llamada a la rutina
drot, se utiliza la rutina dswap para intercambiar las filas o columnas que se acaban
de actualizar. Esto explica también la ventaja tan reducida que se obtiene con PICB1

al compararlo con FIB1 (tabla 3.2.9), ya que en FIBI1 no se realiza el intercambio de
datos que se lleva a cabo en PIB1 y PICBI.
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tiempos eficiencia
procesadores 1 2 4 8 2 4 8
128 4.96 3.16 2.25 2.26 | 0.78 1 0.55 | 0.27
192 16.15 | 10.14 7.99 7.15]0.80|0.51 | 0.28
256 37.63 | 22.86| 16.79 | 14.22 | 0.82 | 0.56 | 0.33
320 77.88 | 43.00 | 31.54 | 27.52]0.91]0.620.35
384 143.26 | 87.29 | 54.25 | 58.06 | 0.82]0.66 | 0.31
448 205.58 | 154.93 | 91.30 | 88.03 | 0.66 | 0.56 | 0.29
512 404.83 | 264.56 | 224.41 | 245.96 | 0.77 | 0.45 | 0.21
576 505.24 | 328.32 | 224.15 | 334.66 | 0.77 | 0.56 | 0.19
640 694.08 | 451.60 | 354.03 | 290.11 | 0.77 | 0.49 | 0.30

Tabla 3.2.10: Tiempos de ejecuciéon por barrido en segundos y eficiencia, con PIBI1.

3.3 Uso de BLAS 3

En esta seccion estudiaremos la utilizacion del método de Jacobi por bloques para la
solucion del Problema Simétrico de Valores Propios, que se estudio en el capitulo 1, en
el Multiprocesador Alliant FX/80. Las implementaciones que se estudiardn son:

e Un método que deja la explotacion de las caracteristicas del sistema en BLAS 3
(B3). Que es el método secuencial estudiado cuando se deja la tarea de explotar
el paralelismo y la vectorizacién a BLAS 3.

e Un método que divide el trabajo entre los procesadores de manera ciclica y usa

BLAS 3 en cada procesador (B3C).

e Un método que divide el trabajo entre los procesadores balanceando la carga y
con bloques adyacentes y usa BLAS 3 en cada procesador (B3B).

e Un método que divide el trabajo entre los procesadores balanceando la carga y
de manera ciclica y usa BLAS 3 en cada procesador (B3CB).

e Un método que divide el trabajo ente los procesadores balanceando la carga de
manera ciclicay que trabaja con la parte triangular inferior de la matriz utilizando
la parte triangular superior como auxiliar para evitar copias de datos (B3M).

El esquema basico de todos los métodos es el algoritmo que se muestra en el capitulo
1. Este algoritmo trabaja por bloques generando los bloques a tratar con la ordenacién
par-impar (por lo que las ideas de la seccién anterior se pueden aplicar en este caso si
consideramos cada bloque como un elemento de la matriz de bloques) y anulando los
elementos de cada bloque con una ordenacion ciclica por filas.
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Compararemos el algoritmo por bloques dejando la explotacion del paralelismo a
BLAS 3 (B3) con otros métodos en los que se explota el paralelismo por division del
trabajo entre los procesadores y haciendo llamadas a la rutina dgemm de BLAS 3 en
cada procesador (B3C, B3B, B3CB y B3M).

Los métodos en los que se divide el trabajo entre los procesadores se diferencian
en la forma en que se realiza esta division. El trabajo se divide en B3C asignando
a los procesadores pares de filas (o columnas) de bloques de forma ciclica, tal como
se muestra en la figura 3.2.2 para BLAS 1. En B3B se divide balanceando la carga
asignando a cada procesador una serie de filas (o columnas) consecutivas de la mitad
superior de la matriz y otra de la mitad inferior, tal como se muestraen 3.2.1 para BLAS
1. De esta manera, en B3C se consigue una buena distribucién en cuanto al trabajo
con BLAS 3, al hacerse las actualizaciones sobre matrices de tamanos similares, pero
esto es a costa de un desequilibrio de la carga; mientras en B3B tenemos un mejor
balanceo de la carga pero hay una mayor diferencia en los tamanos de matrices que
actualiza cada procesador, lo que puede producir un uso mas desequilibrado de BLAS
3. Para buscar un punto intermedio entre B3C y B3B se puede utilizar una distribucion
ciclica balanceada (B3CB) dividiendo la matriz en dos partes, la superior formada por
la primera mitad de filas (o columnas) de bloques y la inferior formada por la segunda
mitad; de esta forma se asignan a los procesadores pares de filas de bloques de manera
ciclica siguiendo el orden Fy, Py, ..., P,_1 en la parte superior y el orden P,_y, P,_4, ...,
Py en la parte inferior. En B3M se utiliza la misma divisiéon del trabajo que en B3CB y
se utiliza la parte triangular superior de la matriz como auxiliar para evitar las copias
que hay que hacer con dcopy (BLAS 1) tras cada llamada a dgemm (BLAS 3) al no
permitir esta ultima rutina sobreescribir la matriz que se estd actualizando.

3.3.1 Prestaciones de BLAS 3

En esta subseccién analizaremos las prestaciones que se pueden obtener con la ru-
tina dgemm de BLAS 3 ya que con esta rutina se actualiza la matriz, siendo esta la
parte del algoritmo que ocasiona que tengamos un coste de 4n® por barrido. La ru-
tina dgemm multiplica dos matrices dando como resultado una tercera, no pudiendo
utilizarse como zona de almacenamiento en la memoria para la matriz resultado zonas
ocupadas por las matrices a multiplicar, lo que producirda que en la mayoria de los
algoritmos implementados que una llamada a dgemm sea seguida de una copia (con
llamadas a drot) de la matriz resultado sobre una de las matrices a multiplicar.

En la tabla 3.3.1 se muestran los Mflops obtenidos con dgemm con distinto numero
de procesadores (se deja la explotacién del paralelismo a BLAS 3) y con distintos
tamanos de matrices (en esta tabla y en las 3.3.2 y 3.3.3 cada fila corresponde a Mflops
obtenidos al multiplicar matrices de tamanos los que se indica en la primera columna
de la tabla). Se observa que se obtienen buenas eficiencias, principalmente al aumentar
el tamano de las matrices que se multiplican. Pero el algoritmo por bloques presenta
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un par de inconvenientes:

1. La rutina dgemm no nos permite sobreescribir la matriz que estamos actuali-
zando, por lo que en la mayoria de los métodos que estudiamos se necesitara de
una copia de datos usando dcopy tras cada llamada a dgemm, lo que producira
una reducciéon en las prestaciones que podemos esperar. En la tabla 3.3.2 se
muestran los Mflops obtenidos cuando tras la llamada a dgemm se realiza una
copia de la matriz resultado realizando sucesivas llamadas a dcopy. Comparando
los resultados de esta tabla con los de la tabla 3.3.1 se puede observar la reducciéon
en las prestaciones que hemos comentado.

2. Al aumentar el tamano de los subbloques aumenta el trabajo a realizar con
BLAS 1 al hacerse los subbarridos para obtener las matrices de rotaciones sobre
subbloques mayores, lo que hard disminuir las prestaciones que se obtienen usando
BLAS 3. Por tanto, los resultados 6ptimos se obtendran normalmente con
tamanos de bloque pequenos (entre 8 y 32). Ademads, los resultados que se
muestran en la tabla 3.3.1 han sido obtenidos con matrices muy grandes, pero
en la actualizacion de la matriz hay que actualizar bloques de tamanos muy dife-
rentes al actualizarse sélo la parte triangular inferior. De este modo, resultados
mas realistas de acuerdo a los tamanos de matrices con los que se va a trabajar
son los que se muestran en la tabla 3.3.3, donde podemos ver que los buenos
resultados de eficiencia que se obtenian en las tablas 3.3.1 y 3.3.2 se han reducido
considerablemente, por lo que puede ser aconsejable la division del trabajo entre
los procesadores y el uso de BLAS 3 en cada procesador.

procesadores : 1 2 4 6 8
8 x 8,8 x 512 5.60 | 12.39 | 22.26 | 31.76 | 30.58
16 x 16,16 x 256 | 7.39 | 15.13 | 36.65 | 35.17 | 71.14
32 x 32,32 x 128 | 10.32 | 18.47 | 33.47 | 97.66 | 58.47
64 x 64,64 x 64 |10.05 | 19.97 | 47.51 | 62.42 | 100.86

Tabla 3.3.1: Mflops con dgemm. Para distintos tamanos de las dos matrices a multi-
plicar.

3.3.2 Resultados experimentales

En esta subseccion analizaremos los resultados obtenidos con los distintos métodos por
bloques implementados (B3, B3C, B3B, B3CB y B3M), comparandolos entre si y con
los métodos que usan BLAS 1. Todos los resultados se han obtenido con matrices de
reales de doble precision generados aleatoriamente, y los programas se han hecho en el
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procesadores : 1 2 4 6 8
8 x 8,8 x 512 4.43 1 9.06 | 16.94 | 19.89 | 21.15
16 x 16,16 x 256 | 6.37 | 12.94 | 25.53 | 29.09 | 37.62
32 x 32,32 x 128 | 8.23 | 15.96 | 25.60 | 44.44 | 46.90
64 x 64,64 x 64 |9.02 | 17.21 | 44.98 | 46.59 | 46.60

Tabla 3.3.2: Mflops con dgemm seguido de copia de la matriz resultado usando dcopy.
Para distintos tamanos de las dos matrices a multiplicar.

procesadores : ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 6 ‘ 8 ‘
8 x 8,8 x38 145 1.77] 1.95| 1.95| 2.05
8 x 8,8 x 32 2.87| 4.02| 511 | 6.18| 6.23

8 x 8,8 x 128 3.58 | 6.75|10.60 | 12.71 | 16.30
8 x 8,8 x 512 4431 9.06 | 16.98 | 19.89 | 21.15

16 x 16,16 x 8 2.95| 3.90| 4.51| 4.65| 4.73
16 x 16,16 x 32 | 5.08 | 8.12|11.38 | 12.37 | 13.78
16 x 16,16 x 128 | 5.99 | 11.84 | 22.37 | 24.56 | 35.95
16 x 16,16 x 512 | 6.17 | 13.31 | 26.25 | 30.79 | 33.04

32 % 32,32 x 8 5.0 | 7.23 | 9.61 | 9.21 | 9.52
32 x 32,32 x 32 | 7.53 | 12.13 | 17.93 | 24.20 | 29.79
32 % 32,32 x 128 | 8.23 | 15.96 | 25.60 | 44.44 | 46.90
32 x 32,32 x 512 | 8.25 | 19.49 | 30.98 | 71.39 | 46.08

Tabla 3.3.3: Mflops con dgemm seguido de copia de la matriz resultado usando dcopy.
Para distintos tamanos de las dos matrices a multiplicar.
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lenguaje C. Los tiempos que se mostraran seran en todos los casos tiempos en segundos
y por barrido, ya que el nimero de barridos es en todos los casos del orden de logy n.

Los resultados se han obtenido con tamanos de matriz desde 128 a 640 y variando el
tamano de 64 en 64, y para tamanos de bloque 8, 16, 24, 32, ..., siempre que el tamano
de la matriz fuera multiplo del tamano del bloque. En las tablas no se mostraran todos
los resultados debido a la gran cantidad de datos que se han generado, sino que se
presentaran los mas significativos.

En la tabla 3.3.4 se muestran los tiempos de ejecucion obtenidos cuando se deja
la explotacién del paralelismo exclusivamente a BLAS 3 (B3). Se representan tiempos
de ejecucion para 1, 2, 4, 6 y 8 procesadores , tamanos de matriz 256, 384, 512 y 640
y diversos tamanos de bloque. Se marcan los tiempos 6ptimos obtenidos para cada
numero de procesadores y tamano de matriz. Observando esta tabla se pueden sacar
algunas conclusiones:

1. En cuanto al tamano de bloque 6ptimo, este esta en todos los casos entre 16
y 32, aumentando al aumentar el tamano de la matriz. Ademas, los tiempos
de ejecucion cuando se toman tamanos de bloque cercanos al 6ptimo son muy
parecidos.

2. Se observa que al aumentar el nimero de procesadores disminuye en general el
tiempo de ejecucién, aunque las eficiencias que se obtienen son muy bajas (tal
como pasaba cuando se dejaba la explotacion del paralelismo a BLAS 1, tabla
3.2.7), debido a la pobre utilizacién de los recursos del sistema que se hace cuando

se deja todo el trabajo a BLAS 3.

3. Comparando los resultados con los de la tabla 3.2.7 observamos que se obtiene
una reduccion en el tiempo de ejecucion usando BLAS 3 en vez de BLAS 1 al
aumentar el tamano de la matriz (tamanos mayores que 256) y que esta reduccion
aumenta al aumentar el tamano de la matriz.

En las tablas 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.7 se muestran los tiempos de ejecucion obtenidos
con los programas B3C, B3B y B3CB, respectivamente, para los mismos tamanos de
sistema y matriz mostrados en la tabla 3.3.4.

Algunas conclusiones que se pueden sacar observando las tablas y comparando con
la tabla 3.3.4 son:

1. En cuanto al tamano de bloque éptimo, es en casi todos los casos 16, aumentando
al aumentar el tamano de la matriz. En este caso el tamano de bloque 6ptimo es
menor que con B3. Ademads, los tiempos de ejecucién cuando se toman tamanos
de bloque cercanos al éptimo son muy parecidos, tal como ocurria con B3.

2. Las eficiencias que se obtienen estan lejos de ser 6ptimas pero son mucho mayores
que las que se obtenian con B3, lo que produce que, aunque los tiempos de
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1 procesador
bloque: 8 16 32 64
256 23.56 | 20.61 22.78 | 30.90
384 70.01 | 57.81 59.97 | 76.66
512 154.20 | 121.41 | 123.22 | 152.16
640 281.29 | 215.63 | 213.90 | 253.13
2 procesadores
bloque: 8 16 32 64
256 18.56 | 15.94 16.96 | 20.71
384 53.02 43.28 | 42.21 | 50.95
512 111.21 86.06 | 82.42 | 95.63
640 198.27 | 149.70 | 140.37 | 158.76
4 procesadores
bloque: 8 16 32 64
256 16.56 14.67 | 14.11 | 16.85
384 44.00 35.38 | 33.53 | 38.59
512 90.20 69.25 | 64.18 | 70.46
640 158.28 | 115.50 | 105.93 | 114.72
6 procesadores
bloque: 8 16 32 64
256 15.56 | 12.38 12.67 | 15.09
384 41.01 31.81 | 30.47 | 33.69
512 84.21 62.53 | 59.43 | 65.08
640 148.25 | 105.72 | 97.18 | 104.22
8 procesadores
bloque: 8 16 32 64
256 15.57 | 13.42 13.59 | 15.08
384 41.04 32.17 | 30.60 | 33.59
512 82.21 62.12 | 56.82 | 61.32
640 142.25 | 102.23 | 93.02 | 98.53

Tabla 3.3.4: Tiempos de ejecuciéon por barrido en segundos de B3.
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ejecucion en un procesador son muy parecidos con los cuatro programas debido
a que se basan todos en el mismo algoritmo, se obtenga una gran reduccion en el
tiempo de ejecucion usando la técnica de utilizacién de BLLAS 3 en cada procesa-
dor de manera individual, aumentando esta reduccion al aumentar el nimero de
procesadores y llegandose a obtener programas entre dos y tres veces mas rapidos
con ocho procesadores.

3. El mejor de los tres métodos parece B3CB (dividir de manera ciclica y balan-
ceando), pero las diferencias no son muy grandes por lo que no se pueden obtener
conclusiones definitivas.

Para analizar con mas detalle como evoluciona el tamano de bloque éptimo, repre-
sentamos este tamano en la tabla 3.3.8 para los distintos tamanos de matriz con que
se ha experimentado, 2, 4, 6 y 8 procesadores y los programas B3, B3C, B3B y B3CB.

Se pueden hacer los siguientes comentarios:

1. El uso que BLAS 3 hace de la jerarquia de memorias hace que el tamano de
bloque 6ptimo no evolucione uniformemente con el tamano de la matriz. Esto se
observa principalmente con B3.

2. En B3 los tamanos de bloque 6ptimo son casi siempre 32 6 64, a pesar de haber
experimentado con tamanos que no son potencias de 2. Este comportamiento
debe ser ocasionado por el uso que de la memoria hace BLAS.

3. En los programas B3C, B3B y B3CB se observa que el aumento del tamano de
la matriz produce un ligero aumento en el tamano de bloque 6ptimo, y que un
aumento en el numero de procesadores produce una disminucion en el tamano
de bloque 6ptimo, aunque se puede considerar que un tamano de bloque de 16
puede ser el adecuado.

Para comparar los métodos por bloques presentados (B3, B3C, B3B y B3CB)
mostramos en la tabla 3.3.9 los cocientes de los tiempos de ejecucion obtenidos con
B3C, B3B y B3CB con relacién a los obtenidos con B3, utilizando siempre el tamano
de bloque éptimo. Un valor mayor de 1 indicaria que B3 es mejor que el método con
el que se esta comparando. Se observa que los métodos que se basan en llamadas a
dgemm en cada procesador son claramente mejores que B3 al ser todos los valores
de la tabla menores que 1. Los métodos con balanceo de la carga (B3B y B3CB)
son algo mejores que el que utiliza una distribucion ciclica, pero no se encuentra una
diferenciacion clara entre ellos. En la tabla 3.3.10 se muestra la media de los cocientes
de la tabla 3.3.9 para cada uno de los métodos y los distintos tamanos de matriz, y en la
tabla 3.3.11 se hace lo mismo para los distintos nimeros de procesadores. Los resultados
de estas tablas confirman las apreciaciones que hemos hecho sobre la comparacion de
B3C, B3B y B3CB. Se observa que al aumentar el tamano de las matrices la ganancia
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1 procesador

bloque: 8 16 24 32 40 48
256 25.25 | 22.01 23.97
384 71.32 | 58.88 | 59.27 61.60 68.86
512 153.97 | 121.72 124.29
640 285.32 | 218.64 217.00 | 229.23

2 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 13.41 | 11.75 14.27
384 37.67 | 31.91 | 33.15 34.82 41.60
512 80.58 | 65.43 69.43
640 149.30 | 116.58 119.70 | 129.33

4 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 7.48 6.70 8.35
384 20.82 | 18.99 | 19.74 24.26 25.97
512 44.87 | 36.63 41.22
640 83.72 | 66.18 75.31 | 78.30

6 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 5.50 6.20 8.33
384 15.88 | 14.09 | 17.88 17.71 28.17
512 34.97 | 30.08 38.94
640 62.87 | 53.21 61.54 | 71.80

8 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 4.51 4.35 9.15
384 13.90 | 13.21 | 13.51 17.63 27.22
512 30.00 | 25.77 29.65
640 52.89 | 44.60 55.17 | 55.32

Tabla 3.3.5: Tiempos de ejecucion por barrido en segundos de B3C.
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1 procesador

bloque: 8 16 24 32 40 48
256 24.25 | 21.16 23.23
384 70.31 | 58.13 | 59.47 60.89 69.27
512 154.95 | 121.74 120.95
640 281.30 | 215.25 214.23 | 226.55

2 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 13.40 | 12.01 13.87
384 36.66 | 31.02 | 32.05 34.69 39.74
512 78.55 | 63.08 66.17
640 148.23 | 114.22 118.82 | 124.35

4 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 7.47 7.20 9.40
384 19.82 18.90 | 17.54 24.81 26.28
512 43.85 | 35.32 38.93
640 80.71 | 66.64 76.28 | 69.26

6 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 5.50 6.22 8.30
384 13.87 | 12.31| 17.80 17.33 25.90
512 34.95 | 30.85 40.08
640 64.86 | 53.13 55.40 | 73.13

8 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 3.51 3.95 8.77
384 13.89 | 13.48 | 14.30 17.76 26.69
512 26.99 | 21.70 28.76
640 53.92 | 47.23 59.54 | 54.34

Tabla 3.3.6: Tiempos de ejecucion por barrido en segundos de B3B.
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1 procesador

bloque: 8 16 24 32 40 48
256 23.26 | 20.47 22.71
384 69.32 | B57.57 | 58.60 60.69 68.72
512 152.97 | 121.08 122.69
640 287.29 | 215.44 213.33 | 226.79

2 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 13.41 | 12.10 14.00
384 35.67 | 30.18 | 32.15 33.84 39.89
512 80.58 | 64.25 67.02
640 147.29 | 114.16 118.29 | 124.10

4 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 6.48 6.21 8.47
384 18.83 18.00 | 16.89 24.21 25.69
512 42.87 | 34.49 36.56
640 80.73 | 65.62 75.78 | 68.17

6 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 5.50 6.25 8.32
384 13.88 | 12.38 | 17.92 16.55 25.41
512 33.96 | 30.53 39.40
640 63.88 | 52.66 56.78 | 73.03

8 procesadores
bloque: 8 16 24 32 40 48
256 3.51 3.98 8.80
384 12.90 12.94 | 13.81 16.42 26.43
512 27.01 | 22.09 29.44
640 53.93 | 47.33 60.18 | 54.01

Tabla 3.3.7: Tiempos de ejecucion por barrido en segundos de B3CB.
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B3 B3C B3B B3CB
2041 6 8| 2| 4] 6| 8| 2| 4| 6] 8| 2| 4] 6] 8
128 {16 |16 |32 [ 32| 8| 8| 8| 8| 8|16 8| 8| 8|16 8] 8
192 || 64 164 |64 |64 (|16 |24 | 8| 81624 8] 8116|2416 8
256 || 16 |32 |16 16|16 |16 | 8|16 16|16 8| 8| 16|16 | 8| 8
320 |64 |64 |64 |64 |16 |16 |16 | 8|16 8|16| 8| 16| 8|16 | 8

384 1132132 321321616 |16 |16 16 |24 |16 |16 |16 |24 |16 | 8
448 1132 |64 | 64 | 64 || 16 | 16 | 16 | 16 || 16 | 16 | 16 | 16 || 16 | 16 | 16 | 16
512 1116 | 32 |32 13216 |16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 || 16 | 16 | 16 | 16
576 || 32 |64 |64 [ 64| 16 |16 | 16 | 16 || 32 |32 |24 |24 || 16 | 24 | 24 | 24
640 || 32 |32 |32 32|16 |16 |16 | 16| 16 | 16 | 16 | 16 || 16 | 16 | 16 | 16

Tabla 3.3.8: Tamano de bloque éptimo con los diferentes algoritmos que trabajan por
bloques.

que se obtiene distribuyendo el trabajo disminuye, lo que es normal al hacer B3 un
mejor uso de las caracteristicas paralelas del sistema con mayor tamano de matriz. Sin
embargo, al aumentar el tamano del sistema la ganancia que se obtiene distribuyendo
el trabajo entre los procesadores es mayor, y también es mayor la mejora obtenida por
balanceo de la carga.

Para obtener una version mas eficiente modificamos B3CB para obtener un método
en el que se eviten las copias que se hacen en los métodos estudiados después de cada
llamada a dgemm. De este modo se puede obtener una reduccion en el tiempo de
ejecucion; y usando la parte triangular superior de la matriz como auxiliar utilizandola
como destino en las premultiplicaciones por matrices de rotacién y como origen (y la
parte triangular inferior como destino) en las postmultiplicaciones se consigue ademas
un pequeno ahorro de memoria al no necesitar la memoria auxiliar donde se alma-
cenaban los resultados de las multiplicaciones. Este método es el que hemos llamado
B3M, y su comportmiento es similar al de B3CB en cuanto a tamano de bloque éptimo.
Los tiempos de ejecucion por barrido de este método se muestran en la tabla 3.3.12,
siendo estos tiempos los obtenidos con el tamano de bloque 6ptimo. Comparando con
la tabla 3.3.7 se observa una reduccion en el tiempo de ejecucion con B3M, reducciéon
que aumenta al aumentar el tamano de las matrices y que se llega a situar alrededor
de un diez por ciento.

Comparamos las prestaciones de B3M con las de PICBI1, mostrando en la tabla
3.3.13 el cociente de los tiempos de B3M en relacion a los de PICB1. En esta tabla se
observa una mejora relativa de B3M respecto a PICB1 tanto al aumentar el tamano de
la matriz como el del sistema, llegandose a obtener que B3M es cerca de 4 veces mas
rapido que PICB1 con tamanos de matriz y de sistema grandes.
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2 4 6 8

B3C | B3B | B3CB || B3C | B3B | B3CB || B3C | B3B | B3CB || B3C | B3B | B3CB
128 || 0.59 | 0.59 0.59 || 0.35 | 0.21 0.21 || 0.35 | 0.35 0.35 || 0.36 | 0.36 0.36
192 | 0.83 | 0.86 0.86 || 0.58 | 0.57 0.57 || 0.56 | 0.35 0.43 || 0.55 | 0.35 0.55
256 || 0.73 | 0.75 0.75 ] 0.47 | 0.51 0.44 || 0.44 | 0.44 0.44 || 0.33 | 0.26 0.26
320 || 0.74 | 0.73 0.74 ] 0.58 | 0.60 0.60 || 0.49 | 0.49 0.49 || 0.51 | 0.50 0.45
384 || 0.75 | 0.73 0.71 ] 0.56 | 0.52 0.53 || 0.46 | 0.40 0.40 || 0.43 | 0.44 0.42
448 || 0.78 | 0.76 0.76 || 0.64 | 0.61 0.60 || 0.52 | 0.53 0.55 || 0.45 | 0.40 0.39
512 | 0.75 | 0.77 0.74 ] 0.57 | 0.55 0.53 || 0.50 | 0.51 0.51 || 0.45 | 0.38 0.38
576 || 0.81 | 0.78 0.80 || 0.64 | 0.61 0.64 || 0.53 | 0.48 0.47 || 0.51 | 0.52 0.52
640 || 0.82 | 0.81 0.81 || 0.62 | 0.62 0.61 || 0.54 | 0.54 0.54 | 0.47 | 0.50 0.50

Tabla 3.3.9: Cocientes de los tiempos de ejecucion con los diferentes métodos con
distribucién de trabajo entre los procesadores y B3.

B3C | B3B | B3CB
128 | 0.41 | 0.37 0.37
192 | 0.63 | 0.33 0.60
256 | 0.49 | 0.49 0.47
320 | 0.58 | 0.58 0.57
384 | 0.55 | 0.52 0.51
448 | 0.59 | 0.57 0.57
512 | 0.56 | 0.55 0.54
576 | 0.62 | 0.59 0.60
640 | 0.61 | 0.61 0.61
total | 0.56 | 0.53 0.54

Tabla 3.3.10: Media de los cocientes de los tiempos de ejecucion con los diferentes
métodos con distribucién de trabajo entre los procesadores y B3, para los distintos
tamanos de matriz variando el numero de procesadores.
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B3C | B3B | B3CB

2 0.75 | 0.75 0.75
4 0.55 | 0.53 0.52
6 0.48 | 0.45 0.46
8 0.45 | 0.41 0.42

total | 0.56 | 0.53 0.54

Tabla 3.3.11: Media de los cocientes de los tiempos de ejecucién con los diferentes
métodos con distribucion de trabajo entre los procesadores y B3, para los distintos
tamanos del sistema variando el tamano de la matriz.

1 2 4 6 8
128 4.64 1.58 | 0.63 | 0.60 | 0.43
192 9.68 5.66 | 2.70 | 1.72| 1.72
256 | 20.00 | 11.41 | 5.00| 5.50 | 3.51
320 | 34.29 | 1788 | 11.19 | 7.96 | 7.24
384 | 54.06 | 28.43 | 16.41 | 11.53 | 10.91
448 | 78.63 | 41.36 | 24.38 | 19.49 | 14.81
512 | 111.26 | 57.61 | 31.06 | 25.84 | 18.42
576 | 148.37 | 79.43 | 47.62 | 32.75 | 31.76
640 | 195.80 | 102.08 | 57.97 | 46.25 | 39.84

Tabla 3.3.12: Tiempos de ejecucion en segundos y por barrido con B3M.

1 2 4 8
128 1 0.79 | 0.68 | 0.40 | 0.64
1921 0.55 | 0.63 | 0.59 | 0.52
256 | 0.50 | 0.56 | 0.42 | 0.47
320 1 0.45 ] 0.45 | 048 | 0.45
384 | 0.40 | 0.36 | 0.39 | 0.39
448 1 0.35 | 0.34 | 0.29 | 0.29
5121 0.26 | 0.25 | 0.21 | 0.16
576 | 0.27 | 0.31 | 0.32 | 0.25
640 | 0.27 | 0.28 | 0.27 | 0.24

Tabla 3.3.13: Cociente de los tiempos de ejecucion de B3M entre PICBBI.
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En la tabla 3.3.14 se muestran los Mflops obtenidos con B3M para distintos
tamanos de matrices y de sistema y usando tamano de bloque 6ptimo. Las presta-
ciones son similares a las que se muestran en [48] para otros problemas de algebra
lineal. La ganancia respecto a PICB1 es mayor que la que se muestra en la tabla 3.3.13
(comparar con la tabla 3.2.8) ya que los métodos que no trabajan por bloques tienen
un coste por barrido de 3n® flops, y los que trabajan por bloques lo tienen de 4n> flops.

1 2 4 6 8
128 | 1.80 | 5.27 | 13.30 | 13.90 | 19.22
192 12.92 | 4.99 | 10.45 | 16.45 | 16.39
256 | 3.35 | 5.88 | 13.39 | 12.19 | 19.08
320 | 3.82 | 7.32 | 11.71 | 16.45 | 18.08
384 1 4.18 | 7.96 | 13.79 | 19.64 | 20.74
448 | 4.57 | 8.69 | 14.74 | 18.44 | 24.27
512 1 4.82 | 9.31 | 17.28 | 20.77 | 29.13
576 | 5.15 | 9.62 | 16.05 | 23.33 | 24.06
640 | 5.35 | 10.27 | 18.08 | 22.67 | 26.31

Tabla 3.3.14: Mflops obtenidos con B3M con tamano de bloque éptimo.

3.4 Comparaciéon con LAPACK

Puede ser interesante comparar los tiempos de ejecucién obtenidos con nuestros algo-
ritmos con los que se obtienen utilizando las rutinas de LAPACK. Hay que tener en
cuenta que el coste de la rutina de LAPACK para calcular los valores propios de una
matriz simétrica es %n3 + O(n?), por lo que los tiempos obtenidos con LAPACK seran
claramente mejores que los que se obtienen con el mejor de nuestros algoritmos (B3M).
Por tanto, el analisis de los tiempos obtenidos con LAPACK y su comparacién con
los obtenidos con B3M sera interesante para comprobar si la paralelizacién que se ha
hecho en B3M es eficiente.

En la tabla 3.4.15 se muestran los tiempos de ejecuciéon (en segundos) cuando se
obtienen los valores propios de una matriz densa, simétrica con valores reales, con
numeros generados aleatoriamente entre -10 y 10, y con distinto nimero de procesado-
res. Y en la tabla 3.4.16 se muestran los tiempos de ejecucion cuando lo que se calculan
son los valores y los vectores propios.

En la tabla 3.4.17 mostramos los cocientes de los tiempos de ejecucién obtenidos
con B3M con un barrido y los obtenidos con LAPACK (tablas 3.3.12 y 3.4.15). Se
observa que el calculo de los valores propios con LAPACK es mas rapido que con B3M.
Como para calcular los valores propios con B3M se necesitan entre 8 y 10 barridos (con
los tamanos de matriz que hemos experimentado) y los cocientes de la tabla 3.4.17
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1 2 4 6 8
128 1.75 | 1.03 | 0.69 | 0.65| 0.55
192 454 | 264 | 1.70 | 1.58 | 1.31
256 930 | 531 | 340 3.14 | 2.59
320 | 16.81 | 948 | 5.96 | 5.47 | 4.41
384 | 26.89 | 15.65 | 9.72 | 881 | 7.02
448 | 42.35 | 24.09 | 14.89 | 13.44 | 10.69
512 | 61.01 | 34.79 | 21.55 | 19.35 | 15.52
576 | 85.54 | 48.40 | 29.93 | 26.79 | 21.62
640 | 115.32 | 65.49 | 40.02 | 35.93 | 29.10

INTRODUCCION

Tabla 3.4.15: Tiempo de ejecucion, en segundos, en el cdlculo de valores propios usando

LAPACK.

1 2 4 6 8
128 5.65 3.38 2.24 2.01 1.77
192 | 17.86 | 10.33 6.65 5.68 4.85
256 | 41.73 | 23.96 | 14.74 | 12.67 | 10.46
320 | 80.42 | 46.28 | 27.58 | 23.11 | 19.82
384 | 135.83 | 78.47 | 45.70 | 37.69 | 32.66
448 | 218.72 | 124.21 | 73.77 | 60.81 | 51.84
512 | 321.43 | 183.95 | 107.32 | 89.05 | 75.55
576 | 456.62 | 262.34 | 152.42 | 123.22 | 107.99
640 | 615.61 | 354.69 | 203.22 | 167.80 | 143.45

Tabla 3.4.16: Tiempo de ejecucion, en segundos, en el calculo de valores y vectores

propios usando LAPACK.
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estan casi siempre entre 1.5 y 2, obtenemos que el calculo de los valores propios con
B3M es entre 12 y 20 veces mas lento que con LAPACK. El resultado no es extrano
teniendo en cuenta que el coste tedrico del algoritmo de LAPACK es %nS y el de B3M
es log n 3n°. Ademds, en general, la ganancia que se obtiene con LAPACK respecto
a B3M disminuye al aumentar el nimero de procesadores, con lo se confirma una de
las principales ventajas del método de Jacobi, que es lo adecuado que es para obtener
buenos rendimientos en paralelo. Ademas, cuando se calculan los valores y los vectores
propios con LAPACK los tiempos de ejecuciéon son entre 3 y 5 veces los que se obtiene
cuando se calculan sélo los valores propios (tablas 3.4.15 y 3.4.16), mientras que el
calculo de los valores y vectores propios con algoritmos del tipo de Jacobi es algo
menos que el doble de lento que el calculo de los valores propios (tablas 1.8.1 y 1.8.2),
con lo que LAPACK es alrededor de 7 veces mas rapido que un algoritmo de Jacobi
del tipo B3M en el célculo de los valores y vectores propios. Esto hace pensar que
los métodos tipo Jacobi pueden ser competitivos con otro tipo de algoritmos basados
en la reduccién a forma tridiagonal en el caso en que la matriz esté muy cercana a la
diagonal (en cuyo caso el nimero de barridos necesarios en los métodos de Jacobi es
muy pequeno [1]) y en el caso en que se utilicen muchos procesadores.

1 2 4 6 8
128 1 2.65 | 1.22 1 0.91 | 0.92 | 0.78
192 1 2.13 | 2.14 | 1.59 | 1.09 | 1.31
256 | 2.15 | 2.15 | 1.47 | 1.75 | 1.36
320 | 2.04 | 1.89 | 1.88 | 1.46 | 1.64
384 1201 | 1.82 ] 1.69 | 1.31 | 1.55
448 1 1.86 | 1.72 | 1.64 | 1.45 | 1.39
512 | 1.82 1 1.66 | 1.47 | 1.34 | 1.19
576 | 1.73 | 1.64 | 1.59 | 1.22 | 1.47
640 | 1.70 | 1.56 | 1.45 | 1.29 | 1.37

Tabla 3.4.17: Cociente entre los tiempos de ejecucion de un barrido de B3M, y el del
calculo de los valores propios con LAPACK.

3.5 Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado métodos de Jacobi para el Problema Simétrico de
Valores Propios en el multiprocesador Alliant FX/80.

Se han comparado métodos que trabajan por bloques con otros que no trabajan
por bloques, obteniéndose unos resultados mucho mejores con los métodos que trabajan
por bloques cuando aumentan los tamanos de las matrices y el nimero de procesadores.
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El método por bloques propuesto en el capitulo 1 para Monoprocesadores es valido
también en Multiprocesadores con Memoria Compartida si se deja la explotacién del
paralelismo a BLAS 3, pero en algunos casos se pueden obtener mejores prestaciones
dividiendo el trabajo entre los procesadores y usando una version secuencial de BLAS
3 en cada procesador [31], por lo que se ha adecuado dicho método a las caracteristicas
del Multiprocesador en estudio [6, 103, 104], obteniendo distintas versiones que se
diferencian en la manera de distribuir el trabajo entre los procesadores (de forma ciclica
en B3C, balanceando el trabajo en B3B, y con una distribucion ciclica balanceada en
B3CB) y siendo la version mas eficiente de las implementadas aquella en la que se
utiliza la parte triangular superior de la matriz como auxiliar para evitar copias de
datos tras el uso de la rutina dgemm de BLAS 3.

Las prestaciones que se obtienen son similares a las obtenidas en [1, 48] con otros
problemas de algebra lineal. En la comparacion con LAPACK se comprueba que el
método de Jacobi es muy adecuado para programacion paralela, acercandose su tiempo
de ejecucién al de LAPACK al aumentar el niumero de procesadores, y también cuando
se calculan valores y vectores propios.

El principal inconveniente con los métodos por bloques es que no sabemos a priori
el tamano de bloque éptimo, aunque un tamano de bloque pequeno (entre 8 y 32) da
buenos resultados, pareciendo lo més adecuado utilizar un tamano de bloque alrededor
de 16 cuando el tamano de la matriz es grande.
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Capitulo 4

ALGORITMOS DE JACOBI EN
MULTICOMPUTADORES

En este capitulo analizaremos dos métodos de Jacobi en Multicomputadores, uno para
topologia de anillo y otro para topologia de malla. Estos métodos no explotan la si-
metria, con lo que la méaxima eficiencia tedrica que se puede alcanzar con ellos es del
50%. El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la explotacion de la simetria
en multicomputadores en métodos de Jacobi paralelos para el Problema Simétrico de
Valores Propios, por lo que este capitulo esta dedicado a mostrar las técnicas tradi-
cionales en el diseno de métodos de Jacobi en multicomputadores y a resaltar el incon-
veniente principal de estas técnicas tradicionales (la no explotacion de la simetria) para
en capitulos posteriores estudiar cémo es posible solventar ese problema para obtener
una eficiencia tedrica del 100%.

4.1 Introducciéon

El método de Jacobi ha mostrado tener un alto grado de paralelismo intrinseco, lo
que motivé que fuese utilizado en los primeros trabajos, de comienzos de los 70, sobre
algoritmos paralelos de calculo de valores propios o valores singulares [85]. Sin embargo,
es a partir de principios de los ochenta [19] cuando empiezan a aparecer de manera
ininterrumpida trabajos sobre el método de Jacobi en paralelo en multiprocesadores
con memoria distribuida o con memoria compartida y procesadores sistélicos.

Los diferentes métodos de Jacobi se diferencian en el orden en que se eligen los
elementos no diagonales para anularlos.

Como ya vimos en el capitulo 1, en el método clasico (algoritmo 1.1.1) se elige el
elemento mayor en valor absoluto entre los no diagonales. Esto produce que el nimero
de anulaciones para que converja sea menor que en otros métodos, pero que cada
anulacion sea mas costosa al tener que obtener previamente el mayor (en valor absoluto)
de @ elementos. El método clasico parece poco apropiado para programaciéon

109
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paralela, pues este maximo que se calcula antes de cada anulacién habria que calcularlo
también de forma distribuida con el consiguiente costo de las comunicaciones. Hay, sin
embargo, algunos estudios sobre modificaciones del método clasico que sugieren la
posibilidad de hacerlo apropiado para multiprocesadores [69]. Ademas, se sabe que el
método clasico no es el mejor método secuencial.

Por todo esto, parece mas apropiado realizar sucesivos barridos de modo que en
cada barrido se anule una vez cada elemento no diagonal, con lo que en cada barrido
@ anulaciones. Cuando en un barrido se ha anulado un elemento
en el siguiente barrido ese elemento puede volver a ser distinto de cero, con lo que es

se realizarian

necesario realizar multiples barridos para que el método converja.

Han sido propuestas multitud de ordenaciones para la eleccion de los elementos a
anular. Para algunas de ellas se ha demostrado la convergencia del método bajo ciertas
condiciones [41, 42, 75, 77, 87], y para otras no. Algunas son mds apropiadas que otras
para programacion en Memoria Distribuida o para una determinada topologia.

Notacidn:

En el resto del trabajo nos referiremos a los algoritmos que se estudian por medio
de la notacién que aqui se indica. El nombre de cada algoritmo estara formado por un
maximo de 16 letras AaBbCcDdEeFtGgHh; siendo Aa=Ja, indicando que es un método
de Jacobi; Bb=Es 6 Ge, indicando que se trata de un algoritmo para el Problema
de Valores Propios Simétrico Estandar o Generalizado, respectivamente; Cc=Se 6
Pa, indicando que se trata de un algoritmo Secuencial o Paralelo, respectivamente:;
Dd=Si 6 Ns, indicando que se trata de un algoritmo que explota la Simetria o que No
explota la simetria, respectivamente; Ee=Fi, Pi, Rr 6 Eb, si el algoritmo es secuencial,
indicando que usa la ordenacién por Filas, Par-impar, Round-robin, o de Eberlein,
respectivamente; si el algoritmo es paralelo, Ee=An, Hi 6 Ma, indica que es un algorit-
mo para Anillo, Hipercubo o Malla, respectivamente; Ff=Co, Cu, An, Ma 6 PI, que
el almacenamiento de los datos en los procesadores se hace por Columnas, submatrices
Cuadradas, Antidiagonales, Marcos o Plegaminento, respectivamente; y Gg=Pi, Rr 6
Eb, que se usa la ordenacién Par-impar, Round-robin, o de Eberlein, respectivamente.
De este modo, los nombres de los algoritmos secuenciales constaran de un maximo de
10 letras: JaBbSeDdEe.

Por dltimo, estos nombres pueden contener en algunos casos otros dos caracteres
al final (Ff en los algoritmos secuenciales y Hh en los paralelos) dando informacion
adicional sobre las caracteristicas del algoritmo, como puede ser B1 6 B3, que indicaran
que se esta usando Blas 1 o Blas 3.

Si en algin momento se varia esta notacion se indicara en el lugar apropiado.
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4.1.1 Nociones sobre la paralelizacion de métodos de Jacobi

Para analizar las posibilidades de paralelizacién de los métodos de Jacobi habra que
desglosar el algoritmo en los distintos procedimientos para determinar qué partes se
pueden paralelizar y las necesidades de comunicacion.

Un esquema del método utilizando una ordenacién ciclica podria ser el del algorit-
mo 1.1.2.

Para la paralelizacion del procedimiento de cédlculo de los parametros hay que tener
en cuenta que dadas dos rotaciones de Givens )1 y ()2 que anulan elementos a;;, as.,
de indices disjuntos, {7, 7} N{k,s} = 0, el cdlculo de sus parametros se puede hacer en
paralelo puesto que dependen de elementos distintos de A.

También es posible explotar el paralelismo existente en los calculos asociados a las
actualizaciones de la matriz A, A;y = Q;A;Q}. Por ejemplo,sin =4y

_ Qo [0
Ql—[o [] ; Qz—lo@] (4.1.1)

donde ()1, y ()2 representan rotaciones de Givens a nivel 2 x 2, entonces

0w = | @0
Q- @i= |4 0] (112

La actualizacién de A mediante las correspondientes transformaciones de semejanza
vendria dada por

[Q1 0 ] [Au Am] [Qi 0 ] _ [ QlAHQi QlA”Qé] (4.1.3)
0 @ Ay Ago 0 Q) Q242107 Q2A205 ' h

Se observa que la premultiplicacion por (); afecta sélo a un par de filas y la post-
multiplicacién por Qf s6lo a un par de columnas. Por tanto, estos calculos pueden
realizarse en paralelo si la matriz A se distribuye de forma adecuada. Una posibilidad
es distribuir la matriz de manera que cada procesador contenga un par de columnas.

Para la actualizacion de A hay que difundir los parametros de las rotaciones pues
todos los procesadores necesitaran de ellos para actualizar los elementos que contienen
de la matriz.

También se necesitara de un movimiento de datos entre los procesadores para ob-
tener las sucesivas agrupaciones de datos que vendran determinadas por la ordenacion
que se use y por el esquema de almacenamiento de los datos.

4.2 En anillo

La ordenacion que utilizaremos para obtener un método de Jacobi paralelo en un anillo
de procesadores sin explotar la simetria sera la par-impar, aunque de manera similar
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se podrian disenar algoritmos usando alguno de los otros 6rdenes de Jacobi analizados
en el capitulo 1.

Mostraremos la version de la ordenacion par-impar que utilizamos, por medio de un
ejemplo con n = 8. Si partimos del conjunto inicial de pares {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7)},
se formardn los conjuntos de pares:

k=1 {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7)}

k=2 {(0,3),(2,5),(4,7),[6,1]}

k=3 {(0,5),(2,7),(4,6),(3,1)}

k=4 {(0,7),(2,6),[4,3],(5,1)} (4.2.1)
k=5 {(0,6),(2,4),(5,3),(7,1)} -
k=6 {(0,4),[2,5],(7,3),(6,1)}

k=7 {(0,2),(7,5),(6,3),(4,1)}

k=8 {[0,7],(6,5),(4,3),(2,1)}

Si suponemos que se dispone de un anillo con 4 procesadores y que el procesador
P; (i = 0,...,3) contiene en cada paso las columnas correspondientes al i-ésimo par
del correspondiente conjunto de Jacobi, se necesitara sélo comunicacion unidireccional.
En cada barrido hay n pasos pues en los pasos impares se hacen § anulaciones y en los
pares § — 1 (no se anulan los elementos correspondientes a pares entre corchetes).

Un algoritmo general que permite calcular estos conjuntos en el caso en que n es
par y p representa el nimero de procesadores seria el siguiente. Denotamos por ¢; ;1 al
valor del j-ésimo elemento del i-ésimo par en la k-ésima iteracion, con @ = 0,..., % —
1, =12y k=1,...,n; y suponemos que se conocen los valores correspondientes a

b b b b ?

k = 1, Qi,j,l-

Algoritmo 4.2.1 Generacion de indices en la ordenacion par-impar.
SlLk=1
PARA+=0,...,5 -1
qi,2,k+1 = 4(i41) mod p,2,k
FINPARA
EN OTRO CASO ST E=n
PARA+=0,...,5 -1
i 1,k+1 = G(i41) mod p,1,k
FINPARA
EN OTRO CASO
PARAi=0,....(n—k—1) div2—1
4di,2,k+1 = di+1,2,k
FINPARA
d(n—k-1) div 2,2,k+1 = Q(n—k—-1) div 24+1,1,k
PARAi=(n—k—-1)div2+1,...,5 -2
di1,k+1 = di+1,1,k
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FINPARA

G2—1,1,k+1 = 40,2,k

FINSI

Hay que hacer notar que el i-ésimo par de la k-ésima iteracion vendria dado por
(¢i1ks Gi2xk). Con este algoritmo sélo se modifica un elemento de cada par, quedando
los elementos que no se modifican con el mismo valor que tenian en el paso anterior.
Al acabar un barrido, k volveria a tomar el valor uno.

En el método de Jacobi secuencial para matrices simétricas se puede sacar provecho
de la simetria de la matriz actualizando sélo la parte triangular superior obteniéndose
un coste de 3n? flops por barrido. Esto no es tan sencillo en métodos de Jacobi paralelos,
en particular, con el esquema de distribucién de los datos por columnas (o por bloques
consecutivos de columnas) se necesita de la actualizaciéon de toda la matriz y no sélo
de la parte triangular superior o inferior, ya que elementos simétricos se encuentran
en distintos procesadores. Por esto, la maxima eficiencia que se puede alcanzar en el
calculo de los valores propios utilizando este esquema es del 50%, y en el célculo de los
valores y vectores propios del 66%.

4.2.1 Esquema del algoritmo
Distribucién de los datos

Suponemos que se dispone de un sistema multiprocesador con una topologia de anillo
unidireccional constituido por p procesadores, numerados de 0 a p — 1, con p par. La
matriz inicial, cuyos valores propios se quiere calcular, es de tamafno n X n con n par, y
ha sido designada como A y sus filas y columnas numeradas de 0 a n—1. Supondremos
ademas que n = 2bp siendo b un nimero natural.

Utilizaremos una distribucién de la matriz por bloques de dos columnas

A — [Ao, Al, e 7A§—1] (422)

donde inicialmente cada bloque A; contiene las columnas 21 y 20 + 1 de A, y esta
contenido en el procesador 7 div b.

De este modo, el procesador P; contiene b bloques numerados localmente desde 0
a b— 1, que seran los bloques bi, bi +1,..., b(i + 1) — 1 de la matriz A.

Diseno del algoritmo

Para la implementacion del algoritmo hay que tener en cuenta que se realizan barridos,
anulando en cada barrido los elementos no diagonales, mientras no se alcance una cota
determinada de of f(A).

Cada barrido constard de un ndimero fijo de pasos (con el método par-impar n
pasos) y, en cada paso, cada procesador tendrd que calcular los pardmetros de las
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rotaciones asociadas a los pares correspondientes a las columnas que contiene, difundir
dichos parametros a los demds procesadores, actualizar la parte de la matriz alma-
cenada en el procesador y transferir columnas de manera que la distribucién de los
indices corresponda al siguiente conjunto de pares de indices de la ordenacion elegida
(en este caso la par-impar). Ademds, al final de cada barrido, todos los procesadores
intervendran en el calculo de of f(A) para determinar si el método converge. Para
calcular el valor de of f(A) cada procesador debe calcular la parte correspondiente a

las columnas que contiene, y compararla con COP#. Cuando en un procesador el valor
COTA
P

local de of f(A) es menor que , pone un testigo a 1 y lo envia a través del anillo.
En otro caso el testigo se pone a 0. El algoritmo acaba cuando el testigo recorre dos

veces el anillo conservando el valor 1.

Cédigo del algoritmo paralelo

Supongamos que se quiere calcular los valores propios y que tenemos los datos dis-
tribuidos en los procesadores tal como hemos indicado. Es decir, el bloque A; contiene
las columnas 27 y 27 + 1, y estd situado en el procesador ¢ div b. En todos los procesa-
dores se ejecutara el mismo codigo.

Algoritmo 4.2.2 Esquema del método de Jacobi en un anillo de procesadores, sin
explotar la simetria.
EN PARALELO parar=0,1,...,p—1en P.:
REPETIR
PARA:=1,....n
calcular rotaciones (i,r)
difundir rotaciones (r)
actualizar matriz (7, r)
transferir columnas (r)
FINPARA
HASTA of f(A) < COT A

Los procedimientos utilizados en este algoritmo tienen los siguientes significados.

Algoritmo 4.2.3 Cdlcular rotaciones (i,r).
SLemod?2 =1
PARA 7=0,...,6—1
calcular rotacion correspondiente a los indices del par (br + j)-ésimo
FINPARA
EN OTRO CASO
PARA 7=0,...,6—1
calcular rotacion correspondiente a los indices del par (br 4 j)-ésimo,
tomando ¢ =1y s = 0 para el par ((n — i) div 2)-ésimo
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FINPARA
FINSI

Algoritmo 4.2.4 Difundir rotaciones (r).
PARA j=1,...,p—1
SIrmod2=0
enviar parametros a P,_1) mod p
recibir parametros de P 41) mod p
EN OTRO CASO
recibir parametros de P 41) mod p
enviar parametros a P_1) mod p
FINSI
FINPARA

Se puede observar que en el paso 7 = 1 cada procesador envia los parametros que
ha calculado, y en los siguientes envia los ultimos que ha recibido. Asi, después de
p — 1 pasos todos los procesadores disponen de los parametros de todas las rotaciones.

Algoritmo 4.2.5 Actualizar matriz (i,r).
PARAm=0,...,b6—1
PARA ¢=0,...,2 — 1

Ayo Ayl — cq Sq Ayo Ayl Cor4+m  —Sbr4+m
Ay Ayl _Sq cq Ay Ayl Shr4+m Chr4+m
FINPARA
FINPARA

En este algoritmo llamamos (u,v) al par ¢g-ésimo, que vendra determinado por el
orden que se esté usando (en este caso la ordenacién par-impar cuyos indices determina
el algoritmo 4.2.1), y denotamos a las dos columnas de cada bloque 2 x 2 como ag y
a;. Después de cada actualizacién de la matriz (en paralelo) se hard un movimiento
de columnas de acuerdo a la ordenacion par-impar que se esta utilizando, con lo que,
en cada paso, pares de columnas correspondientes a pares de indices en la ordenacién
estardan en un mismo bloque de columnas, pero no realizamos un movimiento de filas,
con lo que la posicion que ocupan las filas correspondientes al par de indices g-ésimo
vendra dada por (u,v). De este modo, si consideramos las columnas agrupadas en
b bloques, cada uno de ellos de 2 columnas, y numerados en cada procesador de 0
hasta b — 1, en el algoritmo 4.2.5 se utiliza el indice m para recorrer los bloques de
pares de columnas, y ¢ se utiliza para recorrer los 7 pares de indices de la ordenacion
en el paso i-ésimo, y obtener el par (u,v) de filas (y columnas) correspondientes a



116 INTRODUCCION

ese par de indices, con lo que la matriz 2 x 2 de columnas ag y a; en el bloque m
se actualiza premultiplicando por los parametros correspondientes al ¢-ésimo par de
indices y postmultiplicando por los correspondientes al par de indices (br 4+ m)-ésimo.

Algoritmo 4.2.6 Transferir columnas (r).
Sl mod2=0
enviar columna a P_1) mod p
recibir columna de P(,,_H) mod p
EN OTRO CASO
recibir columna de P(,,_H) mod p
enviar columna a P_1) mod p

FINSI

Aqui habria también transferencias de columnas entre bloques consecutivos, de-
terminadas por el algoritmo de actualizacién de indices (algoritmo 4.2.1), pero sélo se
realiza transferencia entre procesadores distintos cuando se transfieren columnas del
bloque cero de cada procesador.

4.2.2 Costes tedricos

Usaremos el flop (tiempo necesario para ejecutar una operacion en coma flotante) como
unidad de medida para el tiempo aritmético.

En cada paso del algoritmo, cada procesador calcula b rotaciones de Givens, siendo
bn
2
que requiere 12nb flops. Ademas, al finalizar cada barrido, el cédlculo de of f(A) tiene

e % flops. Por tanto, el coste aritmético por barrido, despreciando los

b= ;—p, con un coste de 116 flops y a continuaciéon actualiza 2+ submatrices 2 x 2, lo

un coste d
términos de menor orden, viene dado por

_ 60’ 13n?
p 2p
Para evaluar el tiempo de comunicacion suponemos que el envio de n datos desde

T, flops. (4.2.3)

un procesador a un procesador vecino cuesta un tiempo 4+ nr, donde 3 representa el
tiempo de establecimiento de la senal y 7 el requerido para enviar un dato (trabajaremos
con nimeros reales en doble precisién). Ademads, supondremos a lo largo de todo el
trabajo que los enlaces son simples (un procesador sélo puede enviar o recibir en un
momento dado por un dnico enlace).

El coste de las comunicaciones en cada paso, utilizando los procedimientos di-
fundir rotaciones y transferir columnas descritos en la subseccién anterior sera:
(p — 1)(28 + 4b7) para la difusion de los pardmetros de las rotaciones, 23 + 2n7 para
la transferencia de columnas, y al final de cada barrido 4p(3 + 7) para el célculo de
of f(A).

Por tanto, el coste de las comunicaciones por barrido viene dado por
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T.=2n(p+1)8 +4n*r (4.2.4)

donde hemos despreciado los términos de orden inferior.
Como el coste aritmético por barrido del algoritmo secuencial puede ser aproximado
por T} = 3n? flops, podemos obtener la siguiente cota superior de la eficiencia

FE :L< Iy

Yop(TL+T.) ~ pl

El algoritmo estudiado se puede modificar ligeramente para implementarlo sobre

un hipercubo. La distribucion de los datos se hard segun el esquema utilizado para
un anillo pero considerando el anillo inmerso en el hipercubo. La tnica diferencia sera
el procedimiento difundir rotaciones, que en este caso sera una difusion en la que

1
< — . 4.2.5
<3 (4:2.5)

se utilizan las caracteristicas del hipercubo, con lo que tendra un coste de 2log, p3 +
4(p — 1)br. Los costes del algoritmo sobre hipercubo y sobre anillo sélo difieren en el
término que aparece multiplicado por 3, que viene dado en el caso de hipercubo por
2n(1 + log p). Por tanto el algoritmo sobre hipercubo debe tener, teéricamente, mayor
eficiencia que el de anillo para valores de p > 2.

Si se quiere calcular también los vectores propios habra que acumular las rotaciones
haciendo la multiplicacién QrQr_1 ... 201, v esto se puede hacer almacenando todos
los procesadores la matriz donde se acumulan las rotaciones por filas en el sistema de
procesadores, es decir almacenando cada procesador % datos, lo que representa 6?” flops

por actualizacién, y un coste adicional por barrido del orden de 3n’ flops. De cualquier
modo, como lo que nos interesa en este trabajo es la explotacién de la simetria, y la
acumulacion de las rotaciones se hace de manera idéntica tanto si se explota la simetia
como si no se explota, no analizaremos (en general y salvo que se diga lo contrario) el
calculo de los vectores propios.

4.2.3 Resultados experimentales

Hemos implementado el algoritmo para anillo unidireccional (JaEsPaNsAnCoPi) en un
PARSYS SN-1040 basado en Transputers T800, un iPSC/2 y un iPSC/860.

Las implementaciones se han hecho asignando a cada procesador b bloques conse-
cutivos, siendo b par y pb = % y por tanto las implementaciones serviran para valores
de n multiplos de cuatro. Esto no es un inconveniente pues, en otro caso, se pueden
anadir las filas y columnas de ceros, con unos en la diagonal, que hagan falta.

Los resultados que se muestran han sido obtenidos con programas en C y primiti-
vas de comunicacion. Corresponden en todos los casos, y a lo largo de todo el trabajo
mientras no se diga lo contrario, a resultados obtenidos calculando sélo los valores pro-
pios. Se han utilizado matrices densas de distintos tamanos generadas aleatoriamente,
con datos en doble precision con valores entre -10 y 10.
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tamanos: 64 128 192 256 320
JaEsPaNsAnCoP1 2 | 3.75 | 29.12 | 97.12 | 226.12 | 439.77
JaEsPaNsAnCoP14 | 1.95 | 14.69 | 49.37 | 116.12 | 219.66
JaEsPaNsAnCoP18 | 1.08 | 7.73|24.90 | 58.14 | 112.18
JaEsPaNsAnCoP1 16 | 0.66 | 4.23 | 13.60 | 31.10 | 59.71
JaEsSeSiFi 3.46 | 27.11 | 91.49 | 217.91 | 424.38

Tabla 4.2.1:  Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) del algoritmo

JalEsPaNsAnCoPi. En el PARSYS SN-1040.

tamanos: 64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFsPaNsAnCoPi 2 46 | 155 | 367 | 716 | 1233 | 1957 | 2922
JaFsPaNsAnCoPi 4 26 | 78| 185|359 | 620 | 982 | 1464
JaFsSeSiFi 421 143 | 342 | 668 | 1156 | 1838 | 2745

Ty w| >

Tabla 4.2.2: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) del algoritmo

JaEsPaNsAnCoPi. En el iPSC/2.

En la tabla 4.2.1 aparecen los resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 cuando
se utilizan 2, 4, 8 y 16 Transputers y matrices cuadradas de tamanos 64, 128, 192, 256
y 320. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos de ejecucion por barrido y
en segundos. También figuran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que
explota la simetria (JaEsSeSiFi).

En la tabla 4.2.2 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/2 utilizando 2 y
4 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundos
por barrido. También figuran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que
explota la simetria.

En la tabla 4.2.3 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/860 utilizando 2, 4,
8 y 16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundos
por barrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizaciéon de la matriz. También figuran
los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetria.

En la tabla 4.2.4 se muestran los valores obtenidos de la eficiencia en el PARSYS
SN-1040. Se observa que no se llega a una eficiencia de 0.5, tal como se deduce del
estudio teodrico del algoritmo. También se aprecia que al aumentar el tamano de las
matrices aumenta la eficiencia pero al aumentar el numero de procesadores disminuye,
debido fundamentalmente a las difusiones de los parametros de las rotaciones.

En la tabla 4.2.5 se muestran los valores obtenidos de la eficiencia en el iPSC/2, y
en la 4.2.6 las eficiencias obtenidas en el iPSC/860. Se observan los mismos fenémenos
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64 | 128 | 192 256 320 384 448 512
JaFsPaNsAnCoPiB1 2 | 0.99 | 2.14 | 5.48 | 12.00 | 22.20 | 37.77 | 59.03 | 93.16
JaFsPaNsAnCoPiB1 4 | 1.19 | 1.73 | 3.13 | 6.93 | 12.41 | 20.34 | 31.55 | 48.13
JaFsPaNsAnCoPiB1 8 | 0.78 | 1.42 | 2.63 | 4.81 | 7.76 | 12.38 | 18.34 | 27.48
JaFsPaNsAnCoPiB1 16 | 0.78 | 1.20 | 2.01 | 4.17 | 6.21 | 9.19 | 12.63 | 17.77
JaFsSeSiFiB1 0.39 | 1.14 | 3.80 | 9.36 | 20.04 | 35.35 | 60.23 | 88.19

Tabla 4.2.3: Tiempos de ejecuciéon

JaEsPaNsAnCoPiB1. En el iPSC/860.

por barrido

64 128 192 256 320
JaEsPaNsAnCoP1 2 | 0.462 | 0.465 | 0.471 | 0.482 | 0.482
JaEsPaNsAnCoP14 | 0.444 | 0.462 | 0.463 | 0.469 | 0.483
JaEsPaNsAnCoP1 8 | 0.402 | 0.438 | 0.459 | 0.468 | 0.473
JaEsPaNsAnCoPi1 16 | 0.327 | 0.400 | 0.420 | 0.438 | 0.444

Tabla 4.2.4: Eficiencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPi

que en el PARSYS SN-1040.

(en segundos) del algoritmo

. En el PARSYS SN-1040.

Las eficiencias obtenidas en los iPSC son menores que las obtenidas en el PARSYS
SN-1040 debido a un mayor coste de las comunicaciones en relacion con el coste arit-
mético en los iPSC. En el iPSC/860 el uso de BLAS 1 reduce el tiempo aritmético,
lo que produce un aumento del coste de las comunicaciones en relacién con el coste
aritmético y por tanto una reduccion en la eficiencia. Ademads, al usar mas procesadores

disminuye el tamano de los vectores sobre los que actia drot en la premultiplicacion de
los vectores fila, habiendo por tanto un peor uso de BLAS 1 (y también una reduccion
en la eficiencia) al aumentar el nimero de procesadores.

64

128

192

256

320

384 448

512

JalEsPaNsAnCoPi 2 | 0.446 | 0.463

0.462

0.466

0.467

0.469 | 0.469

0.469

JakEsPaNsAnCoPi 4 | 0.403 | 0.447

0.457

0.463

0.464

0.466 | 0.468

0.469

Tabla 4.2.5: Eficiencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPi. En el iPSC/2.
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64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFsPaNsAnCoPiB1 2 | 0.20 | 0.27 | 0.35 | 0.39 | 0.45 | 0.47 | 0.51 | 0.47
JaFsPaNsAnCoPiB1 4 | 0.10 | 0.16 | 0.30 | 0.34 | 0.40 | 0.43 | 0.48 | 0.46
JaFsPaNsAnCoPiB1 8 | 0.06 | 0.10 | 0.18 | 0.24 | 0.32 | 0.36 | 0.41 | 0.40
JaFsPaNsAnCoPiB1 16 | 0.03 | 0.05 | 0.12 | 0.14 | 0.20 | 0.24 | 0.30 | 0.31

Tabla 4.2.6: Eficiencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPiB1. En el iPSC/860.

4.3 En malla

La ordenacion que utilizaremos para obtener un método de Jacobi paralelo en una
malla abierta y cuadrada de procesadores, sin explotar la simetria, sera la Round-
Robin (el algoritmo sera el JaEsPaNsMaCuRr). Esta ordenacion nos permite utilizar
una malla abierta aunque a costa de algunos movimientos adicionales de datos (comu-
nicacion en los dos sentidos en las filas y columnas de procesadores). De manera similar
se podrian disenar algoritmos usando alguno de los otros érdenes de Jacobi analiza-
dos, necesitandose con algunos de ellos que la malla se encuentre cerrada formando la
topologia de toro.

Al igual que con el algoritmo para anillo estudiado, la maxima eficiencia que se
puede alcanzar en el cédlculo de los valores propios utilizando este esquema sera del
50%, y en el calculo de los valores y vectores propios del 66%.

4.3.1 Esquema del algoritmo
Distribucién de los datos

Suponemos que se dispone de un multiprocesador con memoria distribuida formado
por p = r? procesadores, situados en r filas y r columnas numeradas de 0 a r — 1.
Denotaremos a cada procesador por su indice de fila y de columna en el sistema. Cada
procesador FP;; esta conectado a los procesadores P,y ;, Piy1;, Pij-1 vy P jt1, con
1 —1>20,i+1<r—-1,7—-1>20y7+1<r—1.

La matriz A de tamano n x n se divide en bloques de la forma

Ao Aot ... Aok
A A .0 A

= . . ] . (4.3.1)
Ao Apm .. A

con k =r —1. Cada bloque A;; tiene dimension * x 2,y se asigna al procesador F;.
Con esta distribucion tendremos elementos simétricos en procesadores distintos y
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no sera posible explotar la simetria.

Diseno del algoritmo

Igual que en el algoritmo para anillo, el método consiste en realizar sucesivos barridos
hasta que se alcanza la convergencia, de acuerdo a un criterio determinado, y en cada
barrido cada elemento no diagonal es anulado una vez. Cada barrido esta dividido en
un nimero fijo de pasos, que con la ordenacion Round-Robin es n — 1 si el tamano de
la matriz es n X n. En el algoritmo para malla sélo los procesadores en la diagonal
principal de procesadores calculan rotaciones de Givens, por lo que en esta parte se
produce un mal balanceo de la carga, y difunden los parametros que han calculado
a los demas procesadores en la misma fila y columna de procesadores. Después de
la difusion, la actualizacion de la matriz se realiza trabajando en paralelo todos los
procesadores. Finalmente, se realiza una transferencia de columnas y de filas entre
procesadores vecinos, para obtener la nueva agrupacion de datos de acuerdo a la nueva
agrupacion de indices de la ordenacion Round-Robin.
De este modo, un esquema del algoritmo seria el siguiente.

Algoritmo 4.3.1 FEsquema del método de Jacobi en una malla abierta de procesadores,
sin explotar la simetria.

EN PARALELO: PARA i =0,...,r—1;j=0,...,r — 1 EN Py

REPETIR
PARAk=1,....n—1
Sli=y
Calcular rotaciones
FINSI

Difundir parametros (¢, 7)
Actualizar matriz
Transferir columnas (¢, 7)
Transferir filas (¢, )
FINPARA
HASTA of f(A) < COT A

En este caso el célculo de of f(A) se llevard a cabo calculando cada procesador
el valor de of f(A) de la parte de matriz que contiene, haciéndose una acumulacién
para obtener of f(A) en el procesador Py, y difundiendo desde Py al resto de los
procesadores la informacion sobre si se ha alcanzado o no la convergencia.

A diferencia del algoritmo para anillo (4.2.2), en el algoritmo para malla, después
de la actualizacién de la matriz se realiza un movimiento de datos por filas y colum-
nas. En este movimiento de filas y columnas habra transferencias externas entre los
procesadores, y movimientos de datos en la memoria de cada procesador, de manera
que después de la transferencia de datos las filas y columnas deben estar almacenadas
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0 P 2—=4—=6—">=8=10=> 12 = 14\ 0 1 2 4 6 8 10 12
1l=-3<=-5<=7<=-9=—11<=-13=-15 3 5 7 9 11 13 15 14
0 0
/1 3
2 1

¢9 11

10 8
Vo 13
12 10
y V 15
1 12
§15 14
a) b)

Figura 4.3.1: Movimiento de filas y columnas tras un paso del algoritmo para malla,
conn =16y p = 4: a) distribucién de las filas y columnas antes del movimiento de
datos, b) distribucion después del movimiento de datos.

en el sistema de procesadores en el orden dado por el conjunto de pares de indices
de ese paso. FEn la figura 4.3.1 se muestra el movimiento de datos cuando n = 16 y
tenemos una malla de 4 procesadores, suponiendo que inicialmente los pares de indices
son {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7),(8,9),(10,11),(12,13),(14,15)} (figura 4.3.1.a) y tras el
movimiento de datos el nuevo conjunto de pares de indices es
{(0,3),(1,5),(2,7),(4,9),(6,11),(8,13),(10,15),(12,14)} (figura 4.3.1.b). De este
modo, los elementos a anular en cada paso (y los elementos necesarios para calcu-
lar los parametros de las rotaciones) se encuentran almacenados siempre en bloques de
tamano 2 x 2 dentro de la diagonal principal de bloques 2 x 2 de la memoria, con lo
que no es necesario utilizar parametros en los procedimientos de cdlculo de rotaciones
y actualizacion de la matriz que aparecen en el algoritmo 4.3.1.

Cédigo del algoritmo paralelo

Los procedimientos usados en este algoritmo tienen los siguientes significados.

Algoritmo 4.3.2 Calcular rotaciones (Sélo trabajan los procesadores diagonales).
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PARA m =10,2,4,...,% =2
Computar parametros de rotaciones que anulan @, y41 Y @miy1,m

FINPARA

En el algoritmo 4.3.2 suponemos que cada matriz A;; se almacena localmente como

(aij)izo,l,...,%—l; j=0,1,..., 2—1-

La difusion de los parametros es una difusion desde procesadores en la diagonal
principal a los demas procesadores en la misma fila y columna (algoritmo 2.2.11 y

figura 2.2.12).

Algoritmo 4.3.3 Actualizar matriz.

PARAm=0,1,2,...,2 — 1

? 2r

— 7
PARA ¢=10,1,2,..., 2 —1
a2m72q a?m,?q—l—l _ Cm Sm a2m72q a?m,?q—l—l cq _Sq
A2m+41,29 A2m+1,2¢9+1 A2m+41,29 A2m+1,2¢9+1 Sq €4

FINPARA
FINPARA

—Sm  Cm

La transferencia de columnas se realiza como en el algoritmo de comunicacién
entre procesadores adyacentes por filas (algoritmo 2.2.13), siendo los datos a enviar
columnas de los bloques cuadrados que contienen los procesadores. La transferencia de
filas se realiza de manera similar, consistiendo en una comunicacién entre procesadores
adyacentes por columnas.

4.3.2 Costes teodricos
277‘_7,

, . 2 .
de 1;—: flops. Después, cada procesador actualiza Z—p submatrices 2 X 2 con un coste de

En cada paso, cada procesador diagonal calcula 2 rotaciones de Givens con un coste

% flops. Ademas, después de cada barrido tendremos un coste de % + 2r — % -2
flops, debido al calculo de of f(A).

Por tanto, el coste por barrido puede aproximarse por

3
T, = on” + (i — é) n?  flops. (4.3.2)
2p p

En cada paso, la difusion de los parametros de las rotaciones tiene un coste r@+nr,
la transferencia de columnas tiene un coste 43+ 47”7', y la transferencia de filas un coste
46+ 47”7'. Al final de cada barrido tenemos un coste de 2(r —1)(3+ 7) debido al célculo
de of f(A).

De este modo, podemos aproximar el coste por barrido de las comunicaciones como
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T. = (VB +8)nf + (1 + %) i (4.3.3)

Se obtiene la misma cota superior para la eficiencia obtenida para el algoritmo

JaEsPaNsAnCoPi (expresion 4.2.5).

4.3.3 Resultados experimentales

Hemos implementado el algoritmo JakEsPaNsMaCuRr en el PARSYS SN-1040, el
iPSC/860 y el Touchstone DELTA.

Se ha realizado el mismo tipo de experimentos que con el algoritmo JaksPaNsAn-
CoPi: los programas se han hecho en C con primitivas de comunicacién, y se han
hecho tests con matrices densas generadas aleatoriamente con datos entre -10 y 10 y
con distintos tamanos de matriz.

En la tabla 4.3.1 aparecen los resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 cuando
se utilizan mallas de 4, 9 y 16 Transputers. Los resultados que aparecen en la tabla
corresponden a tiempos de ejecucion en segundos por barrido. También figuran los
tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetria.

96 192 288 384
JaEsPaNsMaCuRr 4 6.92 | 52.12 | 172.65 | 405.04
JaEsPaNsMaCuRr 9 3.49 | 24.81 | 80.40 | 186.79
JaBEsPaNsMaCuRr 16 | 2.15 | 14.62 | 46.69 | 107.59
JaEsSeSiFi 10.82 | 84.89 | 285.48

Tabla 4.3.1: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-
MaCuRr. En el PARSYS SN-1040.

En la tabla 4.3.2 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/860 utilizando 4 y
16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundos por
barrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizacion de la matriz. También figuran
los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetria.

En la tabla 4.3.3 aparecen los resultados obtenidos en el Touchstone DELTA uti-
lizando 4, 9 y 16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos
en segundos por barrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizacién de la matriz.
También figuran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la
simetria.

En la tabla 4.3.4 se muestran los valores obtenidos de la eficiencia en el PARSYS
SN-1040. Se observa que no se llega a una eficiencia de 0.5, tal como se deduce del
estudio tedrico del algoritmo. Se aprecian los mismos fenémenos que con el algoritmo
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64 | 128 | 192 | 256 320 384 448 512
JaFEsPaNsMaCuRrB1 4 | 0.79 | 1.53 | 3.55 | 7.45 | 13.82 | 23.16 | 36.97 | 54.96
JaFsPaNsMaCuRrB1 16 | 0.79 | 1.01 | 1.82 | 3.29 | 5.02 | 8.03 | 11.69 | 16.41
JaFsSeSiFiB1 0.39 | 1.14 | 3.80 | 9.36 | 20.04 | 35.35 | 60.23 | 88.19

Tabla 4.3.2: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-
MaCuRrB1. En el iPSC/860.

192 384 576 768 960
JaEsPaNsMaCuRrB1 4 | 3.01 | 22.76 | 81.29 | 193.60 | 409.18
JaEsPaNsMaCuRrB1 9 | 1.59 | 10.23 | 33.38 | 81.31 | 159.36
JaBEsPaNsMaCuRrB1 16 | 1.01 | 6.23 | 18.95 | 44.70 | 92.39
JaEsSeSiFiB1 3.83 | 35.36 | 135.09 | 306.29 | 646.29

Tabla 4.3.3: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-
MaCuRrB1. En el Touchstone DELTA.

para anillo: que al aumentar el tamano de las matrices aumenta la eficiencia pero al
aumentar el numero de procesadores disminuye.

96 192 288
JaEsPaNsMaCuRr 4 | 0.391 | 0.407 | 0.414
JaEsPaNsMaCuRr 9 | 0.344 | 0.380 | 0.395
JaEsPaNsMaCuRr 16 | 0.316 | 0.363 | 0.382

Tabla 4.3.4: Eficiencia del algoritmo JalEsPaNsMaCuRr. En el PARSYS SN-1040.

En la tabla 4.3.5 se muestran los valores obtenidos de la eficiencia en el iPSC/860,
y en la 4.3.6 las eficiencias obtenidas en el Touchstone DELTA. Los resultados son simi-
lares a los obtenidos con el PARSYS SN-1040, pero se obtienen mejores prestaciones (al
aumentar el tamano de las matrices) en el iPSC/860 y en el Touchstone DELTA, debido
a que estas maquinas permiten realizar comunicaciones mas rapidas. Ademads, como ya
vimos con JaFsPaNsAnCoPi, para un mismo tamano de matriz y tamanos pequenos,
se obtienen mejores eficiencias en el PARSYS SN-1040 por los motivos ya senalados.
Aunque el iPSC/860 y el Touchstone DELTA estan basados en el procesador 1860, se
obtienen mejores eficiencias en el Touchstone DELTA, principalmente al aumentar el
tamano del sistema, debido a que este permite un menor tiempo de comunicacion.
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64 | 1283 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JalEsPaNsMaCuRrB1 4 | 0.12 [ 0.19 | 0.27 | 0.31 | 0.36 | 0.38 | 0.41 | 0.40
JalEsPaNsMaCuRrB1 16 | 0.03 | 0.07 | 0.13 | 0.18 | 0.24 | 0.28 | 0.32 | 0.34

Tabla 4.3.5: Eficiencia del algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En el iPSC/860.

192 | 384 | 576 | 768 | 960
JaEsPaNsMaCuRrB1 4 | 0.32 | 0.39 | 0.42 | 0.40 | 0.39
JaEsPaNsMaCuRrB1 9 | 0.27 | 0.38 | 0.45 | 0.42 | 0.45
JaEsPaNsMaCuRrB1 16 | 0.24 | 0.35 | 0.45 | 0.43 | 0.44

Tabla 4.3.6: Eficiencia del algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En el Touchstone DELTA.

Para analizar las prestaciones de este algoritmo cuando aumenta el nimero de
procesadores, mostramos en la tabla 4.3.7 los Mflops por nodo obtenidos al ejecutar el
programa en el Touchstone DELTA con mallas de distintos tamanos y con dimensions
de la matriz alrededor de 1100. Se observa que las prestaciones por nodo disminuyen al
aumentar el tamano de la malla. Esto es normal en computacion paralela, pero en este
caso esta reduccion se puede deber en buena parte a que en sistemas de mayor numero
de procesadores cada procesador trabaja con submatrices mas pequenas obteniéndose
menos beneficio del uso de BLAS 1. De cualquier modo, el algoritmo para malla
presenta buena escalabilidad.

4.4 Conclusiones

De la comparacion de los resultados obtenidos con los dos algoritmos en el PARSYS
SN-1040 (tablas 4.2.1 y 4.3.1) e iPSC/860 (tablas 4.2.3 y 4.3.2) no se puede dedudir
que uno de los dos algoritmos sea mejor que el otro, aunque al aumentar el numero de
procesadores el algoritmo para malla se comporta mejor que el de anillo, debido a la
buena escalabilidad del algoritmo de malla (tabla 4.3.7). En la tabla 4.4.8 mostramos
el cociente entre los tiempos obtenidos con el algoritmo para anillo y para malla en
el iPSC/860. Se observa que al aumentar el nimero de procesadores este cociente
aumenta, lo que da idea de la mejor escalabilidad del algoritmo para malla. Que no
se note esta mejora con pocos nodos es comprensible si tenemos en cuenta que en
el algoritmo de malla (aun siendo escalarmente mejor) hay zonas en que la carga no
esta balanceada. Ademas, en la transferencia de datos se hace transferencia de filas y
columnas y, al usar la ordenacion Round-Robin, cada procesador (salvo los extremos)
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PROCESADORES 1 4 9 16
Mflops/nodo 4.06 | 3.20 | 3.40 | 3.51
Tamano matriz 1152 | 1086 | 1104 | 1088
PROCESADORES 25 36 49 64
Mflops/nodo 3.57 | 3.68 | 3.80 | 3.37
Tamano matriz 1200 | 1248 | 1232 | 1296
PROCESADORES 81| 100 | 121 | 144
Mflops/nodo 3.51 | 3.53 | 3.50 | 3.83
Tamano matriz 1152 | 1120 | 1232 | 1152
PROCESADORES | 169 | 196 | 225 | 256
Mflops/nodo 3.08 | 3.09 | 3.02 | 2.56
Tamano matriz 1040 | 1120 | 1200 | 1024

Tabla 4.3.7: Mflops por nodo obtenidos con el algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En el
Touchstone DELTA.

envia y recibe datos en los dos sentidos, tanto en la comunicacién de filas como en la
de columnas.

64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
4 nodos | 1.50 | 1.13 | 0.88 | 0.85 | 0.89 | 0.87 | 0.85 | 0.87
16 nodos | 0.79 | 1.18 | 1.10 | 1.00 | 1.23 | 1.14 | 1.08 | 1.08

Tabla 4.4.8: Cociente entre los tiempos de ejecucion de los algoritmos JaEsPaNsAn-

CoPiB1 y JaEsPaNsMaCuRrB1. En el iPSC/860.

Por otra parte, si hacemos un estudio teérico del speed-up escalado (speed-up
cuando el numero de procesadores y el tamano del problema aumentan proporcional-
mente [117, 72]), obtenemos que, si p = kn siendo p el niumero de procesadores, n el
tamano de la matriz y k una constante, el speed-up escalado del algoritmo de anillo es

3k (4.4.4)
6+ 2K23 + 4kt 7 o
y el del algoritmo de malla
3k
. noo, (4.4.5)

con lo que comprobamos que el algoritmo de malla presenta mejor escalabilidad.
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Capitulo 5

EXPLOTACION DE LA
SIMETRIA EN ANILLO

En los algoritmos que hemos analizado en el capitulo anterior no se explota la si-
metria de la matriz, por lo que la eficiencia esta acotada superiormente por 0.5 cuando
se calculan los valores propios, y por 0.66 cuando se calculan los valores y vectores
propios. Para poder explotar la simetria de las matrices y obtener de este modo al-
goritmos tedricamente optimos necesitaremos almacenar elementos simétricos en un
mismo procesador, con lo que no sera necesaria la actualizacién de toda la matriz, sino
solo de la parte triangular superior o inferior. Mostraremos algunos esquemas de alma-
cenamiento que nos permitiran explotar la simetria, dividiendo de este modo el coste
aritmético por dos, aunque esto se hard a costa de empeorar las comunicaciones. Por
ello, con estos esquemas de almacenamiento se debe conseguir no sélo la divisién por
dos del tiempo aritmético, sino también que el coste de las comunicaciones no aumente
considerablemente con respecto a los algoritmos que no explotan la simetria.

5.1 Esquemas de almacenamiento

En esta seccion estudiaremos algunos esquemas de almacenamiento que permitiran
explotar la simetria de la matriz en anillo (o topologias relacionadas como array lineal,
o anillo con un host conectado con todos los procesadores, anillo inmerso en hipercubo,
...). Analizaremos tres esquemas de almacenamiento, por codos, por marcos y por
antidiagonales.

Para disenar algoritmos utilizando estos esquemas de almacenamiento hay que
tener en cuenta la ordenacién que se utiliza en el método de Jacobi ciclico, por lo
que es necesario combinar el esquema de almacenamiento, la ordenacién y la
topologia. Es necesario combinar estos tres factores porque cada uno de ellos influye
en los demas. Por ejemplo, la ordenacion que se use determinara el movimiento de datos
entre dos pasos consecutivos del algoritmo, movimiento que vendra determinado por el

127
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movimiento de indices de la ordenacién, y la cantidad de comunicaciones que implica
este movimiento de datos vendra determinada por el esquema de almacenamiento, pues
éste determina donde estan los datos inicialmente y donde deben quedar después de la
transferencia y, ademas, la forma en que se llevan a cabo las comunicaciones de datos
viene determinada por la topologia.

En las secciones sucesivas de este capitulo mostraremos como es posible combinar
estos tres factores para disenar algoritmos de Jacobi que exploten la simetria de la
matriz en un anillo de procesadores. La diferencia en las prestaciones que se obtienen
con los diferentes esquemas en anillo son minimas, ya que con todas ellas se alcanza una
eficiencia tedrica del 100%, por lo que se disenaran algoritmos que usan los esquemas
de antidiagonales y marcos, y de manera similar se pueden disenar algoritmos con
el esquema por codos o con otros esquemas que permitan explotar la simetria.

Para obtener la topologia 6ptima asociada a cada esquema de almacenamiento hay
que tener en cuenta la ordenacion que se use y el esquema del algoritmo, que seguira
siendo el que vimos en el capitulo anterior en un anillo de procesadores (y usaremos la
ordenacién par-impar), aunque habra que determinar el funcionamiento de cada uno
de los procedimientos, lo que se hara cuando estudiemos el diseno de los algoritmos
que utilizan los esquemas de almacenamiento que proponemos.

5.1.1 Almacenamiento por codos

Para obtener este esquema se divide la matriz de tamano n xn en 3 codos (figura 5.1.1)
que llamaremos C; con i = 0,...,2—1, conteniendo cada codo elementos de dos filas y
dos columnas consecutivas. El codo C; contendra los elementos de las filas y columnas
21y 2t + 1 que no pertenezcan a ninguna fila o columna j con j =0,...,2t — 1. Si se
distribuye la matriz en los procesadores por codos, elementos simétricos estaran en un
mismo procesador (por tanto sélo hace falta almacenar la parte triangular superior o
inferior de la matriz). Para que la distribucion de los datos sea balanceada agruparemos
los codos por parejas que formaran un bloque, obteniendose de este modo % bloques
que llamaremos B;, siendo B; = C;UCe_y_;, con 1 = 0,...,5 — 1 (figura 5.1.1). De
este modo se agrupan el mayor y el menor codo en el mismo bloque, etc ..., y si
consideramos n = 4pb con p el numero de procesadores y b un numero natural, se
pueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo F; los bloques
B; con j =1ib,...,(1+1)b—1, y estando el bloque B; almacenado en P; 4, , (figura
5.1.1).

Topologia asociada

Con este esquema la transferencia de columnas entre los codos no es suficiente. Por
ejemplo, si suponemos una matriz 8 x 8, dos procesadores y distribucién inicial de
los datos {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7)}, v usamos la ordenacién par-impar, inicialmente la
distribucion de los datos en los procesadores es la que se muestra en la figura 5.1.2.a),
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Cn/4—1 Bn/4—1 Pp—l
C11/4 Bn/4—1Pp—1

Coja2 B Py
Cosaa1 Bo Py

Figura 5.1.1: Esquema de almacenamiento por codos.
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0 %1 %2 B3 B4 Y5 Y6 W7 P 80 %3 %2 %5 B4 B7 %6 Y01 P 0 %3 B2 %5 %4 Y7 %6 Y01 P
Ao Yy N3y Mgy O Aoz A5, gy 0 8383383 Ag5 Agy Agp A3g 3y 0
890 821 D2 L3 Bg Y5 Dg A7 890 B3 L2 A5 8yq D7 86 Ay 890 823 B2 A5 Aq By A Ay
830 83 A3 B33 834 35 A3 Az 830 833 A3 Az A3y A3y 3 83 850 353 %52 A5 I54 I57 856 5
A0 4 Y2 Y3 Uq Y5 Y Y7 b A0 Y3 M2 Y5 Mg H7 Y6 Y b A0 Y3 Y2 Us Mg Y7 Y6 Y b
850 31 &2 %3 a4 I5 &6 A7 850 353 %52 &5 854 &7 856 %5 8rg 873 379 Arp 74 377 876 A7)
%0 % %2%3%4%1%6%7}) a6086£a62a65a64a6ia66a61 P %0%:%2%5%4%?66%1 P
70 871 72 %73 E;74 a7 876 &7 0 870 873 87y a75];)74 gy 0 Aoz a5 dy ;‘1431 gy O
a C

Figura 5.1.2: Movimiento de filas y columnas para recomponer la simetria: a) dis-
tribucion inicial de los datos, b) distribucién de los datos tras el movimiento de colum-
nas, c) distribucion de los datos tras la transferencia de filas.

donde elementos simétricos estan en el mismo procesador, con lo que se puede explotar
la simetria. Tras el movimiento de datos tendremos la nueva agrupacion de indices
{(0,3),(2,5),(4,7),(6,1)}, con lo que el primer codo debe contener elementos de las
filas y columnas 0 y 3, el segundo de las filas y columnas 2 y 5, etc..., pero intercam-
biando sélo columnas se obtendria la distribucion que se muestra en la figura 5.1.2.b),
donde se ve que se ha perdido la simetria en el almacenamiento de los datos (por
ejemplo, el elemento a3, estda en Py pero su simétrico, ays, estd en Fp), por lo que es
necesario un movimiento de filas de manera que se obtenga la distribucion de la figura
5.1.2.¢), con lo que se tienen de nuevo elementos simétricos en el mismo procesador.

Por tanto, se necesitara de un movimiento de columnas y el mismo movimiento de
filas de acuerdo con la ordenacion que se esté usando. De este modo se aumentaria el
coste de las comunicaciones si se ejecuta el algoritmo de Jacobi, pero probablemente
este coste es de menor orden que el coste aritmético, con lo que la eficiencia tedrica de
un algoritmo que use este esquema de almacenamiento serda del 100%.

Tras el movimiento de datos (de filas y columnas) los elementos con los que se
calculan las nuevas rotaciones de Givens estan siempre en la misma posicion, en bloques
de la diagonal principal de la matriz si esta se divide en bloques 2 x 2.

Para determinar la topologia a emplear es necesario estudiar las transferencias de
filas y columnas, pues la comunicacién de las rotaciones de Givens y de of f(A) se
realizan por medio de difusiones.

La topologia dependera de la ordenacion que se use ademas del esquema de alma-
cenamiento. Ya que consideramos la ordenaciéon par-impar, el bloque By transfiere
una columna de Cy de la que deben transferirse datos a todos los demas codos y por
lo tanto a todos los procesadores. Se necesita por tanto que un procesador esté comu-
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nicado con todos los demds. Para hacer esto de forma eficiente el bloque B; transfiere
datos a By y B, el By a By y Bs, etc ...,y el Bu_y a Bz_y y a si mismo.

De este modo, la topologia adecuada para este esquema de almacenamiento usando
la ordenacién par-impar seria la de la figura 5.1.3 (con otras ordenaciones pueden ser
necesarias otras topologias, por ejemplo con la Round-Robin sélo se necesitaria un
array lineal).

=

/

P P == .... == P
2

Figura 5.1.3: Topologia asociada al esquema de almacenamiento por codos usando la
ordenacién par-impar.

Costes tedricos

Para el estudio de los costes tedricos hay que tener en cuenta que el método de Jacobi
que consideramos tiene el mismo esquema que el método sin explotacién de la simetria
del capitulo anterior, por lo que usa la ordenacién par-impar, aunque el esquema de
almacenamiento es por codos.

Estudiamos el coste aritmético y de las comunicaciones en el calculo de los valores
propios, pues el del calculo de los vectores propios no varia con respecto a los algoritmos
que no explotan la simetria.

Para estudiar el coste aritmético, si tenemos en cuenta que en cada procesador
hay b bloques y que por cada bloque se calculan dos rotaciones de Givens, en cada
procesador se calculan 2b rotaciones de Givens, lo que se traduce en 22b flops. Como el

nimero de pasos por barrido es n (con la ordenacién par-impar), el coste por barrido
11n?

. . . 2 . .
En la actualizacién de la matriz, como cada bloque tiene n submatrices 2 x 2 de

del cdlculo de las rotaciones de Givens serd 22bn =

las que n —2 son simétricas, tendremos que actualizar 5+ 1 matrices 2 x 2, necesitando
de 24 flops para la actualizacién de cada una de ellas. Resulta entonces que por bloque
se necesitan 12n + 24 flops, por procesador (12n 4 24)b = % + 6?” flops, y por barrido

3n> 61> ﬂ
- — Hops.
P + P b
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El célculo de of f(A) se hace calculando 2n — 2 cuadrados y sumas por bloque, lo
que hace ”2])_” flops por barrido.
Por tanto, el coste aritmético por barrido sera

T - 3n? N 25n2
P 2p

Para estudiar el coste de las comunicaciones llamaremos (3; v 33 a los costes de

flops. (5.1.1)

inicio de la comunicacién en enlaces con el host (procesador Fy) y en el array lineal
respectivamente, y 71 y 73 a los costes de envio y recepcion de un dato, también con el
host y en el array lineal.

Cada procesador calcula 2b rotaciones de Givens y las difunde a los demas proce-
sadores, con lo que el coste de mandar los parametros de las rotaciones de Givens de
un procesador a otro adyacente en el anillo sera 33 4+ 4b75 y con el host 3y 4+ 4bry.

Supondremos que las comunicaciones entre procesadores del array lineal se hacen
a través de este y las comunicaciones con el host por los enlaces directos.

De este modo, si un procesador sélo puede enviar o recibir un mensaje a la vez
por un enlace (comunicaciones simples), el coste de la difusion de los pardmetros de las
rotaciones en el array seria 2(3z +4bm)(p—2), y si las comunicaciones son multiples (un
procesador puede recibir y enviar a la vez por un enlace) el coste se divide por dos. En
lo que se refiere al host el coste serd: (1 + 4b71)2 si no puede enviar y recibir a la vez
por un enlace (enlace con P;) y puede trabajar con todos los enlaces simultaneamente,
(81 + 4b7y) si puede enviar y recibir a la vez por un enlace y puede trabajar con todos
los enlaces simultédneamente, (3; + 4bmy )p si no puede enviar y recibir a la vez por un
enlace y sélo puede utilizar un enlace cada vez, y (1 + 4b71)(p — 1) si puede enviar y
recibir a la vez por un enlace y sélo puede utilizar un enlace cada vez.

No consideraremos en adelante que se pueda o no enviar y recibir a la vez por un
enlace pues esto sélo afecta al coste en un factor constante.

En la transferencia de las columnas el host transfiere datos a los p— 1 procesadores
restantes y transfiere % datos a cada uno de ellos, lo que lleva un tiempo (31 + %Tl
si puede transferir a todos los procesadores a la vez, 6 (81 + %Tl)(p — 1) si no puede
transferir por todos los enlaces a la vez.

Los procesadores del array transfieren n datos a un procesador adyacente, una
parte al procesador siguiente y otra al anterior. En el caso mas desfavorable de que no
se pueda transferir simultaneamente por los dos enlaces el coste sera 23; 4+ nr,.

Una vez transferidas las columnas se transfieren las filas, con lo que el coste de la
transferencia de datos es dos veces el coste de la transferencia de columnas.

El coste de la transferencia de filas y columnas es max{2(5; + %Tl), 2(26y +nm2)}
o max{2(0; + %Tl)(p —1),2(202 + nma)}, dependiendo de que el host pueda comunicar
con todos los procesadores al mismo tiempo o no.

De este modo, el coste por iteracién serd: max{23; + 27”7'1, 2 ([32 + %7'2) (p—2)}+

mazx{26; + 27”7'1, 4032+ 2n7y} si el host puede comunicar con todos los procesadores a la
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vez y max{ (B + 5m) p.2 (B2 + 52) (0 = 2} +maa{ (261 + 5m) (0 = 1) 4B +207m:)
si el host no puede comunicar con todos los procesadores a la vez. A este coste hay
que sumarle el coste de las comunicaciones en el calculo de of f(A). Pero este coste
no aumenta el orden, por lo que el coste por barrido es de orden O(n?), menor que el
orden del coste aritmético (expresion 5.1.1).

El inconveniente de las comunicaciones con este esquema es que no en todos los
nodos se hacen del mismo modo y no estan equilibradas las transferencias que se hacen
por los distintos enlaces.

Si comparamos los resultados con los obtenidos con el esquema que no explota la
simetria en un anillo (expresiones 4.2.3 y 4.2.4), vemos que se divide por dos el coste
aritmético sin empeorar el orden del coste de las comunicaciones. De cualquier modo,
con el esquema por codos se pueden obtener algoritmos teéricamente 6ptimos tal como
hemos visto con la ordenacién par-impar.

5.1.2 Por marcos

Para obtener este esquema se divide la matriz de tamafio n x n en 7 marcos (figura
5.1.4) que llamaremos M; con ¢ = 0,...,% — 1, conteniendo cada marco elementos de
cuatro filas y cuatro columnas. El marco M, contendra los elementos de las filas y
columnas 27, 2141, n—1—21 y n—2—21 que no pertenezcan a ninguna fila o columna j
conj=0,...,21—1675=n—21,...,n—1. Sise distribuye la matriz en los procesado-
res por marcos, elementos simétricos estaran en un mismo procesador, y por tanto no
es necesario almacenarlos. Para que la distribucion de los datos sea balanceada agru-
paremos los marcos por parejas que formaran un bloque, obteniendose de este modo
5 bloques que llamaremos B;, siendo B; = M;UMz_1_;, con 1 =0,..., 5 —1 (figura
5.1.4). De este modo se agrupan el mayor y el menor marco en el mismo bloque,
etc ..., y si consideramos n = 8pb con p el numero de procesadores y b un numero
natural, se pueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo P;
los bloques B con j = b,...,(i + 1)b — 1, y estando el bloque B; almacenado en

Pi div p (ﬁgura 514)

Topologia asociada

Por idénticas razones que en la seccién anterior, es necesario hacer transferencias de
filas y columnas, y para determinar la topologia a utilizar es suficiente con estudiar
estas transferencias.

Seguimos considerando la ordenacién par-impar. De este modo, de By se transfieren
datos a By, de By a By y By, de By a By y Bs, y asi con los demas bloques, hasta el
Bz_y que transfiere al Bz_5 y al Bz_q, y el Bz_; que transfiere al Bz_», por lo que
sera suficiente con un array lineal con comunicaciones en los dos sentidos (figura 5.1.5).
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Mygi1  Busgi P

M, /g Busgi1 Ppa

My Bi Py

M, /41

By Py

Figura 5.1.4: Esquema de almacenamiento por marcos.

=T
)—U

P P
p-2 p-1

Figura 5.1.5: Topologia asociada al esquema de almacenamiento por marcos usando
la ordenacion par-impar.
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Costes tedricos

También en este caso el método de Jacobi que consideramos tiene el mismo esquema
que el método sin explotacion de la simetria del capitulo anterior, por lo que usa la
ordenaciéon par-impar, aunque el esquema de almacenamiento es por marcos.

Estudiamos el coste aritmético y de las comunicaciones en el calculo de los valores
propios.

Para estudiar el coste aritmético, si tenemos en cuenta que en cada procesador hay
b bloques y que por cada bloque se calculan cuatro rotaciones de Givens, entonces
cada procesador calcula 4b rotaciones de Givens, con un coste de 44b flops. Como el
nimero de pasos por barrido es n (con la ordenacién par-impar), el coste por barrido
del calculo de las rotaciones de Givens serd 44bn = L2

En la actualizacion de la matriz, como cada bloque tiene 2n submatrices 2 x 2 de
las que 2n — 4 son simétricas dos a dos, tendremos que actualizar n + 2 matrices 2 x 2,
necesitando de 24 flops para la actualizacion de cada una de ellas. Resulta entonces
que por bloque se necesitan 24n + 48 flops, por procesador (24n + 48)b = % + 6?”
flops, y por barrido % + % flops.

El célculo de of f(A) se hace calculando 4n — 4 cuadrados y sumas por bloque, lo
que hace ”27_” flops por barrido.

Por tanto, el coste aritmético por barrido sera el mismo de la expresion 5.1.1.

El coste de las comunicaciones es en este caso mas sencillo de estudiar que con el
esquema por codos, pues ahora todos los nodos presentan las mismas caracteristicas.

Cada procesador calcula 4b rotaciones de Givens y las difunde a los demas procesa-
dores, y el coste de enviar los pardametros de las rotaciones a un procesador vecino sera
(+8br. Dependiendo de las caracteristicas de la topologia, si se pueden enviar y recibir
datos simultdneamente por los enlaces el coste de la difusién es (8 + 8b7)(p — 1), y si
s6lo se puede enviar o recibir por un enlace en un instante el coste es 2(3 +8b7)(p—1),
pero esta caracteristica no influira en el orden de las comunicaciones.

En la transferencia de columnas el procesador P; transfiere n — 4b: datos de la
columna mayor al procesador P,_; y 4b+44bi datos de la columna mayor de los marcos
menores al procesador P14, siendo 1 <1 < p— 2.

El procesador P, transfiere al P, 4b = 2”—p datos y el P,y al P,_on—4b(p—1) =

1
n(g—:) datos.

Si la transferencia se hace primero por un enlace y después por el otro el coste es
20+ ﬂ%ﬁ si los enlaces permiten comunicaciones en los dos sentidos al mismo tiempo,

. » . . . . 1
y si s6lo se permiten comunicaciones en un sentido cada vez el coste es 43 + ﬂ%ﬁ.

El coste por barrido sera en el peor caso

Tc:n((Zﬁ—l—%—) (p—l)—|—4ﬁ—|—n(pp%1)7—) (5.1.2)

que es de orden O(n?), menor que el orden del coste aritmético.
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Seguimos teniendo el problema de que en los nodos no esta balanceado el volumen
de las transferencias que se hace por cada uno de los enlaces pero hemos evitado el
tener nodos de distinto tipo, y ademas la topologia es ahora mas simple.

Se trataria por tanto de un algoritmo tedricamente éptimo.

5.1.3 Por antidiagonales

Se divide la matriz en submatrices 2 x 2

Ao Aot ... Aok
A A‘IO A‘n . A‘lk (5.1.3)
Ao Apm .. A

con k = % — 1, y se agrupan estas submatrices por antidiagonales (figura 5.1.6) que
llamaremos A; con ¢ = 0,...,5 — 1. Cada antidiagonal A; esta formada por las
submatrices Aj; con i = (j + k) mod %. Si se distribuye la matriz en los procesadores
por antidiagonales elementos simétricos estaran en un mismo procesador, y por tanto
no es necesario almacenarlos. El calculo de las rotaciones de Givens se realiza utilizando
datos en las submatrices A;;, por lo que, para balancear este calculo, agruparemos las
antidiagonales por parejas adyacentes que formardn un bloque, obteniéndose de este
modo 7 bloques que llamaremos B;, siendo B; = Ag;J Azip1, coni=0,...,% (figura
5.1.6). Si consideramos n = 4pb con p el numero de procesadores y b un nimero
natural, se pueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo F,
los bloques B;, con j = ib,...,(1 + 1)b — 1, y estando el bloque B; almacenado en
Pi div p (ﬁgura 516)

Topologia asociada

Tanto si n es multiplo de cuatro como si no lo es las transferencias de filas y columnas se
hacen de un bloque al anterior (con el médulo correspondiente y si seguimos utilizando
la ordenacién par-impar) con lo que es suficiente una topologia de anillo unidireccional.

Costes tedricos

También en este caso el método de Jacobi que consideramos tiene el mismo esquema
que el método sin explotacion de la simetria del capitulo anterior, por lo que usa la
ordenacion par-impar, aunque el esquema de almacenamiento es por antidiagonales.
Estudiaremos el coste en el caso de calcular los valores propios.
Consideraremos n muiltiplo de 4, con lo que tendremos % bloques y en cada
procesador b bloques siendo n = 4pb.
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Ay By, A B, A B, A B, An/2—2 An/2-1
Py Py Py Py Bn/4-1PP‘1 Bn/4-1PP‘1
A B A B Ay B Ay /a2 Ao [N B
Po Py Py Bn/4-1PP-1 Bn/4-1PP-1 o
A B A B Ay /oo Ao |d B |A By
Py Py B,/ -1 | B, y w1 Po Py
Ay By Ay /oo Avoa 1N By (A By jA B
Py B,/ -1 | B, y w1 Po Py Py
A2 Avor |d By [A By |A B Ay By
B,/ 11| B, y w1 Po Py Py Py
Ayjo-2 Avjr % By |[Ar By (A, B |A3 By
B, / 4_1Pp—1 B, / 4_1Pp—1 Py Py Py Py
Anjo-2 Avjor % B |A1 By |[& B |A3 By
B, / 4_1Pp—1 B, / 4_1Pp—1 Py Py Py Py
Avjor % B |[A1 By [ B |A3 By Ay/2-2
B, /4 le-1 Py Py Py Py B, /4 le-1

Figura 5.1.6: Esquema de almacenamiento por antidiagonales.
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11n
2p

En cada procesador se calculan 2b rotaciones de Givens, lo que se hace en 22b =
flops, requiriéndose % flops por barrido en el célculo de las rotaciones.

En la actualizacién de la matriz, como cada bloque tiene n submatrices 2 x 2 de
las que n — 2 son simétricas, tendremos que actualizar  + 1 submatrices 2 x 2, lo que
se hace en 12n + 24 flops.

Por tanto, el coste aritmético por barrido sera el mismo de la expresion 5.1.1.

Cada procesador calcula 2b rotaciones de Givens y las difunde a los demas proce-
sadores, y el coste de enviar los parametros de las rotaciones a un procesador vecino
serda (34 4br. Al ser el anillo bidireccional el coste de la difusion serd 2(5 +4b7)(p—1).

En la transferencia de columnas un procesador transfiere al anterior columnas de
las submatrices mas préximas al procesador destino, en el caso mas favorable en todas
las submatrices la misma columna (la primera o la segunda) con lo que el tiempo
sera J 4+ nT, y en otros casos de las primeras submatrices la columna segunda y de
las dltimas la primera. Si se copian las columnas a enviar en una columna auxiliar
antes de la transmisién y se transmite esta columna el tiempo sera 3 4+ n7, pero si se
transfieren en dos partes el tiempo serd 23 4+ n7 (lo mismo ocurre con la transferencia

de filas).

Por tanto, el coste de las comunicaciones por barrido sera

2

T.=2n(p+2)s+2(2m* - )7 . (5.1.4)
P

También con este esquema se obtiene un algoritmo tedricamente éptimo.

El coste de las comunicaciones se puede mejorar si tenemos en cuenta que soélo
es necesario trabajar con la parte triangular superior (o triangular inferior) de la ma-
triz, con lo que se puede evitar el envio de datos en la parte que no se esté usando.
Estudiaremos estas comunicaciones con mas detalle en las siguientes secciones.

5.1.4 Comparacién

Con los tres esquemas llegamos a alcanzar un speed-up de p y una eficiencia del 100%,
y en los tres se hace a costa de empeorar las comunicaciones con respecto al algoritmo
que no explota la simetria en un factor constante, al hacerse transferencia de filas y
columnas.

Los esquemas por marcos y por antidiagonales necesitan de una topologia mds
simple (si usamos la ordenacién par-impar), pero con los esquemas de codos y marcos
se puede obtener una ligera mejora en las comunicaciones si se pueden enviar y recibir
datos a la vez por un mismo enlace y por los distintos enlaces de un procesador.
Ademas, estos esquemas producen un almacenamiento mas compacto de los datos, por
lo que es mas facil usar BLAS eficientemente. Mas adelante veremos cémo se puede
usar BLAS eficientemente con el esquema por marcos.
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En los tres esquemas la memoria necesaria en cada procesador se reduce aproxi-
madamente a la mitad al utilizar el hecho de que la matriz es simétrica.

El esquema menos restrictivo en cuanto a la dimension de la matriz es el de anti-
diagonales en el que es suficiente con que n sea un nimero par, después el de codos en
el que n debe ser multiplo de 4 y por tltimo el de marcos en el que debe ser miiltiplo
de 8. En cualquier caso, esta no es una restriccion importante pues basta con construir
una matriz anadiendo filas y columnas de ceros con unos en la diagonal hasta obtener
la dimensién necesaria.

5.2 Algoritmo con almacenamiento por antidiago-
nales

5.2.1 Descripcién

El algoritmo simétrico que presentamos esta basado en las siguientes consideraciones.
La matriz A de tamano n x n, siendo n un numero par, se divide en bloques 2 x 2

Ao Aor ... Aok
g | o An A (5.2.1)
Aro Apr .. A
donde £ = % — 1. Supongamos que disponemos de p = & procesadores de modo

que asignamos, de manera ciclica, a cada procesador todos los bloques situados en
una misma antidiagonal. Parece evidente que, por la simetria de la matriz, en cada
procesador sélo es necesario almacenar aquellos bloques pertenecientes a una misma
antidiagonal que estan situados en o por encima de la diagonal principal de bloques,
es decir, del tipo A;; con ¢ < j, pero, como veremos mas adelante, dependiendo de
la ordenacion que se use sera necesario almacenar algunos bloques adicionales. La
ordenacién que usaremos es la par-impar, y sera necesario almacenar los bloques A; ;4
cont = 1,2,.... k. Si en cada paso tunicamente anulamos elementos no diagonales
situados en bloques A;;, en los procesadores impares hay que calcular dos rotaciones
de Givens y en los pares ninguna, como se observa en el ejemplo de la figura 5.2.1,
donde los ceros indican los elementos a anular y el procesador en que se encuentra cada
bloque se representa por P;.

Para tratar de mejorar el balanceo de la carga, supongamos que se dispone de p = %
procesadores y que asignamos ciclicamente a cada procesador todos los bloques situados
en dos antidiagonales consecutivas. En el ejemplo de la figura 5.2.2 puede compro-
barse que con esta distribucion cada procesador calcula dos rotaciones de Givens.

En el caso general, si n = 2bp, tendremos que asignar a cada procesador los bloques
situados en b antidiagonales consecutivas. Si b es par se conseguira balancear el
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0 * * | %

Po Py Py Ps
* | % * | %
* * 0 *

P1 P2 PS PO
* 0 * *
* | % * | %

Py Ps Po Py
* | % * 0
* | % * | %

Ps Po Py Py
* | % * | %

Figura 5.2.1: n=8, k=3, p=4, b=1.

0 * * | %

Po Po Py Py
* | % * | %
* * 0 *

Po P1 Pl PO
* 0 * *
* | % * | %

Py Py Po Po
* | % * 0
* | % * | %

Py Po Po Py
* | % * | %

Figura 5.2.2: n=8, k=3, p=2, b=2.
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calculo de las rotaciones de Givens, calculandose en cada procesador b rotaciones.
De este modo, el procesador P, contendra los bloques 2 x 2 A;; y Ay, donde los
indices 1, j, k, [, se calculan por medio del siguiente algoritmo.

Algoritmo 5.2.1 Cllculo de las submatrices 2 X 2 que se almacenan en el procesador
P. utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales.
PARAm=0,1,...,0—1
t=0br +m
PARA :=0,...,t div 2
j=1t—1
FINPARA
t=br+m-+1
PARA v =+¢,...,(t—1) div2+ 7%
J=t—1—1+47%
FINPARA
FINPARA

Solo se almacenan los bloques A;;, ¢ < 7. Y los A; ;_1 se conocen por sus simétricos.

Llamaremos ¢-ésima antidiagonal del procesador P, a los bloques de la matriz A
generados en el algoritmo anterior para m = q.

Por otro lado, un bloque A;; con © < j 4 1 estara contenido en el procesador P,
siendo

r=(+y)divb, si1+7

<
r:(i—l—j—%)divb, sii+ 7> (5.2.2)

IR

En el apartado siguiente suponemos que la distribucién de la matriz en el sistema
multiprocesador sigue este esquema.

5.2.2 Algoritmo
Transferencia de filas y columnas

Después del calculo de las rotaciones de Givens que anulan elementos no diagonales
situados en bloques de la forma A;; es necesaria su difusion para la actualizacion de
la matriz. En este caso sélo necesitamos actualizar la mitad de sus elementos pues los
elementos simétricos se encuentran en un mismo procesador.

Con esta distribucién de los datos, y para seguir teniendo elementos simétricos en
un mismo procesador, necesitamos transferir columnas y filas, como se muestra en el
siguiente ejemplo paran =8, b =p = 2.

Consideramos el conjunto inicial de pares {(0,1),(2,3),(4,5),(6,7)}, por lo que el
estado inicial de la matriz sera el de la figura 5.2.3.



142 INTRODUCCION

I Qoo o1 g2 Qo3 Qo4 Qo5 Qo6 Qo7 1
Po Po Py Py
10 a11 12 13 Q14 Q15 16 ay7
G20 21 22 Q23 @24 Q25 Q26 Qa7
Po Py Py Po
LN @31 32 Gs3s3 @34 Q35 Q36 as7
G40 41 42 Q43 (g4 Q45 Qa6 Qg7
Py Py Po Po
G50 sy Q52 Gs3 G54 Q55 Q56 Gs7
Qg0 g1 g2 Qg3 Geq Qg5 Gep Qg7
Py Po Po Py
| 470 ar arg ars arq ars are arr |

Figura 5.2.3: n=8, b=p=2.

Tras anular, mediante rotaciones planas, los elementos senialados, pasariamos a
realizar la transferencia de columnas, utilizando el algoritmo de modificacion de pares
de la ordenacién par-impar. Esto es equivalente a postmultiplicar la matriz anterior
por la matriz de permutacién P = [eq, €4, €3, €, €5, €5, €7, €3], siendo ¢; el i-ésimo vector
columna unitario de R®. Con esto se obtiene la distribucién que aparece en la figura
5.2.4.

Se puede observar que algunos elementos simétricos estan situados en procesadores
distintos (por ejemplo, ags esta en Py y aso en Pp), por lo que es necesario realizar
una transferencia de filas. Para ello basta con premultiplicar por la misma matriz de
permutacion P, obteniéndose como resultado la distribucion que aparece en la figura
5.2.5.

A continuacion se podria llevar a cabo el siguiente paso, con el conjunto de pares
de indices {(0,3),(2,5),(4,7),[6,1]}.

Se sobreentiende que los elementos de cada bloque A;; van variando conforme
avanza el algoritmo. Por ejemplo, en el caso particular que estamos considerando, con
n=8yb=p=2, el bloque Ayy vendria dado inicialmente por

oo Qo1
10 d11

Tras la anulacion de agy, ay9 v la transferencia de columnas se convierte en

oo @03
0 a33

y por ultimo tras la transferencia de filas en
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Figura 5.2.5: n=8, b=p=2.

@00 o3 | Qo2 o5 | o4 o7 | Qos 0
Py Py P P

0 13 | d12 15 | 14 17 | A1s a11

20 0 | ag (o5 | (24 Uo7 | U2e 21
Py P P Py

a30 ass | 0 35 | (34 37 | A36 31

40 43 | Q42 0 | a4 (g7 | Q46 41
P P Py Py

50 53 | U52 55 0 57 | Use (42:31

60 g3 | Ue2 tes | Geq 0 | ass 61
P Py Py P

L d70 73 | A72 Qs | A74 a7 | 0 a7y

Figura 5.2.4: n=8, b=p=2.

@00 o3 | Qo2 o5 | o4 o7 | Qos 0
Py Py P P

a30 ass | 0 35 | (34 37 | A36 31

20 0 | ag (o5 | (24 Uo7 | U2e 21
Py P P Py

50 53 | U52 55 0 57 | Use (42:31

40 43 | Q42 0 | a4 (g7 | Q46 41
P P Py Py

a70 73 | Ar7a 75 | 74 a7 | 0 a7

60 g3 | Ue2 tes | Geq 0 | ass 61
P Py Py P

L 0 13 | A12 15 | G14 17 | Q16 a11

143
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l Qoo do3 ]
a30 433

Las transferencias de datos realizadas se efectian mediante envios de una anti-
diagonal de bloques a la antidiagonal inmediata superior. En la "transferencia de
columnas” se envian datos de cada bloque A;; al bloque A; (;_1) moa n,yen la 7trans-
ferencia de filas” del bloque A;; al bloque A;_1y mod n ;. De este modo, tanto en la
transferencia de filas como en la de columnas, sélo los datos de bloques situados en

la primera antidiagonal de cada procesador se envian a un procesador distinto (del
procesador P al Pj;_1) moed »), como se puede observar en el dibujo de la figura 5.2.6.

A00 AOI AO? A03
S
PO AlO/ All/ Al?/ A13
PO AQO/ AQI/ AQQ/ A23
Pl L A30/ A31/ A32/ A33_

Figura 5.2.6: n=8, b=p=2.

Si se hace primero la transferencia de columnas y después la transferencia de filas,
tendremos un coste de comunicacion de 45 + 4n7. Este coste se puede mejorar si
tenemos en cuenta que, por la simetria, solo necesitamos conocer el triangulo superior
de la matriz. Para ilustrar estas ideas acudamos de nuevo al ejemplo de las figuras 5.2.3,
5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6, analizando cé6mo podemos reorganizar las comunicaciones para
obtener la distribucién indicada en la figura 5.2.5, pero limitandonos a los bloques
A;; con 1 < j. Los datos correspondientes de estos bloques son sustituidos, en la
transferencia de filas, por datos provenientes de bloques de la forma A1) mod n ;. En
efecto, representemos, en la figura 5.2.7, cada bloque A;; de la matriz de la figura
5.2.4 mediante X; 6 F;, donde el subindice indica el procesador donde se encuentra
almacenado dicho bloque.

Los datos que provienen de la segunda fila de los bloques senialados con F' son los
unicos que sustituyen a datos de los bloques A;; con ¢ < j (cada bloque F; modifica
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Xo Xo Xu Iy
oy B I Fy
X1 Bk Fo
X1 Xo Fo I

Figura 5.2.7: n=8, b=p=2.

el bloque inmediato superior situado en su misma columna). Como en la transferencia
entre procesadores sélo intervienen datos de la primera antidiagonal de cada proce-
sador, se puede comprobar que cada procesador sélo necesita transferir & datos.

Del analisis realizado sobre la transferencia de filas, se deduce que en la transfe-
rencia de columnas bastara con enviar datos de bloques que modifiquen bloques del
tipo A;; con 1 —1 < j. Por tanto, se enviaran datos de los bloques A;; con 1 < 5y
de Ay cons =0,1,...,2 — 1. Para fijar ideas, en la figura 5.2.8 representamos cada
bloque A;; de la matriz de la figura 5.2.3 (suponiendo que ya hemos anulado los ele-
mentos senalados) mediante X; 6 C;, donde el subindice indica el procesador donde se
encuentra almacenado dicho bloque. Los datos que provienen de la segunda columna
de los bloques senalados con ' son los tinicos que modifican a los bloques situados en
el triangulo superior y en la subdiagonal principal de subbloques 2 x 2. Hay que hacer
notar que los bloques Ay con ¢ =1,2,..., 2 — 1 no es necesario almacenarlos pues se
conocen por sus simétricos, pero tras la transferencia de columnas se pierde la simetria
(figura 5.2.4), por lo que al hacer la transferencia de filas el contenido de los bloques
A;i—1 no se puede deducir del de sus simétricos, lo que hace necesario el trabajo directo
con los bloques A;;_; y por tanto tenerlos almacenados en la memoria.

Co Co Ci C4
Co €1 Ci Co
Cy Xy Gy o
¢y Xo Xo Gy

Figura 5.2.8: n=8, b=p=2.

Puede comprobarse que, con esta transferencia de columnas, cada procesador sélo
tiene que enviar £ + 4 datos, en el peor de los casos.

Con esta estrategia de transferencia de columnas y filas el coste de las comunica-
ciones en la transferencia de datos sera

A3+ (2n 4+ 8)r . (5.2.3)
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Cédigo del algoritmo

Para el célculo de los valores propios, con los datos distribuidos por antidiagonales,
el esquema es similar al del algoritmo que no explota la simetria pero con transferencia
de columnas y de filas (de parte de las columnas y de las filas).

En todos los procesadores se ejecutara el mismo codigo

Algoritmo 5.2.2 FEsquema del algoritmo JaFsPaSiAnAnPi.
EN PARALELO parar=0,1,...,p—1en P.:
REPETIR
PARA:=1,....n
calcular rotaciones (i,r)
(

r)
)
(

difundir rotaciones
actualizar matriz (r
transferir columnas (7, r)
transferir filas (¢, r)
FINPARA

calcular of f(A)

HASTA of f(A) < COT A
Los procedimientos utilizados en este algoritmo tienen los siguientes significados.

Algoritmo 5.2.3 Cdlculo de rotaciones (i,r).

Slimod?2=1
PARA j=0,...,6—1
SIjmod 2=0

calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br + 7) div 2)-ésimo
(*utilizando los datos en el bloque A4y div 2,(br45) div 2
calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br+7) div 2+ %)—ésimo
(*utilizando los datos en el bloque A1) giv 242, (br4j) div 2+%*)
FINSI
FINPARA
EN OTRO CASO
PARA 7=0,...,6—1
SIjmod 2=0
calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br + 7) div 2)-ésimo
(*utilizando los datos en el bloque A,1j) giv 2,(br45) div 2™)
calcular rotacién correspondiente a los indices del par

((br+7) div 2+ %)—ésimo
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(*utilizando los datos en el bloque A1) giv 242 (br4j) div 242 )
)

(*Hacer los calculos tomando ¢ =1y s = 0 para el par ((n —¢) div 2)-ésimo.™)

FINSI
FINPARA

FINSI

La difusion de los parametros es igual a la del algoritmo que no explota la simetria,
va que se trata de un broadcast usando la topologia de anillo (algoritmo 4.2.4).

Algoritmo 5.2.4 Actualizar matriz (r).
PARA j=0,...,6—1

k=br+;
PARA ¢=0,...,k div 2
m=k—gq
a2q72m a?q,?m—l—l _ cq Sq a2q72m a?q,?m—l—l Cmn  —Sm
2g4+1,2m  @2¢+1,2m+1 —Sq Gy A2g41,2m  A29+41,2m+1 Sm Cm
(*Aqm = Qquinn*)
FINPARA
k=br+5+1
PARA ¢=Fk,...,(k—=1) div 2+ %
m=k—q—1+7%
a2q72m a?q,?m—l—l — cq Sq a2q72m a?q,?m—l—l Cmn  —Sm
_Sq cq a?q—l—l,?m a2q+1,2m—|—1 Sm Cm

2g4+1,2m  @2¢+1,2m+1

(*Aqm — Qquinn*)
FINPARA
FINPARA

Obviamente, en el algoritmo 5.2.4 la actualizacion se hace sobre valores obtenidos
en cada A;;, pero estos valores cambian en cada iteracién al aplicar los procedimientos

de transferencia de columnas y de filas.

Algoritmo 5.2.5 Transferencia de columnas (i,r).
PARA todos los bloques Aj; en P:

ST A; (k=1) mod 2 1No esta en P,
enviar columna m del bloque Aj, a P_1) pod p

SIlb=1
recibir columna del bloque Aj; (111 mod ny almacenarla
en la columna m del bloque A4;;

EN OTRO CASO
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Aji(r,m) = Aj (k11) mod g(:,m)
FINSI
EN OTRO CASO
Aj(k-1) mod n(5,m) = Aj(:,m)
ST Aj (k+1) moa 2 N0 esta en P,
recibir columna del bloque Aj; (441) moa 2 y almacenarla
en la columna m de Ay

EN OTRO CASO
Aji(t,m) = Aj (41) mod 2(2,m)
FINSI
FINSI
FINPARA

En este algoritmo el valor de m para A;; es

m=1, stk=0,1,....,(n—1—1) div 2

Hay que hacer notar que los bloques A;; en P, se deben referenciar en el bucle de
modo que no se pierda informacion al hacer la asignacion de columnas, es decir, por
filas y dentro de cada fila en orden creciente de columnas. Los bloques de la forma

A;; con 1 > 7 de los que se necesita transferir columnas son conocidos gracias a sus
simétricos.

Algoritmo 5.2.6 Transferencia de filas (i,r).
PARA todos los bloques Aj; en P,:
ST A1) mod 1 j 1O esta en P,
enviar fila m del bloque A a Py_1) nod p
SIb=1
recibir fila del bloque A(;11) mod nky almacenarla
en la fila m del bloque Ajy
EN OTRO CASO
Aje(m, ) = A1) mod 2.x(m, 1)
FINSI
EN OTRO CASO
A(j-1) mod 2.k(m,:) = Ajr(m,:)
ST A(i41) mod 1 j 1O esta en P,
recibir fila del bloque A(;11) mod Bk y almacenarla
en la fila m del bloque Ajy
EN OTRO CASO
(Ajr)(m, 1) = A1) mod 2.5(m,3)
FINSI
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FINSI
FINPARA

En este algoritmo el valor de m para A; es

m=1, s13=0,1,....,(n—1—1) div 2

m=0, sij=Mn—i—1)div2+1,...,%2—1. (5.2.5)

Hay que hacer notar que los bloques Aj; en P, se deben referenciar en el bucle
de modo que no se pierda informacién al hacer la asignacién de filas, es decir, por
columnas, y dentro de cada columna en orden creciente de filas.

5.2.3 Costes tedricos

Suponemos n = 2bp, con lo que en cada procesador tendremos b antidiagonales
consecutivas.

El coste aritmético del calculo de las rotaciones de Givens y de of f(A) no varia
respecto al del algoritmo que no explota la simetria, pero el de la actualizacion de la
matriz sf varfa. Al tener en este caso =2 bloques 2 x 2 en cada procesador, el coste

aritmético por barrido, despreciando los términos de menor orden, viene dado por

_ In  25n?

P 2p

T, flops. (5.2.6)

El coste de las comunicaciones en la difusion de los parametros de las rotaciones y
en el calculo de of f(A) es igual al del algoritmo no simétrico, pero el de la transferencia
de columnas es 203 4+ (n 4 8)7, y el de la transferencia de filas 23 + n7, con lo que el
coste de las comunicaciones por barrido viene dado por

T.=2n(p+1)8 +4n*r | (5.2.7)

donde hemos despreciado los términos de orden inferior.

También se puede disenar este algoritmo para hipercubo utilizando el anillo in-
merso en el hipercubo, pero utilizando en las difusiones la topologia de hipercubo,
obteniéndose de este modo que el término que afecta a 3 seria de 2n(2 + logz p).

De cualquier modo, en el algoritmo que explota la simetria la cota superior que se
obtiene para la eficiencia es

T, T,
EF =" < < 1. 5.2.8
Lop(T,+ T~ pT, — ( )
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5.2.4 Resultados experimentales

En este apartado presentaremos los resultados del algoritmo que explota la simetria en
anillo (JaEsPaSiAnAnPi). Analizaremos estos resultados y los compararemos con los
que se obtienen con el algoritmo que no explota la simetria, estudiado en el capitulo
anterior (JaEsPaNsAnCoPi).

Se mostraran resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 basado en Transputers
T800, el iPSC/2 y el iPSC/860.

Hemos utilizado una topologia de anillo unidireccional, y hemos hecho las imple-
mentaciones asignando a cada procesador b bloques consecutivos, con lo que pb = %y
por tanto las implementaciones serviran para valores de n multiplos de cuatro. Esto
no es un inconveniente pues siempre se pueden anadir las filas y las columnas de ceros
con unos en la diagonal que hagan falta.

En las implementaciones usamos el orden par-impar en un anillo unidireccional
pues, aunque se necesitan n pasos en cada barrido y se podria hacer en n — 1 pasos
usando otras ordenaciones, hemos considerado que cuando n crece la diferencia de un
paso no es significativa, y que el método par-impar tiene la ventaja de que, utilizado
con el esquema de almacenamiento por antidiagonales, necesita de un anillo uni-
direccional y en la transferencia de datos cada procesador envia datos a uno de sus
vecinos y recibe del otro, mientras que con otras ordenaciones se necesitaria de mas
comunicaciones (ordenacion Round-Robin) o de un anillo bidireccional (ordenacién de
Eberlein).

En la tabla 5.2.1 aparecen los resultados obtenidos en un PARSYS SN-1040 utili-
zando topologia de anillo unidireccional cuando se utilizan 2, 4, 8 y 16 Transputers y
matrices densas generadas aleatoriamente con datos entre -10 y 10 y con tamanos 64,
128, 192, 256 y 320. En todos los casos ejecutamos los mismos programas paralelos
que hemos llamado JaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnAnPi, coincidiendo el nimero de
procesos con el de nodos de la red (un proceso en cada nodo). La implementacién se ha
hecho en 31 C y los resultados que aparecen en la tabla son tiempos por barrido, en se-
gundos. También figuran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota
la simetria y el cociente entre los tiempos de JaFsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi.
Idealmente este cociente deberia ser 0.5 puesto que con JaEsPaSiAnAnPi trabajamos
aproximadamente con la mitad de la matriz, mientras que con JaFsPaNsAnCoPi tra-
bajamos con toda la matriz (al no explotar la simetria), pero lo que se observa en la
tabla es que cuando el tamano de la matriz crece el cociente tiende a estar alrededor
de 0.6. Esto es debido a dos razones:

1. El programa correspondiente a JaFsPaSiAnAnPi presenta mayor "overhead” que
el JaEsPaNsAnCoPi debido a que la distribucién de los datos en los procesadores
es mas irregular.

2. En JaEsPaSiAnAnPi se realizan transferencias de filas y columnas produciéndose
por esto mayor contencion en las sincronizaciones.
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64 128 192 256 320
JaEsPaNsAnCoPi 2 3.75 1 29.12 | 97.12 | 226.12 | 439.77
JaEsPaSiAnAnPi 2 2.61 | 18.02 | 57.71 | 133.55 | 256.71
Coclente 2 0.6969 | 0.6188 | 0.5941 | 0.5906 | 0.5837
JaEsPaNsAnCoPi 4 1.95 | 14.69 | 49.27 | 116.12 | 219.66
JaEsPaSiAnAnPi 4 1.46 9.64 | 30.06 | 69.05 | 130.52
Coclente 4 0.7465 | 0.6562 | 0.6089 | 0.5946 | 0.5941
JaEsPaNsAnCoPi 8 1.08 7.73 | 24.90 | 58.14 | 112.18
JaEsPaSiAnAnPi1 8 0.90 541 | 14.41 | 37.19 | 69.17
Coclente 8 0.8344 | 0.6993 | 0.6558 | 0.6396 | 0.6166
JaEsPaNsAnCoPil6 0.66 423 | 13.60 | 31.10 | 59.71
JaEsPaSiAnAnPi 16 0.65 3.36 9.49 | 20.61 | 37.70
Coclente 16 0.9762 | 0.7928 | 0.6979 | 0.6628 | 0.6313
JaEsSeSiFi 3.46 | 27.11 | 91.49 | 217.91 | 424.38

Tabla 5.2.1: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos

JaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnCoPi. En el PARSYS SN-1040.

Vemos (tabla 5.2.1) que cuando el nimero de nodos aumenta la mejora de JaEs-
PaSiAnAnPi respecto a JaEsPaNsAnCoPi disminuye y cuando el tamano de la matriz
disminuye se reduce la mejora obtenida con JaFEsPaSiAnAnPi. Esto se debe a que
aunque el coste aritmético es de mayor orden que el de las comunicaciones y en Jaks-
PaSiAnAnPi se mejora el coste aritmético a costa de empeorar las comunicaciones,
cuando las matrices son pequenas el coste de las comunicaciones es muy importante
en comparacion con el aritmético. Esto produce que en pruebas que hemos hecho con
tamanos menores de 64 se llega a obtener mejores resultados con JakEsPaNsAnCoPi
que con JaEsPaSiAnAnPi.

En las tablas 5.2.2 y 5.2.3 se muestran los valores obtenidos del speed-up y de la
eficiencia. Se observa que mientras con JalsPaNsAnCoPi no se llega a una eficiencia
de 0.5, con JaFEsPaSiAnANP1 se sobrepasa ampliamente aunque estd bastante alejada
de 1 por los motivos senalados. Se aprecia que al aumentar el tamano de las matrices
aumenta la eficiencia pero al aumentar el numero de procesadores disminuye, debido
fundamentalmente a las difusiones de los parametros de las rotaciones.

En la tabla 5.2.4 se muestra la eficiencia obtenida con JaEsPaSiAnCoPi y JaEs-
PaSiAnAnPien iPSC/2, y en la tabla 5.2.5 la obtenida en iPSC/860. Estos resultados
confirman los obtenidos en el PARSYS SN-1040.
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64 128 192 256 320
JaEsPaNsAnCoPi 2 |0.923 | 0.931 | 0.942 | 0.964 | 0.965
JaEsPaSiAnAnPi 2 1.324 | 1.504 | 1.585 | 1.632 | 1.653
JaEsPaNsAnCoPi14 | 1.775 | 1.846 | 1.853 | 1.877 | 1.932
JaEsPaSiAnAnPi 4 2.377 | 2.813 | 3.043 | 3.156 | 3.251
JaEsPaNsAnCoP1 8 | 3.218 | 3.506 | 3.674 | 3.748 | 3.783
JaEsPaSiAnAnPi1 8 3.857 | 5.014 | 5.601 | 5.859 | 6.135
JaEsPaNsAnCoP1 16 | 5.225 | 6.406 | 6.725 | 7.008 | 7.107
JaEsPaSiAnAnP1 16 | 5.352 | 8.080 | 9.635 | 10.573 | 11.257

Tabla 5.2.2: Speed-up de los algoritmos JaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnAnPi. En el
PARSYS SN-1040.

64 128 192 256 320
JaEsPaNsAnCoP1 2 | 0.462 | 0.465 | 0.471 | 0.482 | 0.482
JaEsPaSiAnAnPi 2 0.662 | 0.752 | 0.793 | 0.816 | 0.827
JaEsPaNsAnCoP14 | 0.444 | 0.462 | 0.463 | 0.469 | 0.483
JaEsPaSiAnAnPi 4 0.594 | 0.703 | 0.761 | 0.789 | 0.813
JaEsPaNsAnCoP1 8 | 0.402 | 0.438 | 0.459 | 0.468 | 0.473
JaEsPaSiAnAnPi1 8 0.482 | 0.627 | 0.700 | 0.732 | 0.767
JaEsPaNsAnCoP1 16 | 0.327 | 0.400 | 0.420 | 0.438 | 0.444
JaEsPaSiAnAnPi1 16 | 0.334 | 0.505 | 0.602 | 0.661 | 0.704

Tabla 5.2.3: Eficiencia de los algoritmos JaFEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi. En el
PARSYS SN-1040.

64 128 192 256 320 384 448 512
JaFsPaNsAnCoPi 2 | 0.446 | 0.463 | 0.462 | 0.466 | 0.467 | 0.469 | 0.469 | 0.469
JaFsPaSiAnAnPi 2 | 0.702 | 0.806 | 0.837 | 0.856 | 0.866 | 0.874 | 0.879 | 0.882
JaFsPaNsAnCoPi 4 | 0.403 | 0.447 | 0.457 | 0.463 | 0.464 | 0.466 | 0.468 | 0.469
JaFsPaSiAnAnPi 4 | 0.574 | 0.750 | 0.806 | 0.837 | 0.850 | 0.861 | 0.868 | 0.874

Tabla 5.2.4: Eficiencia de los algoritmos JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi. En
iPSC/2.
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64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFsPaNsAnCoPi 2 | 0.23 | 0.38 | 0.44 | 0.51 | 0.57 | 0.59 | 0.63 | 0.59
JaFsPaSiAnAnPi1 2 | 0.21 | 0.45 | 0.61 | 0.74 | 0.84 | 0.92 | 1.00 | 0.95
JaFsPaNsAnCoPi 4 | 0.08 | 0.26 | 0.38 | 0.44 | 0.52 | 0.55 | 0.59 | 0.56
JaFEsPaSiAnAnPi 4 | 0.09 | 0.28 | 0.47 | 0.61 | 0.72 | 0.79 | 0.90 | 0.87
JaFsPaNsAnCoPi 8 | 0.04 | 0.13 | 0.24 | 0.32 | 0.40 | 0.43 | 0.51 | 0.51
JaFEsPaSiAnAnPi1 8 | 0.03 | 0.13 | 0.26 | 0.37 | 0.49 | 0.61 | 0.71 | 0.71

Tabla 5.2.5: Eficiencia de los algoritmos JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnAnPi. En
iPSC/860.

5.3 Algoritmo con almacenamiento por marcos

Si dividimos la matriz A de tamano n x n en 3 marcos (Mo, My, ... , Mz_;) tal
como se vio en 5.1.2 y agrupamos los marcos M; y Mz_;_; en un mismo bloque B;
y disponemos de p = F procesadores, podemos asignar al procesador P; los bloques
B; con j =ubib+1,...,(i + 1)b — 1. Por la simetria de la matriz sélo es necesario
almacenar en cada procesador FP; aquellos elementos de los bloques B; que pertenezcan
a la parte triangular superior de la matriz (o la parte triangular inferior) pero, tal
como sucedia con el esquema por antidiagonales, sera necesario almacenar algunos
elementos de la parte triangular inferior dependiendo de la ordenacion que se use y
de las necesidades de comunicacion que dicha ordenacion genere. Vamos a utilizar en
nuestra implementacién la ordenacion de Eberlein.

Si consideramos la matriz A dividida en bloques 2 x 2 las rotaciones de Givens se
calcularan en cada caso en bloques diagonales (tal como en el esquema por antidia-
gonales), necesitandose por tanto un movimiento de filas y columnas entre dos pasos
consecutivos del algoritmo.

5.3.1 Algoritmo

El esquema del método es el mismo del algoritmo 4.2.2 pero consistiendo en este caso
la transferencia de datos entre procesadores vecinos en una transferencia de columnas
y posteriormente una transferencia de filas. Ademads se usard la ordenacion de Eberlein
por lo que cada barrido constara de n — 1 pasos en vez de los n que se necesitan con la
ordenacién par-impar.

Almacenamiento de los datos

Como ya indicamos al analizar el esquema de distribuciéon por marcos, la matriz
se divide en marcos que se agrupan en bloques de manera que todos los bloques
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contengan el mismo nimero de elementos. En la figura 5.3.1 mostramos cémo se
almacenan estos marcos en los procesadores. Consideramos los bloques externos de
filas y columnas (parte de esas filas y columnas) asociados a un procesador como un
bloque de = filas y columnas, y lo mismo con los bloques internos. En la figura se
representan los bloques almacenados en el procesador P;. Hay que tener en cuenta
que la parte triangular inferior de la matriz no se almacena pero se conoce al estar
elementos simétricos en un mismo procesador. Cada uno de los bloques interno y
externo se divide en dos subbloques que llamamos norte y este, con lo que en un
procesador tendremos 4 bloques que llamaremos A.,,, A.., A;, v Ase. Estos bloques, en

z : : n n n n n n n n
el procesador P, tendran dimensiones PRe (n 2p@), n— gl 4p) X 15> 1p % (2pz + 2%

n g, n n :
y (Qpl + 4p) X 1 respectivamente.

en

1e ee

Figura 5.3.1: Almacenamiento de datos con el esquema por marcos.

Calculo de rotaciones

Todos los procesadores calculan el mismo numero de rotaciones calculando ;—p en

n
’ 2p)
cada una de las submatrices (Ag con k = e,i; [ = n,e) que contiene. El cédigo seria:
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Algoritmo 5.3.1 Cdlculo de rotaciones (r). En el esquema por marcos.
PARA j=0,...,b—1
calcular rotacién (r;—p + j)-ésima que anule el elemento A.,[27,2] + 1]
FINPARA
PARA j=0,...,b—1
calcular rotacion (§ —(r+1) 5 +j)-ésima que anule el elemento A;,[27, 25 + 1]
FINPARA
PARA j=0,...,b—1
calcular rotacion (% + r;—p + j)-ésima que anule el elemento
Aiclfilas(Aie) — columnas(Aie) + 27,25 + 1]
FINPARA
PARA j=0,...,b—1
calcular rotacién (% —(r+ 1);—}) + j)-ésima que anule el elemento
Acclfilas(Aee) — columnas(Ace) + 25,25 + 1]
FINPARA

(*siendo b = ;—p*)

En este algoritmo usamos las funciones filas y columnas que nos devuelven, res-
pectivamente, el nimero de filas y columnas de una matriz.

Difusién de las rotaciones

La difusion de las rotaciones puede ser una difusion normal pero teniendo en cuenta que
los parametros que cada procesador calcula no corresponden a elementos adyacentes en
la diagonal principal, por lo que tras la recepcién de estos parametros cada procesador
debe reorganizarlos.

Por otro lado, el esquema de almacenamiento por marcos permite un pequeno
ahorro en la difusion de los parametros ya que no todos los procesadores necesitan
de todos los parametros, asi, todos los procesadores necesitan los parametros que se
calculan para anular elementos de las submatrices A;, y A, pero los parametros
calculados para anular elementos en A., y A.. en el procesador P, no los necesitan los
procesadores P, conr+1 <1 <p—1.

El coste de las difusiones usando una difusién normal serfa de 2(p—1)54(2n— 27”)7',
y haciendo una difusion adecuada al esquema por marcos tal como hemos indicado
serfa 2(p — 1)B + (2n — 3—;)7'. Maés importante que el pequeno ahorro que se pueda
obtener en los tiempos teoricos de ejecucion puede ser el solapamiento que se puede
producir. Tlustramos la realizacion de una difusion de este tipo en la figura 5.3.2, donde
se muestran, para 4 procesadores, los tres pasos de la difusién. Se indica en una flecha
con un numero el nimero de procesador que ha calculado los parametros que se estan
mandando, y los subindices indican de que bloque son las rotaciones que se envian
(interior o exterior).

Un algoritmo que utiliza esta idea es:
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04
paso 1 5 ™ N &
0 L \2) 3
1 el 2 el 3 el
Ly
paso 2 5 ) N &
0 L \2) 3
2 3 e 04
2
paso 3
3 0 1

el 1 1

Figura 5.3.2: Difusién de los parametros en el esquema por marcos.
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Algoritmo 5.3.2 Difusion de las rotaciones (r). En el esquema por marcos.
frontera =p —1
PARA j=1,...,p—1
Slr=0
enviar parametros calculados en A;, y A;e a P,y
recibir parametros calculados en A.,, A.., Ay v Aje de Py
EN OTRO CASO SI r = frontera
Sl 7 mod2=0
enviar parametros calculados en Ac,, Ace, Ain y Aic @ P_1) mod p
recibir parametros calculados en A;, y Aie de Py1) mod p
EN OTRO CASO
recibir parametros calculados en Ay, y Aje de Py1) mod p
enviar parametros calculados en Ac,, Ace, Ain y Aic @ P_1) mod p

FINSI
EN OTRO CASO SI r > frontera
SILrmod2=0

enviar parametros calculados en Ay, y Ase a P_1) mod p

recibir parametros calculados en Ay, y Aje de Py1) mod p
EN OTRO CASO

recibir parametros calculados en A;, y Aie de Py1) mod p

enviar parametros calculados en A;, y Aie a Pr—1) mod p

FINSI
EN OTRO CASO
SILr mod2=0

enviar parametros calculados en Ac,, Ace, Ain y Aic @ P_1) mod p
recibir parametros calculados en A.,, Acc, Ay v Aic de Pyy1) mod p
EN OTRO CASO
recibir parametros calculados en Ac,, Ace, Ay Aic de Pogy mod p
enviar parametros calculados en Ac,, Ace, Ain y Aic @ P_1) mod p
FINSI
FINSI
frontera = frontera — 1

FINPARA

La variable frontera la usaremos para determinar, en cada paso del algoritmo, qué
procesadores envian o reciben todos los parametros de las rotaciones y cuales envian o
reciben sélo la mitad de los parametros.

Actualizacién de la matriz

En la actualizacion todos los procesadores realizan la misma cantidad de trabajo ac-
tualizando cada uno las cuatro submatrices Ay, con k = ¢e,i; [ = n, e, que contiene,
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utilizando para ello las rotaciones que ha recibido.

No veremos el cédigo de este procedimiento pues es similar al del esquema por
antidiagonales (algoritmo 5.2.4), pero en este caso el esquema de almacenamiento es
mas compacto, lo que hace que se puedan usar las rutinas de BLAS 1 para reducir
facilmente el tiempo de ejecucion.

Transferencia de filas y columnas

Para seguir teniendo elementos simétricos en un mismo procesador, necesitamos trans-
ferir columnas y filas, pues si solo se transfieren columnas se perderia la simetria y
ademds los nuevos elementos a anular no estarian en la diagonal principal de bloques
2 x 2.

Analizaremos la transferencia de filas y columnas considerando p = 4 procesadores
y p = 13, con lo que cada procesador contendra b bloques de marcos (cada bloque
constituido por un marco interno y otro externo, y estando formado cada marco por
elementos de dos filas y columnas).

Empezamos analizando la transferencia en un paso impar. En el algoritmo se
realizara primero la transferencia de columnas y después la de filas, por lo que analiza-
remos primero la de filas y después la de columnas, tal como hicimos con el esquema
de almacenamiento por antidiagonales.

En la figura 5.3.3 se muestra como se realizaria la transferencia de filas en este
caso (suponemos que b > 2). Se representan los ocho marcos constituido cada uno de
ellos por b marcos de pares de filas y columnas, cada procesador contiene dos marcos
en la figura, uno interno y otro externo, y los nimeros escritos dentro de los marcos
representan el numero de procesador donde esta almacenado el marco. Aunque en
la figura se representa toda la matriz consideraremos que sélo se trabaja con la parte
triangular superior y posiblemente con algunos elementos de la parte triangular inferior
que se necesiten para la transferencia de datos. Habra un movimiento de datos de
acuerdo con la ordenacion de Eberlein, con lo que se moverdn los datos de la fila 1 a las
posiciones de la fila 2 (consideramos las filas y columnas numeradas de 0 a n — 1), los
de la fila 2 a la 4, etc , algunos de estos movimientos de datos seran entre procesadores
y por tanto conllevaran comunicaciones, pero otros seran internos; ademas, sélo se
necesitara mover datos que vayan a parar a la zona triangular superior de la matriz, que
es la que necesitamos tener actualizada tras el movimiento de datos (la transferencia
de columnas y filas). Asi, en cada marco aparecen rectangulos que corresponden a
transferencias de datos entre los procesadores. Cada rectangulo representa una fila
que debe ser transferida de acuerdo con el movimiento de indices de la ordenacién
de Eberlein en los pasos impares. Cada rectangulo tiene asociada una expresién que
representa el nimero de elementos que contiene. Ademas del movimiento de datos
entre los procesadores, representado en la figura, habria otro movimiento de datos
interno en cada uno de los procesadores. Por ejemplo, las filas que se representan como
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rectangulos contintian hacia la derecha en la figura y los elementos en esta continuacion
deben moverse a la misma fila a la que se mueven los elementos en los rectangulos, pero
ese movimiento es interno. Se observa que las comunicaciones no estan balanceadas
en la transferencia de filas debido a que los procesadores extremos realizan menos
comunicaciones que los internos, asi, el procesador Fy envia n — ZI—p datos y recibe 2:—]),
el procesador Py envia n — 27 datos y recibe n + 2%, el procesador P, envia n — ZI—p
datos y recibe n + 2, y el procesador P53 envia 6= datos y recibe n — 6%; por tanto,
el coste de la transferencia de filas en un paso impar es de 208 + 2nr.

En la figura 5.3.4 se muestra como se realizaria la transferencia de columnas en un
paso impar. En cada marco aparecen rectangulos que corresponden a transferencias
de datos entre los procesadores. Cada rectangulo representa una columna que debe
ser transferida de acuerdo con el movimiento de indices de la ordenacién de Eberlein
en los pasos impares. Cada rectangulo tiene asociada una expresiéon que representa
el nimero de elementos que contiene. Ademas del movimiento de datos entre los
procesadores, representado en la figura, habria otro movimiento de datos interno en
cada uno de los procesadores, tal como explicamos en la transferencia de filas. Los
rectangulos de longitud dos corresponden a dos elementos de la parte triangular inferior
que deben transferirse entre procesadores para actualizar datos de la parte triangular
superior, y estos elementos de la parte triangular inferior los conocen los procesadores
correspondientes porque contienen sus simétricos al usarse un almacenamiento por
marcos. La transferencia de columnas tampoco esta balanceada, asi, el procesador
P, envia ZI—p + 2 datos y recibe n — ZI—p + 2, el procesador P, envia n + 2& + 4 datos
y recibe n — 2& + 4, el procesador P, envia n + 2& + 4 datos y recibe n — ZI—p +4,
y el procesador P5 envia n — 655 +2 datos y recibe 645 +2; por tanto, el coste de la
transferencia de filas en un paso impar es de 23 + (2n + 8)7.

En la figura 5.3.5 se muestra cémo se realizaria la transferencia de filas en los pasos
pares. Habra un movimiento de datos de acuerdo con la ordenacién de Eberlein, con
lo que se moveran los datos de la fila 1 a las posiciones de la fila n — 1, los de la fila
3 alal, etc, algunos de estos movimientos de datos seran entre procesadores y por
tanto conllevardan comunicaciones, pero otros seran internos; ademas, solo se necesitara
mover datos que vayan a parar a la zona triangular superior de la matriz, que es
la que necesitamos tener actualizada tras el movimiento de datos (la transferencia de
columnas y filas). Ademas del movimiento de datos entre los procesadores, representado
en la figura, habria otro movimiento de datos interno en cada uno de los procesadores.
En esta transferencia de filas se envian datos de la parte triangular inferior (los que
estan en triangulos de base 2), por lo que en la transferencia de columnas habrd que
tener en cuenta que deben actualizarse, ademas de los elementos de la parte triangular
superior, los elementos de la parte triangular inferior que se usan en la transferencia de
filas para actualizar elementos de la parte triangular superior. Tampoco en este caso
las comunicaciones estan balanceadas. El procesador Fy envia 245+ 2 datos y recibe
n— ZI—p + 2, el procesador P; envia n+ 2& + 4 datos y recibe n — 2& + 4, el procesador
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}:@ =]

Figura 5.3.3: Transferencia de filas en un paso impar con el almacenamiento por mar-
cos y la ordenaciéon de Eberlein
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Figura 5.3.4: Transferencia de columnas en un paso impar con el almacenamiento por
marcos y la ordenaciéon de Eberlein
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P, envia n + ZI—p + 4 datos y recibe n — 2& + 4, y el procesador P envia n — 6& + 2
datos y recibe 6& + 2; por tanto, el coste de la transferencia de filas en un paso par es
de 20+ (2n + 8)r.

Por ultimo, en la figura 5.3.6 se muestra como se realizaria la transferencia de
columas en los pasos pares. Ademas del movimiento de datos entre los procesadores,
representado en la figura, habria otro movimiento de datos interno en cada uno de los
procesadores. En esta transferencia de columnas se envian datos de la parte triangu-
lar inferior (los que actualizan datos de los bloques de tamano 2 en la figura 5.3.5).
Tampoco en este caso las comunicaciones estan balanceadas. El procesador Py envia
n— ZI—p + 2 datos y recibe ZI—p + 2, el procesador P; envia n — ZI—p + 4 datos y recibe
n—|—2£ +4, el procesador P, envia n— ZI—p +4 datos y recibe n—|—2£ +4, y el procesador
P; envia 6;—]) + 2 datos y recibe n — 6;—]) + 2; por tanto, el coste de la transferencia de
columnas en un paso impar es de 23 + (2n + 8)r.

Por tanto, al haber n — 1 pasos en cada barrido, 5 pasos impares y § — 1 pares,
el coste total por barrido de las comunicaciones en la transferencia de filas y columnas
sera:

(4n —4)3 + (4n2 +8n — 16)7 (5.3.1)

5.3.2 Costes tedricos

Para el calculo del coste aritmético por barrido hay que tener en cuenta que se calculan

2”—p rotaciones por procesador en cada paso, lo que representa un coste de 121—; flops, v
. 1 3n(n+1
que cada procesador actualiza ﬂ%l datos en cada paso, lo que representa ﬂ%l flops.
2
De este modo, tenemos un coste de 22 + ™ flops por cada paso hay un total de
b P 2p b
n2 n

n — 1 pasos por barrido. Ademads, al final de cada barrido hay que anadir = del
calculo de of f(A). En total tendremos un coste aritmético por barrido de:

B 3n3 n 12n? 15n

T, —
P P 2p

flops (5.3.2)

El coste de las comunicaciones, teniendo en cuenta los costes de las difusiones y de
la transferencia de los datos (estudiados en subsecciones anteriores) y que en el calculo
y comunicacion de of f(A) se tiene un coste de 4p(3 + 7) y que sdlo representamos los
términos de mayor orden, seria:

2 2
T. = 2npf + (6n2 . i) T (5.3.3)
P

si se usa la difusiéon normal, y:
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Figura 5.3.5: Transferencia de filas en un paso par con el almacenamiento por marcos
y la ordenacion de Eberlein
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Figura 5.3.6: Transferencia de columnas en un paso par con el almacenamiento por
marcos y la ordenacién de Eberlein
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,  Hn?
T.=2npBf+ [6n"— — | 7T (5.3.4)

2p
si se usa la difusion adecuada al esquema de almacenamiento que estamos usando.
Los costes son practicamente los mismos en los dos casos habiendo diferencias sélo en

términos de menor orden.

5.3.3 Resultados experimentales

Presentamos resultados experimentales obtenidos en un iPSC/860 con programas en C
con primitivas de comunicacion, y con matrices densas generadas aleatoriamente con
valores entre -10 y 10. Se mostraran tiempos de ejecucion en segundos por barrido, ya
que el numero de barridos es el mismo con los distintos algoritmos y es del orden de
logy n.

En la tabla 5.3.1 se representan los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial
que explota la simetria (JaEsSeSiFi), con el algoritmo que explota la simetria usando el
esquema por antidiagonales con la ordenacién par-impar (JaEsPaSiAnAnPi) y con el
algoritmo que explota la simetria usando el esquema de almacenamiento por marcos y la
ordenacién de Eberlein (JaEsPaSiAnMaEDb). Se puede observar que JaEsPaSiAnMaEb
da mejores prestaciones que JaEsPaSiAnAnPi, y esto es debido a dos factores: que la
ordenaciéon de Eberlein es 6ptima y la par-impar no, y que el esquema por marcos
produce un almacenamiento mas compacto y por tanto un mejor uso de la memoria.
De este modo, con JaEsPaSiAnMaEb se llegan a obtener buenas eficiencias (tabla
5.3.2). En algunos casos se llegan a tener eficiencias por encima de 1, a causa de que
al usar mas procesadores se utiliza menos memoria en cada uno de ellos y los accesos
a memoria son mas rapidos.

128 | 192 256 320 384 448 512
JaFsPaSiAnAnPi12 | 1.86 | 4.80 | 9.43 | 17.34 | 28.04 | 43.05 | 66.70
JaFEsPaSiAnMaEb 2 | 1.59 | 3.59 | 7.43 | 13.63 | 22.23 | 34.60 | 50.64
JaFsPaSiAnAnPi4 | 1.50 | 3.09 | 5.71 | 10.15 | 16.26 | 23.97 | 36.55
JaFEsPaSiAnMaEb 4 | 1.39 | 2.99 | 5.59 | 9.19 | 14.39 | 21.21 | 30.97
JaFsPaSiAnAnPi1 8 | 1.67 | 2.80 | 4.68 | 7.45 | 10.64 | 15.24 | 22.22
JaFsPaSiAnMaEb 8 | 1.64 | 2.80 | 4.90 | 7.21 | 10.40 | 14.59 | 19.99
JaFsSeSiFi 1.67 | 5.85 | 13.96 | 29.13 | 51.54 | 86.26 | 126.67

Tabla 5.3.1: Tiempos de ejecuciéon por barrido (en segundos) de los algoritmo JaEs-

PaSiAnAnPi y JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.
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128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFsPaSiAnMaEb 2 | 0.53 | 0.81 | 0.94 | 1.07 | 1.16 | 1.25 | 1.25
JaFsPaSiAnMaEb 4 | 0.30 | 0.49 | 0.62 | 0.79 | 0.90 | 1.02 | 1.02
JaFsPaSiAnMaEb 8 | 0.13 | 0.26 | 0.36 | 0.51 | 0.62 | 0.74 | 0.79

Tabla 5.3.2: Eficiencia del algoritmo JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.

En la tabla 5.3.3 comparamos los resultados obtenidos con el algoritmo que usa
el broadcast normal (JaEsPaSiAnMaEbBn) y el que usa el broadcast mejorado (Jaks-
PaSiAnMakEb). Se observan unas pequenas diferencias a favor de JaEsPaSiAnMaEb
cuando el nimero de procesadores y el tamano de la matriz crecen, pero estas diferen-
cias no se pueden considerar significativas.

128 | 192 | 256 320 384 448 512
JaEsPaSiAnMaEbBn 2 | 1.78 | 3.79 | 7.81 | 13.81 | 22.80 | 34.76 | 52.00
JaEsPaSiAnMaEDb 2 1.59 | 3.59 | 7.43 | 13.63 | 22.23 | 34.60 | 50.64
JaEsPaSiAnMaEbBn 4 | 1.54 | 3.18 | 5.59 | 9.38 | 14.94 | 21.98 | 31.19
JaEsPaSiAnMaEb 4 1.39 1 2.99 | 559 | 9.19 | 14.39 | 21.21 | 30.97
JaEsPaSiAnMaEbBn 8 | 1.59 | 2.86 | 4.66 | 7.14 | 10.39 | 14.61 | 20.21
JaEsPaSiAnMaEb 8 1.64 | 2.80 | 4.90 | 7.21 | 10.40 | 14.59 | 19.99
JaEsPaSiAnMaEbBn 16 5.07 9.45 16.15
JaEsPaSiAnMaEb 16 4.74 9.36 15.97

Tabla 5.3.3: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos Jaks-

PaSiAnMaEbBn y JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.

Como ya hemos dicho, el esquema de almacenamiento por marcos nos propor-
ciona un esquema de almacenamiento compacto con el que se sacard provecho del uso
de BLAS 1 en la actualizacién de la matriz. Esto se muestra en la tabla 5.3.4, donde se
muestran los tiempos obtenidos no usando BLAS (JaEsPaSiAnMaEDb) y usando BLAS
1 en el movimiento de datos y en la aplicacién de las rotaciones de Givens (JaEsPaSi-
AnMaEbB1). Se observa que el uso de BLAS permite una reduccién importante en
el tiempo de ejecucion cuando el tamano de la matriz aumenta, al ser en ese caso el
BLAS mas eficiente, y que esta mejora con el uso de BLAS disminuye al aumentar el
numero de procesadores, ya que en este caso las submatrices con las que trabaja cada
procesador son mas pequenas.

Por dltimo, en la tabla 5.3.5 se comparan los resultados obtenidos en anillo (JaFEs-

PaSiAnMaEbB1) y en hipercubo (JaEsPaSiHiMaEbB1) usando en ambos casos BLAS
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128 | 192 | 256 320 384 448 512
JaFsPaSiAnMaEbB1 2 | 1.39 | 2.83 | 5.60 | 9.60 | 15.85 | 24.08 | 35.10
JaEsPaSiAnMakEb 2 1.59 | 3.59 | 7.43 | 13.63 | 22.23 | 34.60 | 50.64
JaFEsPaSiAnMaEbB1 4 | 1.57 | 2.89 | 4.59 | 7.19 | 11.30 | 16.22 | 22.85
JaFsPaSiAnMaEb 4 1.39 12,99 | 5,59 | 9.19 | 14.39 | 21.21 | 30.97
JaFEsPaSiAnMaEbB1 8 | 1.60 | 2.77 | 446 | 6.19 | 9.40 | 12.16 | 16.78
JaFEsPaSiAnMaEb 8 1.64 | 2.80 | 4.90 | 7.21 | 10.40 | 14.59 | 19.99
JaFsPaSiAnMaEbB1 16 4.67 8.59 14.99
JaFsPaSiAnMaEb 16 4.74 9.36 15.97

Tabla 5.3.4: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-

PaSiAnMakEb y JaEsPaSiAnMaEbB1. En iPSC/860.

1, y utilizando en hipercubo el anillo inmerso para las transferencias de filas y columnas,
y diferenciandose los dos algoritmos sélo en el broadcast. Como es logico, se obtienen
menores tiempos de ejecucién en hipercubo al aumentar el nimero de procesadores.

128 | 192 | 256 | 320 384 448 512
JaEsPaSiAnMaEbB1 2 | 1.39 | 2.83 | 5.60 | 9.60 | 15.85 | 24.08 | 35.10
JaEsPaSiHiMaEbB1 2 1.39 | 2.79 | 5.45 | 9.67 | 15.67 | 23.59 | 35.10
JaEsPaSiAnMaEbB1 4 | 1.57 | 2.89 | 4.59 | 7.19 | 11.30 | 16.22 | 22.85
JaEsPaSiHiMaEbB1 4 1.59 | 2.79 | 4.59 | 7.18 | 10.98 | 15.82 | 22.47
JaEsPaSiAnMaEbB1 8 | 1.60 | 2.77 | 4.46 | 6.19 | 9.40 | 12.16 | 16.78
JaEsPaSiHiMaEbB1 8 1.40 | 2.37 1 3.99 | 5.99 | 8.79 | 11.78 | 15.78
JaEsPaSiAnMaEbB1 16 4.67 8.59 14.99
JaEsPaSiHiMaEbB1 16 3.74 7.39 12.80

Tabla 5.3.5: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-

PaSiAnMaEbB1 y JaEsPaSiHiMaEbBI1. En iPSC/860.

5.4 Conclusiones

En este capitulo hemos analizado las ideas generales para explotar la simetria de la
matriz en topologias légicas de tipo de anillo (anillo unidireccional o bidireccional,
arrays lineales, arrays con un host central, ...). La idea basica consiste en considerar
elementos simétricos en un mismo procesador, con lo que sera suficiente trabajar con
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la parte triangular superior o inferior de la matriz (y almacenar sélo esa parte) y con
algunos elementos adicionales dependiendo de la ordenacién y la topologia que se usen.
La combinacion de un esquema de almacenamiento con una determinada ordenacién
generara unas necesidades de comunicacion que determinaran la topologia logica para
la que es adecuado el algoritmo.

Hemos analizado con detalle los casos de combinar el esquema de almacenamiento
por antidiagonales con la ordenacién par-impar y el esquema de almacenamiento por
marcos con la ordenacién de Eberlein. Los resultados que se obtienen en ambos casos
son similares y siempre mucho mejores que los obtenidos con métodos que no exploten
la simetria.
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Capitulo 6

EXPLOTACION DE LA
SIMETRIA EN MALLA

Los métodos de Jacobi que estudiamos en el capitulo anterior utilizan un esquema de
almacenamiento adecuado para un anillo légico de procesadores, y como consecuencia
de esto tienen el inconveniente de una baja escalabilidad. En este capitulo estudiaremos
como es posible disenar algoritmos de Jacobi que exploten la simetria en una malla
légica de procesadores, obteniéndose asi una eficiencia tedrica del 100% y una mejor
escalabilidad que en los algoritmos disenados para un anillo logico.

Estudiaremos dos algoritmos que explotan la simetria en una malla. El primero
de ellos utiliza la ordenacién Round-Robin y el segundo la par-impar. El segundo de
los algoritmos utiliza el esquema por bloques que estudiamos en el capitulo 1 y que
aplicamos en el capitulo 3 para obtener algoritmos para multiprocesadores de memoria
compartida. La combinacién del esquema por bloques con una ordenacién adecuada (la
par-impar) y con un esquema de almacenamiento que permite explotar la simetria en
una malla 16gica de procesadores, da lugar a un algoritmo que ademas de teéricamente
éptimo (en cuanto a eficiencia) y con una buena escalabilidad, permite obtener buenas
prestaciones cuando se resuelven problemas de grandes dimensiones.

6.1 Introduccion

Estamos interesados en la explotaciéon de la simetria en una malla de procesadores en
métodos de Jacobi para el Problema Simétrico de Valores Propios.

Es posible utilizar un esquema de distribucién de los datos que se ha usado con
éxito en el problema de resolucion de sistemas triangulares [17] y que nos permitiria
en nuestro caso trabajar con la parte triangular superior (o inferior) de la matriz.

Si se dispone de p = r? procesadores se puede dividir la matriz A, de tamafio n x n,

en bloques A;; cont =0,1,...,kr—1,5=0,1,...,kr—1, cada uno de ellos de tamarno

7= X 7=, y siendo k un nimero natural tal que n sea multiplo de kr.

165
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Si se asignan a cada procesador F;; los bloques Aiy jyqr con m =0,1,...,k—1,
g=0,1,....k — 1, se obtiene una distribucién que se muestra en la figura 6.1.1 para
k =2y r=3. En esta figura los subindices representan los bloques de la matriz A
y los superindices los procesadores donde se almacenan los bloques. Sélo se muestran
bloques de la parte triangular superior de la matriz.

A Ao A A Ao Ags
A A A AL A
A Ay AL AR

Az Agy Az

A A

Az

Figura 6.1.1: Distribucién de datos con k =2y r = 3.

De este modo, cada procesador contiene datos de la matriz A y trabaja en la actua-
lizacion de la matriz, pero la carga no esta balanceada, y asi, en la figura 6.1.1 algunos
procesadores contienen 3 bloques y otros sélo uno. Supuesto que se utilice un esquema
de algoritmo similar al estudiado en el capitulo 4 en una malla de procesadores pero sin
explotar la simetria de la matriz, se necesitaria, tras la actualizacion de la matriz, de
una transferencia de filas y columnas entre procesadores vecinos. Si se divide la matriz
en bloques mas pequenos, al hacer la transferencia de filas y columnas habra mas
transferencias externas (se necesita transferir 6—7; datos desde Fy; cuando se transfieren

Nz

columnas, y con el algoritmo no simétrico se transfieren %). De este modo, este

esquema de almacenamiento que es adecuado para otros problemas [17], no parece
adecuado para el problema de valores propios. Si se aumenta k para obtener una mejor
distribucién del trabajo en la actualizacion de la matriz, el coste de las comunicaciones
tiende a ser del mismo orden que el aritmético. Para solventar este problema, en la
siguiente seccién mostraremos que es posible explotar la simetria manteniendo el mismo
coste de las comunicaciones que en el algoritmo que no explota la simetria.

6.2 Algoritmo con almacenamiento por plegamiento

6.2.1 Esquema de almacenamiento

Si se dispone de p = r? procesadores organizados en una malla cuadrada, para obtener
la distribucién de los datos en la malla se divide la matriz A en bloques A;; con
1 =0,1,...,2r =1, 3 =0,1,...,2r — 1, y se hace la siguiente distribucién entre los
procesadores:

bloques A, Agr1_ior—1- ¥ Aigrc1—i, cone = 0,1,...,r —1, al procesador P;,_q_;,
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bloques A; j4, vy Aiyo1-j,coni4+ 35 <r—1,a F;,
y bloques A; j4, y Agr1_ijqr, coni+ 3 >r—1,a F;.
Mostramos esta distribucién en la figura 6.2.1, con r = 3.

A Ao A Ay Agy Ag
A AL A Ay A
A A Ay AR

Az A A3

Ay Ay

A5

Figura 6.2.1: Distribucién de datos con r = 3.

A este esquema de almacenamiento le llamamos por plegamiento. La distribucién
de la matriz en la malla cuadrada de procesadores se puede obtener dividiendo la matriz
Aen cuatro submatrices cuadradas de tamano 5 x 7 (figura 6.2.2.a), asignando la matriz
de la parte superior derecha a los procesadores segin la figura 6.2.2.b), y plegando
las submatrices triangulares superiores sobre la malla tal como se muestra en la figura

6.2.2.¢).

/TN

a) b) c)

Figura 6.2.2: Almacenamiento de los datos con el esquema de almacenamiento por
plegamiento.
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6.2.2 Algoritmo

Utilizaremos el esquema de almacenamiento por plegamiento antes descrito y la or-
denacién Round-Robin que tiene un patrén constante de movimiento de indices (y por
tanto de movimiento de filas y columnas) entre dos pasos consecutivos del algoritmo,
por lo que nos simplifica el diseno del algoritmo.

El esquema usado para calcular los valores propios es similar al del algoritmo
paralelo que no explota la simetria.

Algoritmo 6.2.1 FEsquema de un barrido del método JaFEsPaSiMaPIRr.
EN PARALELO: PARA i = 0,....r — 1; j = 0,...,r — 1 EN P;:
REPETIR
PARA k=1,...,n—1
SLi=p—j—1
Calcular rotaciones (7)
FINSI
Difundir parametros (¢, 7)
Actualizar matriz (¢, 7)
Transferir columnas (¢, 7)
Transferir filas (¢, )
FINPARA
HASTA of f(A) < COT A

Y los procedimientos usados en este esquema tienen los siguientes cédigos:

Algoritmo 6.2.2 Calcular rotaciones (i). Sélo trabajan los procesadores en la anti-
diagonal principal.
PARAm =0,2,4,...,5- -2
Computar parametros de rotaciones que anulan @, 41 Y @my1,m de Ay
FINPARA
PARAm =0,2,4,...,5- -2
Computar parametros de rotaciones que anulan @, 41
Y Gm41,m de A2r—1—i,2r—1—i

FINPARA

Algoritmo 6.2.3 Difundir pardmetros (i,j).

(*En cada procesador los pardmetros 1 son los pardmetros obtenidos en el primer
bucle de calcular rotaciones y los parametros 2 son los obtenidos en el segundo
bucle. )

Sly=0yi=r—1
enviar parametros 1 y 2 a Py
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enviar parametros 1 y 2 a P._39
EN OTRO CASOSIi =0y j3=r—1
enviar parametros 1 a Fy,_;
enviar parametros 2 a P ,_q
EN OTRO CASOSIli=r—1—3
Sle <%
enviar parametros 1 a P ;_4
enviar parametros 2 a P4
enviar parametros 1 y 2 a P, ;14
enviar parametros 1 y 2 a P;_4 ;
EN OTRO CASO
enviar parametros 1 y 2 a P, ;14
enviar parametros 1 y 2 a P;_4 ;
enviar parametros 1 a P ;_4
enviar parametros 2 a P4
FINSI
EN OTRO CASO SI'i < 3
Sli<r—1—3
recibir parametros de P; ;1
SLj#0
enviar parametros recibidos a F; ;_4
FINSI
recibir parametros de P4 ;
Sle#£0
enviar parametros recibidos a P;_y ;
FINSI
EN OTRO CASO
recibir parametros de P;_; ;
enviar parametros recibidos a P44 ;
recibir parametros de P; ;_;

Sly#r—1
enviar parametros recibidos a F; ;14
FINSI
FINSI

EN OTRO CASO
Sli<r—1—3
recibir parametros de P4 ;
enviar parametros recibidos a P;_y ;
recibir parametros de P; ;1
SLj#0

enviar parametros recibidos a F; ;_4

169
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FINSI
EN OTRO CASO

recibir parametros de P; ;_;

Sly#r—1
enviar parametros recibidos a F; ;14
FINSI
recibir parametros de P;_; ;
Sle#£r—1
enviar parametros recibidos a P44
FINSI
FINSI
FINSI

El orden de las comunicaciones en cada procesador se muestra en la figura 6.2.3
en una malla con 16 procesadores. Las flechas tienen un nimero indicando el orden en
que se realiza esa comunicacion, y este numero esta en la parte superior en las flechas
horizontales y a la izquierda en las flechas verticales. Las flechas de procesadores en
la antidiagonal principal tienen también asociados uno o dos numeros que indican
qué parametros intervienen en la correspondiente comunicacion, y estos nimeros estan
debajo de la flecha en flechas horizontales y a la derecha en flechas verticales.

En la actualizacion de la matriz, cada procesador determina los parametros que
debe usar para actualizar pre y postmultiplicando cada uno de los bloques 2 x 2 que
contiene.

Algoritmo 6.2.4 Actualizar matriz (i,j).
Sli=r—1—
(*Actualizar A;*)
PARA m = 0,2,4,..., 2 —2
PARAg=m,m+2,...., % —2

2r

Umg Umg+1l | _ | CB4igs  SB4ig mq m,q+1 Cipif T84tk
Um+1,g  Am41,9+1 _Sﬂ—l—iﬁ Cmy;n Um+1,9g Gm41,9+1 3‘214-2% C%_H%
FINPARA
FINPARA

(*Actualizar A;9,-1-;™)
PARA m = 0,2,4,... & —

PARA ¢=10,2,...,2 —2
mg  Gmg4l ] _ [ Cmpin  Smyn ] [ Umg Qg1

Um41,qg Gmtl,q+1 —SZyip C2yin Um+1,q Am+1,q+1
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1 2 1 2 11

Bo = B =7 Yoo 77 105

21 31 3T 21 2

31 41 41 1.2 1]
1 2 11 3 3

Bo 1 |y T Py _1"2_’ Py

21 31 21 2 2|

24 21 12 3] 2]
3 3 11 2 1

By '_‘1_ =% _1”2_’ By 7 By

1T 41 2 41 31

2} 12 3] 3] 2]
11 2 1 2 1

By _1”2_’ By By T o

Figura 6.2.3: Comunicacion de rotaciones.
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Cly(2r-1-0) 2 —SLp(2r—1-i) 2
Sep(2r—1-i) 2 Cly(2r-1-i) 2
FINPARA
FINPARA
(*Actualizar A4 40 ")
PARA m =0,2,4,...,5- -2
PARA g=m,m+2,...,5- -2
g g ] _ l B R SR A ] l g g ]
Am+1,g  Am+lg+1 TSZ4(i4r) 2 CZy(itr) B Umtl,g  Gm41,9+1

vl DR

+(i+r) 2 _5ﬂ+(z+r)4£]
+(i+r) 2 CLy(itr) 2

c
B
FINPARA
FINPARA
EN OTRO CASO SIi+j5<r—1
(*Actualizar A;,_1_;%)
PARA m = 0,2,4,..., 2 —2
PARA ¢ =0,2,..., 2 —2

g U q+1 o c%-l-iﬁ S%‘Hﬁ ] l Umg Um,q+1 ]

Am+l,qg  Gmtl,q+1 | TSR R Am+l,q  Gm+tlg+1

Chtir—1-i) 2 _5%+(r—1—j)ﬁ]
SEHr-1-)3  CEH-1-) 3
FINPARA
FINPARA
(*Actualizar A; j4,)
PARA m = 0,2,4,... & — 2

PARA ¢=10,2,..., 2 —

Umg — Gmgt1 | _ | OB SBig Umg Gt
Um+1l,g Om+1,q+1 Um+1l,q OAm+1,g+1

l CLr(rbi) TS B+ 2 ]
L+(r+i) 2 CL+(r+i) 2
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FINPARA
FINPARA
EN OTRO CASO
(*Actualizar A; ;j1,™)
PARA m = 0,2,4,..., 2 —2

2r

PARAq:O,Q,...,Q”—T—Q
Umg — Gmgt1 | _ | OB SBig Umg Gt
Um+1,q Am+1,q+1 TSy Cnggn Um+1,q Am+1,q+1

[ e e ]
L4(r+i) 2 CEH(r+i) 2
FINPARA
FINPARA
(*Actualizar Az,—1—; j1,.™)
PARA m = 0,2,4, ...,
PARA ¢ =0,2,..., 5 —9

2r
Umg Um,q+1 _ c%—l—(?r—l—i)ﬁ S%—I—(?r—l—i)ﬁ g Um,q+1
Um41,g  Gm41,9+1 TS24 (2r—1-0) 2 C2y(2r-1-i) % Um41,g  Gm41,94+1

l CLLGHNE TSR ]
It(r+j) s Clt(r+i) 2

FINPARA
FINPARA

Explicaremos los procedimientos de transferencia de filas y columnas con un ejem-
plo con n =24 y r = 3. No damos el codigo porque es similar al del algoritmo que no
explota la simetria.

Después de la transferencia de columnas y filas la parte triangular superior de la
matriz debe quedar adecuadamente modificada. Veremos como se modifican los datos
de la parte triangular superior en la transferencia de filas, y de esto deduciremos qué
datos deben moverse en la transferencia de columnas para actualizar datos en la parte
triangular superior de la matriz y aquellos que intervienen en el movimiento de datos
en la transferencia de filas

La figura 6.2.4 muestra la transferencia de filas. Con I, S; N, E y O marcamos los
datos que se transfieren. Una [ indica una transferencia interna, y 5, N, E y O indican
datos que deben ser enviados al sur, norte, este y oeste, respectivamente. Una marca
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de X indica un elemento que no se transfiere pero que debe quedar actualizado tras
la transferencia de datos. Las flechas pequenas corresponden a movimientos internos
y las grandes a movimiento de datos entre procesadores. Los cuadros corresponden a
bloques de la matriz, y los cuadros dibujados en grueso corresponden a bloques que
estan almacenados en la malla. Para obtener en qué procesador se almacenan los otros
bloques hay que plegar esas partes de la matriz (figura 6.2.2).

Es necesario también almacenar algunos bloques 2 x 2 de la parte triangular inferior
de A. Estos bloques aparecen en la figura con una letra, y el procesador donde se
almacenan es el mismo donde estd almacenado su bloque simétrico.

La figura 6.2.5 muestra de una manera similar la transferencia de columnas.

6.2.3 Costes tedricos

El coste aritmético del calculo de las rotaciones es igual al del algoritmo que no explota
la simetria (JaEsPaNsMaCuRr). El coste de la actualizacién de la matriz es diferente
en este caso porque cada procesador que no esta en la antidiagonal principal actualiza
% bloques 2 x 2, y cada procesador en la antidiagonal principal actualiza 2o n

8 T 4/p
flops. Ademas, hay

6n
. VP
que sumar un coste de S +2yp—3 flops al final de cada barrido debido al calculo de
of f(A). De este modo, el coste aritmético por barrido se puede expresar:

bloques 2 x 2, obteniéndose de este modo un coste de % +

3n? 23 2
T, = on (— — —) n?  flops (6.2.1)
p 2Vp p
En cada paso, la difusion de los parametros tiene un coste de \/p3+n7, la transfe-

An

NG
60 + (% + 2) 7. Al final de cada barrido hay un coste de 2 (\/}_7 — 1) (8 + 7) debido

al célculo de of f(A).

De este modo, el coste de las comunicaciones por barrido se puede aproximar por:

rencia de columnas tiene un coste 63 + ( + 4) 7, vy la transferencia de filas un coste

T.=(\p+12)n3 + (1 + %) n’r (6.2.2)

En este caso se obtiene como cota superior de la eficiencia:

T, - T,
p(T, +T.) = pT,

E, = <1 . (6.2.3)

6.2.4 Resultados experimentales

Hemos implementado el algoritmo en el Multiprocesador de Memoria Distribuida ba-

sado en transputers PARSYS SN-1040.
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XXXX| [ XXXX] [ XXXX] | XXXX] | XXXX] | XXXX
XI1 ITII ITII ITII ITII ITII
XX| [SSSS||SSSS|[SSSS[|SSSS|I]|SSSS
IT1 ITII ITII ITII ITII ITII

XXI1 ITII ITII ITII ITII
E |NNNN| | NNNN| [ NNNN| | NNNN| | NNNN
XX [SSSS||SSSS||SSSS|[SSSS
IT1 ITII ITII ITII ITII
XXI1 ITII ITII ITII

E |NNNN| [NNNN| [ NNNN| | NNNN
XX||ITTTI ITII ITII

IT1 ITII ITII ITII

XXI1 ITII ITII

I ITII ITII ITII

XX| | NNNN| | NNNN

IT1 ITII ITII

XXII ITII

O |SSSS||SSSS

XX| | NNNN

IT1 ITII

XXII

O |SSSS

XI

IT1

— :—» Oy, O e, =
54_% O ¢ H e N

[\]

e

(@]

oo

o

— — — —
— e O —— %

— DN e P e e P e—

[\]
—_

g%\s
R

Figura 6.2.4: Movimiento de datos en la transferencia de filas.
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0 2——=4=6—=8=10—=12=14 —16=18 —=20=22

1i 3 5= 7 9= 1t 13=15 1=19=— 21=23
XI OlI I EOI I EII ITEI I OFE1 I 011
I OI I EOI I EII ITEI I OFE1 I 011
I OX| [T EOI I EII ITEI I OFE1 I 011
I OI I EOI I EII ITEI I OFE1 I 011
S I XOI I EII ITEI I OFE1 I 011
SX |INOI I EII ITEI I OFE1 I 011
I OX |TEII ITEI I OFE1 I 011

I XOI I EII ITEI I OFE1 I 011

S I XI1 ITEI I OFE1 I 011

SX |INII ITEI I OFE1 I 011

I 1X||[ITEI I OFE1 I 011

I XI1 ITEI I OFE1 I 011

I I XEI I OFE1 I 011

IX |[ITEI I OFE1 I 011

I EX |IOEI I 011

I XEI I OFE1 I 011

N I XEI I 011

NX |ISEI I 011

I EX| |[TOII

I XEI I 011

N I XI1I

NX |ISITI

I IX

I XI1I

Figura 6.2.5: Movimiento de datos en la transferencia de columnas.
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Comparamos el programa que explota la simetria (JaEsPaSiMaPIRr) con el que
no la explota (JaEsPaNsMaCuRr). Los resultados que se muestran corresponden a
tiempos por barrido, y han sido obtenidos con matrices con valores de doble precision
generados aleatoriamente entre -10 y 10, y con programas hechos en C. En la trabla
6.2.1 se muestran los tiempos obtenidos con JaEsPaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr y
con el algoritmo secuencial que explota la simetria, y los cocientes entre los tiempos
de JaEsPaSiMaPIRr y JaEsPaNsMaCuRr. Este cociente deberia ser 0.5 ya que con
JaEsPaSiMaPIRr se trabaja aproximadamente con la mitad de la matriz, pero vemos
que el valor que se obtiene cuando aumenta el tamano de la matriz tiende a estar
alrededor de 0.52. Al igual que con los algoritmos para anillo esto se debe a dos
razones:

1. JaEsPaSiMaPIRr tiene un mayor overhead debido a una distribucién mas irre-
gular de los datos en los procesadores.

2. La transferencia de filas y columnas es mas costosa en JaFEsPaSiMaPIRr.

96 192 288 384
JaEsPaNsMaCuRr 4 6.97 | 52.12 | 172.54 | 405.04
JaEsPaSiMaPIRr 4 4.28 1 29.04 | 92.63 | 309.30
Coclente 4 0.619 | 0.557 | 0.533 | 0.517
JaEsPaNsMaCuRr 9 3.49 | 24.81 | 80.40 | 186.79
JaEsPaSiMaPIRr 9 2.28 | 14.01 | 42.88 | 96.66
Coclente 9 0.653 | 0.565 | 0.537 | 0.518
JaBEsPaNsMaCuRrl6 | 2.15 | 14.62 | 46.69 | 107.59
JaEsPaSiMaPIRr 16 1.53 | 8.69 | 25.89 | 57.43
Coclente 16 0.712 | 0.594 | 0.555 | 0.534
JaEsSeSiFi 10.82 | 84.89 | 285.48

Tabla 6.2.1: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-

PaSiMaPIRr y JaEsPaNsMaCuRr. En PARSYS SN-1040.

En la tabla 6.2.2 se muestra la eficiencia obtenida, y en la 6.2.3 se comparan los
tiempos obtenidos con el algoritmo para anillo que no explota la simetria ejecutandolo
en anillo (JaEsPaNsAnCoPi) y en hipercubo (JeEsPaNsHiCoPi), el que no explota
la simetria en malla (JaEsPaNsMaCuRr), y los algoritmos que explotan la simetria
en anillo con el esquema de almacenamiento por antidiagonales cuando se ejecuta en
anillo (JaEsPaSiAnAnPi) y en hipercubo (JaEsPaSiHiAnPi) y el que usa el esquema de
almacenamiento por plegamiento en una malla de procesadores (JaEsPaSiMaPIRr).



178 INTRODUCCION

Se observa que en anillo e hipercubo se obtienen resultados similares (algo mejores en
hipercubo cuando aumenta el tamano del sistema, pero la diferencia tiende a reducirse
cuando aumenta el tamano de la matriz) ya que el esquema de almacenamiento es
el mismo y la unica diferencia esta en el broadcast de los parametros. Sin embargo,
el algoritmo para malla es claramente mejor al aumentar el niumero de procesadores
porque el coste de las comunicaciones es menor en este algoritmo y ademas permite un
mayor solapamiento de las operaciones, de este modo, en malla se obtiene un algoritmo
mas escalable, como ya vimos en el caso de los algoritmos que no explotan la simetria.

96 192 288
JaEsPaNsMaCuRr 4 | 0.391 | 0.407 | 0.414
JaEsPaSiMaPIRr 4 0.632 | 0.731 | 0.770
JaEsPaNsMaCuRr 9 | 0.344 | 0.380 | 0.395
JaEsPaSiMaPIRr 9 0.526 | 0.673 | 0.740
JaEsPaNsMaCuRr 16 | 0.314 | 0.363 | 0.382
JaEsPaSiMaPIRr 16 | 0.442 | 0.610 | 0.689

Tabla 6.2.2: Eficiencia de los algoritmos JaksPaSiMaPIRr y JaEsPaNsMaCuRr. En
PARSYS SN-1040.

Estos resultados se confirman con los obtenidos en iPSC/860 y el Touchstone
DELTA. En la tabla 6.2.4 se muestra el tiempo de ejecucion por barrido obtenido
en iPSC/860 con JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPIRr, el algoritmo secuencial que
explota la simetria y el cociente JaEsPaSiMaPIlRr/JaEsPaNsMaCuRr. FEn la tabla
6.2.6 se muestran los mismos resultados en el Touschtone DELTA. En las tablas 6.2.5 y
6.2.7 se muestran las eficiencias obtenidas en ambas maquinas. Todos los resultados se
han obtenido utilizando BLAS 1 en la actualizacion de la matriz y los movimientos de
datos. Se observa que estos resultados confirman los obtenidos en el PARSYS SN-1040
en cuanto a la reduccién en el tiempo de ejecucion usando el esquema de almacena-
miento por plegamiento y a la escalabilidad que presenta este esquema. Ademas, se
puede ver que se obtienen mejores resultados en el Touchstone DELTA debido a que,
aunque en ambas maquinas los nodos son procesadores 1860, las comunicaciones son
mejores en el Touchstone DELTA.

Por dltimo, en la tabla 6.2.8 mostramos los cocientes obtenidos en el Touchstone
DELTA entre JaEsPaSiMaPIRr y JaEsPaNsMaCuRr con diferentes tamanos de la
malla y con el maximo tamano de matriz con que se ha experimentado. Aparece
también el tamano de la matriz usada, este tamano es similar en todos los casos (entre
1024 y 1232) pero el cociente aumenta considerablemente al aumentar el nimero de
procesadores, lo que es normal teniendo en cuenta el mayor overhead, el mayor coste
de las comunicaciones y el peor uso de BLAS 1 del algoritmo que explota la simetria,
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64 128 192 256 320
JaEsSeSiFi 3.48 | 27.13 | 90.61 | 214.59 | 417.81
JaEsPaNsAnCoPi 4 2.08 | 15.44 | 51.13 | 119.16 | 231.04
JaEsPaNsHiCoPi 4 2.08 | 15.52 | 51.13 | 119.85 | 232.39
JaBEsPaNsMaCuRr 4 | 2.18 | 15.91 | 52.12 | 121.75 | 235.75
JaEsPaSiAnAnPi 4 1.54 | 830 30.64| 69.72 | 132.82
JaEsPaSiHiAnPi1 4 1.49 | 9.70 | 30.41 | 69.39 | 132.35
JaEsPaSiMaPIRr 4 1.48 | 9.36 | 29.04 | 65.98 | 125.63
JaBEsPaNsAnCoP1 16 | 0.72 | 4.55 | 14.18 | 32.29 | 61.59
JaEsPaNsHiCoP1 16 | 0.70 | 4.52 | 14.14 | 32.25 | 61.52
JaBEsPaNsMaCuRr 16 | 0.75 | 4.70 | 14.62 | 33.26 | 63.33
JaEsPaSiAnAnP1 16 | 0.63 | 3.59 | 10.00 | 21.40 | 39.24
JaEsPaSiHiAnP1 16 0.61 | 3.26 | 9.40 | 20.52 | 38.04
JaEsPaSiMaPIRr 16 | 0.60 | 3.07 | 8.69 | 18.79 | 34.67
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Tabla 6.2.3: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos

JaEsPaNsAnCoPi, JaFsPaNsHiCoPi, JaEsPaNsMaCuRr, JaEsPaSiAnAnPi, Jaks-

PaSiHiAnPi y JaEsPaSiMaPIRr. En PARSYS SN-1040.

64 128 192 256 320 384 448 512
JaFsPaNsMaCuRr 4 | 0.795 | 1.534 | 3.553 | 7.451 | 13.825 | 23.167 | 36.978 | 54.963
JaFsPaSiMaPIRr 4 0.650 | 1.211 | 2.395 | 4.779 | 7.797 | 13.012 | 18.980 | 28.684
Cociente 4 0.82 | 0.79 | 0.67| 0.64 0.56 0.56 0.51 0.52
JaFsPaNsMaCuRr 16 | 0.796 | 1.012 | 1.822 | 3.293 | 5.027 | 8.031 | 11.693 | 16.413
JaFsPaSiMaPIRr 16 | 0.648 | 1.136 | 1.769 | 2.778 | 3.955 | 6.001 | 8.028 | 11.235
Cociente 16 081 1.12 | 0.97| 0.84 0.79 0.75 0.69 0.68
JaFsSeSiFi 0.390 | 1.141 | 3.807 | 9.361 | 20.044 | 35.354 | 60.237 | 88.195

Tabla 6.2.4: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos

JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPIRr. En iPSC/860.
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64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFEsPaNsMaCuRr 4 | 0.12 | 0.19 | 0.27 | 0.31 | 0.36 | 0.38 | 0.41 | 0.40
JaFsPaSiMaPIRr 4 0.15(0.24 1 0.40 | 0.49 | 0.64 | 0.68 | 0.79 | 0.77
JaFEsPaNsMaCuRr 16 | 0.03 | 0.07 | 0.13 | 0.18 | 0.25 | 0.28 | 0.32 | 0.34
JaFsPaSiMaPIRr 16 | 0.03 | 0.06 | 0.13 | 0.21 | 0.32 | 0.37 | 0.47 | 0.49

Tabla 6.2.5: Eficiencia de los algoritmos JaksPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPIRr. En

iPSC /860.

64 128 192 256 320 384 448 512
JaFsPaNsMaCuRr 4 | 0.151 | 1.008 | 3.012 | 6.831 | 13.074 | 22.769 | 37.221 | 56.716
JaFsPaSiMaPIRr 4 0.172 1 0.703 | 1.807 | 4.042 | 6.949 | 12.014 | 17.767 | 27.384
Cociente 4 1.14 | 0.70 | 0.60 | 0.59 0.53 0.53 0.48 0.48
JaFsPaNsMaCuRr 16 | 0.120 | 0.387 | 1.018 | 2.204 | 3.738 | 6.230 | 9.282 | 13.853
JaFsPaSiMaPIRr 16 | 0.175 | 0.463 | 0.938 | 1.735 | 2.751 | 4.219 | 6.031 | 8.979
Cociente 16 1.46 | 1.20 1 0.92 | 0.79 0.74 0.68 0.65 0.65
JaFsSeSiFi 0.166 | 1.146 | 3.835 | 9.259 | 20.065 | 35.367 | 60.290 | 88.549

Tabla 6.2.6: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de los algoritmos

JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPIRr. En Touchstone DELTA.

64 | 128 | 192 | 256 | 320 | 384 | 448 | 512
JaFEsPaNsMaCuRr 4 | 0.27 | 0.28 | 0.32 | 0.34 | 0.38 | 0.39 | 0.40 | 0.39
JaFsPaSiMaPIRr 4 0.24 | 0.41 | 0.53 | 0.57 | 0.72 ] 0.74 | 0.85 | 0.81
JaFEsPaNsMaCuRr 16 | 0.08 | 0.19 | 0.24 | 0.26 | 0.34 | 0.35 | 0.41 | 0.40
JaFsPaSiMaPIRr 16 | 0.05 | 0.15 | 0.26 | 0.33 | 0.46 | 0.52 | 0.62 | 0.62

Tabla 6.2.7: Eficiencia de los algoritmos JaksPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPIRr. En

Touchstone DELTA.
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acentuandose todos estos factores al aumentar el tamano del sistema. Vemos que con
pocos procesadores el cociente es menor del 0.5 tedrico, y esto puede ser debido a un
ahorro de memoria en el algoritmo simétrico que puede producir una reduccién en el
tiempo de ejecucion.

procesadores 4 9 16 25 36
JaEsPaSiMaPIRr/JaEsPaNsMaCuRr | 0.45 | 0.44 | 0.45 | 0.58 | 0.58
tamano matriz 1086 | 1104 | 1088 | 1068 | 1152
procesadores 49 64 81| 100 | 121
JaEsPaSiMaPIRr/JaEsPaNsMaCuRr | 0.57 | 0.62 | 0.63 | 0.63 | 0.65
tamano matriz 1232 | 1152 | 1152 | 1120 | 1232
procesadores 144 | 169 | 196 | 225 | 256
JaEsPaSiMaPIRr/JaEsPaNsMaCuRr | 0.65 | 0.74 | 0.74 | 0.72 | 0.77
tamano matriz 1152 | 1040 | 1120 | 1200 | 1024

Tabla 6.2.8: Cociente JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr con diferentes tamanos de
la malla. En Touchstone DELTA.

6.3 Un algoritmo por bloques

En esta seccién describiremos como disenar un algoritmo de Jacobi eficiente en una
malla de procesadores, combinando la idea de la secciéon anterior sobre como explotar
la simetria de la matriz en una malla de procesadores utilizando un esquema de al-
macenamiento de los datos por plegamiento, y la idea del capitulo uno sobre cémo
disenar un algoritmo de Jacobi por bloques rico en multiplicaciones matriciales para

poder usar BLAS 3.

6.3.1 Descripcién

Al igual que hicimos en el algoritmo de Jacobi para una malla de procesadores que
estudiamos en la seccion anterior, la matriz A se divide en cuatro submatrices cuadra-
das de tamanio 5 x % (figura 6.3.1), y llamamos a esas cuatro submatrices Ayo, Ang,
Aso vy Asg (indicando los subindices la posicion de las submatrices en la matriz A,
representando N, S, E y O, norte, sur, este y oeste, respectivamente). La matriz es
simétricay, por tanto, si decidimos trabajar con la parte triangular inferior, es necesario
trabajar sélo con la submatriz Asp y la parte triangular inferior de las submatrices
Ano y Asg (y con algunos bloques adicionales de la parte triangular superior de la

matriz).
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NO NE

SO SE

Figura 6.3.1: Particién de la matriz en submatrices.

Para obtener la distribucion de los datos en los procesadores, si disponemos de una
malla cuadrada con p = r? procesadores, dividimos la submatriz Ago en p submatrices
cuadradas de tamano - x -

ASOo,o A500,1 s ASOO,r—l
(6.3.1)

ASO

ASOr—l,o ASOr—l,l r—1,r—1

y asignamos cada matriz Aso, ; al procesador F; ;. Para determinar como se almacena
la parte triangular inferior de las submatrices Ao v Asg, se pliegan estas partes
triangulares inferiores sobre Ago (figura 6.3.2). De este modo, si consideramos las

n

matrices Ayo y Asg divididas en submatrices de tamano - x -,

ANO,'J y ASELN con

1=0,....,7r—1y 75 =0,...,1, estas submatrices se asignaran a los procesadores:
aPjconi=0,....,r—1;7=0,...,4; la submatriz Anyo,_,_,
aPjconi=0,....r—1;5=r—1—4,...,r —1; la submatriz Asg,,_,_;

Para hacer la particion de la matriz y la asignacién de los bloques a los procesadores
de esta manera es necesario que n = 2rk, donde k es el tamano de las submatrices, y
para aplicar un esquema usando BLAS 3 tal como vimos en el capitulo 1 necesitamos
que k sea multiplo de 2t (donde ¢ era el tamano de los subbloques con los que se hacen
las multiplicaciones matriciales), con lo que n debe ser multiplo de 4rt. Por tanto,
para poder combinar este esquema de almacenamiento de los datos con el disefio de
un algoritmo por bloques rico en multiplicaciones matriciales, debemos dividir cada

submatriz Aso, ,, Ano,; v Asg,, en submatrices de tamano ¢ x ¢ que llamaremos
¥

As0; 54 ANOL 0 Y Asg oy conk=0,...,m—=1,1=0,...,m—1, donde m = 3.
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SO SE

N

Figura 6.3.2: Almacenamiento de la matriz en el sistema de procesadores por plega-
miento.

6.3.2 Algoritmo

En este caso el algoritmo tendria el mismo esquema del algoritmo 6.2.1.
Explicaremos brevemente como trabajan cada uno de los procedimientos del es-
quema en este caso.

Calcular rotaciones

Para el disefio del algoritmo usaremos la ordenacién par-impar (figura 1.3.1) que se

utilizo en el capitulo 1 para obtener el esquema de trabajo por bloques que combinamos

con el esquema de distribucion de los datos por plegamiento. Con este orden se tienen

dos esquemas diferentes de anulacién, uno en los pasos pares y otro en los impares:
impar: (0,1),(2,3),(4,5),(6,7),...

par: 0,(1,2),(3,4),(5,6),(7,8),...

De este modo, en los pasos impares cada procesador en la antidiagonal principal calcula
el mismo nimero de rotaciones, pero en los pasos pares uno de estos procesadores
calculara una rotacién menos que los demds (en el algoritmo que hemos programado
el procesador distinguido sera el P,_1 o).

Mostramos con un ejemplo, con p = 4 y & = 4, como se almacenan los bloques
de la matriz en memoria en un paso impar (figura 6.3.3) y en un paso par (figura
6.3.4). En estas figuras aparecen bloques de memoria que contienen bloques de la
matriz (marcados con una X), y otros bloques de memoria que no estdn marcados y
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que corresponden a memoria adicional que se usara so6lo durante algunas partes de la
ejecucion del programa. También aparecen marcados los bloques de tamano 2¢ x 2¢
sobre los que se realizan los subbarridos, por lo que es necesario acumular las rotaciones
correspondientes a cada uno de estos bloques para su posterior difusién.

ol X[xXEx[xX
I xxEx]x
2 [ X[XEX[X
3IX[xEx]x
I
41 x x| x]x X[xEx|x
5 xX[x[x[X xX[xIx[x
6 [ XIXTX[X x| ] X [X
7IxIx[x[x X|xEx]|x
s x|x|x|x X|xX|x]|x X[IXEx|x
9 x[x[x[x X[X|x][x X[xEx|x
1ol x[x[x[x X[X|x][x X[XFX[X
nxxix[x X[x[x][x X [xfx[x
12 x|x]x[x X|x[x|x X|x[x|x XIxEx[x
13 x{x[x|[x X[X|x][x X [x]x][x X[ xEx|x
14 xIx]x[x X[x[x][x x[x[x][x XIXFX[X
15 x[x[x|[x X[X|x][x X [x]x][x X[ xfx]|X
I
01 23 45 6 7 8 9 1011 121314 15

Figura 6.3.3: Célculo de rotaciones. Paso impar

El paso de la figura 6.3.3 a la figura 6.3.4, y viceversa, se explicara en la transfe-
rencia de datos.

Difundir rotaciones

La difusion de las rotaciones se hace del mismo modo en cada paso del algoritmo.
Para actualizar un bloque 2t x 2t es necesario conocer las matrices donde se han

acumulado las rotaciones que modifican bloques en la diagonal principal en la misma

fila o columna de bloques donde estd el bloque a actualizar. De este modo, es necesario
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X[ XX
X[ X} X
X[ XX

XXX |X
XXX X
XXX |X
XXX |X

XX [X]|X
XX [X]X
XX [X]X

X}leX

X[ XXX

X| Xf X[ X

X[ X] XX
X[ X] XX
X[ X] XX
X[ X] XX

X[ X] XX
X[ X] XX
X[ X] XX

XX

x| X1

X

OXXXJ
1 [XIXTXEX[ X

2 Xp X[ XEX[X

3

4 [ X]X[XEX] X

5 X X[ X]X[X
6| X| X[ X]|X[X
7 X X[ X]X[X
81X X[X]|X[X

91 X X[X]|X[X
101 X X[ X] X[ X

11 X X[ X] X[ X
12| X X[ X] X[ X

13| X X[ X] X[ X

14 X X[ X] X[ X

151 X X[ X X[ X

1314 15

56 7 8 9 101112

012 34

Figura 6.3.4: Calculo de rotaciones. Paso par
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transferir cada una de las matrices donde se han acumulado las rotaciones a los pro-
cesadores que contienen bloques de la misma fila o columna de bloques que el bloque
actualizado por las rotaciones acumuladas en la matriz a transferir, con lo que la di-
fusion se hard entre filas y columnas de procesadores. Pero no es necesaria la difusion a
todos los procesadores de todas las matrices de rotaciones, ya que trabajamos sélo con
la parte triangular inferior de la matriz, lo que hace que las matrices de rotaciones se
tengan que enviar al sur y al oeste de la matriz y, en la malla, las matrices de rotaciones
computadas con Ayxp se envian al norte, sur y oeste, y las matrices computadas con
Asg se envian al oeste, este y sur (figura 6.3.5).

Figura 6.3.5: Difusion de rotaciones. a) rotaciones calculadas en Ayo. b) rotaciones
calculadas en Agp.

Las matrices correspondientes a Ayo y Asg se envian juntas a los procesadores
adyacentes, y son enviadas en el orden:

procesador Py, a FPy,_2y P11

procesador P_1p0a Pr_aoy Py

procesador P;,_1_; coni=1,..., BJ, a bl o i, Py, Pipi y Pici o1

y procesador P;,_i_; con 1 = EJ +1,...,r=2,a P, Poy,oiog, Pipoass y
Piyir—1-i.

El orden en que se realiza la difusion de las matrices de rotaciones desde cada
procesador antidiagonal se muestra en la figura 6.3.6, donde los nimeros que aparecen
al lado de las flechas indican el orden en que se realiza la transferencia correspon-
diente. Los procesadores que no estan en la antidiagonal principal iinicamente envian
los matrices de rotaciones que reciben. Esta difusién se hace de manera similar a la
realizada en el algoritmo de la seccion anterior.
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1
I
4 2
1 3
2 2
3 1
1 4
2

Figura 6.3.6: Orden en que se envian los parametros de las rotaciones

Actualizar matriz

La actualizacién de la matriz es similar a la que se hace en el algoritmo secuencial, pero
ahora las filas y columnas de bloques se encuentran distribuidas en filas y columnas de
procesadores, y cada procesador actualizara (usando BLAS 3) la parte de cada fila y
columna de bloques que contiene. De este modo, se obtendra una utilizacion de BLAS
3 un poco peor que en el caso secuencial, al realizarse la multiplicacién de matrices con
matrices mas pequenas.

La actualizacion estara balanceada en los pasos impares, pero no estara totalmente
balanceada en los pares.

Transferir datos

La transferencia de datos en los pasos impares se muestra en la figura 6.3.7. De forma
similar seria la transferencia de datos en los pasos pares.

Después de un paso impar la transferencia de datos se divide en:

transferencia de columnas al este,

transferencia de columnas al oeste,

transferencia de filas al norte,

transferencia de filas al sur.

Y después de un paso par se divide en:

transferencia de filas al norte,

transferencia de filas al sur,

transferencia de columnas al este,

transferencia de columnas al oeste.

Tras la transferencia de datos entre procesadores se necesita de un movimiento
interno de datos en cada procesador, usando BLAS 1 para copiar e intercambiar filas,
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el EITHT T

Figura 6.3.7: Transferencia de datos. Paso impar
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tal como se hacia en el algoritmo secuencial.

6.3.3 Costes tedricos

En cada paso de un barrido los procesadores en la antidiagonal principal de la malla

de procesadores computan un total de &+ 6 &+ — 1 rotaciones, computando cada uno de

estos procesadores 5= = ¢ 6 3 — 1 = ¢ — 1 rotaciones. De esta manera, el coste de
computar rotaciones en cada paso es:

24nt?

q48t? = flops (6.3.2)

en el primer paso y:

12nt?
2413 = =

flops (6.3.3)

en los demas pasos.
Con lo que, el coste por barrido de computar rotaciones es:

flops . (6.3.4)

24nt? (n 1) 12nt? B 12n2t n 12nt?
t r VP /P

En la difusion de las matrices de rotaciones la comunicacién mdés costosa es la

que se hace desde el procesador Fy,_; porque en este caso las matrices de rotaciones

7

necesitan pasar a través de r — 1 enlaces hasta llegar a los procesadores destino (las
matrices que se envian desde P._; o también pasan por r — 1 enlaces, pero en este caso
s6lo se envian la mitad de las matrices, figura 6.3.5).

Cada procesador en la antidiagonal principal computa £ matrices de rotaciones de
tamano 2t x 2t con la matriz Ayo y otras tantas con la matriz Asg, con lo que en cada
difusién el procesador Py, envia 4qt* = % datos, enviando primero por el enlace 1
y después por el 2 (figura 6.3.6). Por tanto el coste de difundir rotaciones en cada paso

del algoritmo en el procesador Fy,_1 (v en todo el sistema) es:

B+ ?T + (ﬁ + ?T) (r—1)=rB+2ntr . (6.3.5)

Y el coste por barrido es:

~+~| 3

(r@ + 2ntr) = nt—\/}_?ﬂ +2n?r . (6.3.6)

Para la actualizacion de la matriz, en los pasos impares, cada procesador no en la

antidiagonal principal tiene la misma cantidad de trabajo que realizar, la actualizacion,

2 2
35 ) = 52 datos, lo que se hace en 4:; flops.

2r 2r

pre y postmultiplicando, de 2 (
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En los pasos pares, los procesadores en la columna 0 tienen ademas que actualizar
N 1 n 4t3n Lz 4n>t 4t3n
premultlph‘cando 2t d‘atos, lo que se hace en =" flops, necesitandose =5* + =+ flops
para actualizar la matriz en los pasos pares.
El coste por barrido de actualizar matriz sera:

4An?t An?t 442 A2 2tn?
ik " ( " ”) ==t flops . (6.3.7)

§r2+§ 2 p+\/}_7

En la transferencia de bloques entre los procesadores, en los pasos impares los

r r

procesadores que realizan mas trabajo envian ¢ datos al oeste y 7=t datos al este, *¢
datos al norte y o=t al sur, con lo que tenemos un coste 43 + %T.

Y en los pasos pares los procesadores que realizan mas trabajo envian J-¢ datos
al norte, ¢ datos al sur, 2t datos al este y 5-t datos al oeste, con lo que tenemos un
coste 403 + %T.

El coste de transferir datos por barrido es por tanto:

6nit 4 3n?
n (85 4 bt T) g (6.3.8)
2t r t /P

El coste aritmético total por barrido sumando (6.3.4) y (6.3.7) es:

T =k (2ks + 12k )”zt PR (6.3.9)

= Ak — — — ops 3.
" 3 1 NG 1\/]3

donde ks y ki son las constantes que afectan a los tiempos de ejecucion obtenidos

utilizando BLAS 3 y BLAS 1, respectivamente.

Y el coste de las comunicaciones por barrido, sumando (6.3.6) y (6.3.8), es:

T.= (4 + D) %5 + (% + 2) n’r (6.3.10)

Con lo que la eficiencia tedrica del algoritmo paralelo con respecto al algoritmo

secuencial que usa BLAS 3 es del 100%.

6.3.4 Resultados experimentales

Los resultados experimentales que se muestran se han obtenido en un iPSC/860 y
en el Touchstone DELTA, con matrices con elementos de doble precisién generados
aleatoriamente entre -10 y 10, y con programas en C. Los tiempos de ejecucién que se
muestran en las tablas son tiempos por barrido en segundos.

En la tabla 6.3.1 se comparan los tiempos de ejecucién obtenidos en un iPSC/860
y en el Touchstone DELTA, y se observa que los tiempos son mejores en el segundo
pues, aunque los procesadores son los mismos, las comunicaciones son mejores en el

DELTA.
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‘ tamano de bloque ‘ 8 ‘ 16 ‘
4 procesadores | iPSC/860 | DELTA | iPSC/860 | DELTA
256 2.80 2.16 2.80 2.03
512 14.37 12.82 12.39 13.36
16 procesadores | iPSC/860 | DELTA | iPSC/860 | DELTA
256 1.60 0.93 1.80 0.99
512 6.49 4.62 6.32 4.52
768 16.17 13.03 14.79 11.74

Tabla 6.3.1: Comparacién entre iPSC/860 y Touchstone DELTA. Tiempos por barrido

(en segundos).

En la tabla 6.3.2 se muestran los tiempos de ejecucion obtenidos en el Touchstone
DELTA para distintos tamanos de la malla y de la matriz y con tamano de subbloque
8, 16 y 32. Se puede observar que el tamano de bloque 6ptimo es practicamente
siempre 16 aunque cuando el tamano de la matriz crece la diferencia entre los tiempos
obtenidos con los tamano de bloque 16 y 32 disminuye, tal como pasaba en el algoritmo
secuencial. En el algoritmo paralelo las filas y columnas de bloques estan divididas
entre los procesadores, lo que hace que la pre y postmultiplicacion por las matrices de
rotaciones se haga con submatrices de menor tamano que en el caso secuencial, con lo
que se obtiene menos beneficio del uso del BLAS 3, y esto se nota mas al aumentar
el nimero de procesadores pues hace que las submatrices con las que se realizan las
multiplicaciones sean mas pequenas.

procesadores
4 16 64
tamano de bloque
8 16 32 8 16 32 8 16 32

512 || 12.82 ] 10.83 | 13.36 || 4.62 4.52 5.99 | 1.98 2.01
1024 || 86.92 | 66.30 | 71.18 | 27.14 | 23.53 | 27.90 || 9.62 | 9.16 | 12.22
1536 202.74 | 203.00 64.80 | 72.56 || 26.51 | 23.64
2048 138.08 | 147.46 || 55.64 | 47.70 | 56.89

Tabla 6.3.2: Tiempos por barrido (en segundos) obtenidos en el Touchstone DELTA.

En la tabla 6.3.3 se muestra la velocidad en Mflops por nodo obtenida con mallas de
distintos tamanos, y en cada malla con las matrices de mayor tamano con las que se ha
experimentado. Se obtienen resultados similares a los obtenidos en [?, ?]. Aunque este
valor disminuye al aumentar el nimero de procesadores (debido a las comunicaciones,
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las sincronizaciones y al uso de BLAS 3 sobre matrices de menor tamano) los resultados
obtenidos son satisfactorios, debido a la buena escalabilidad que presenta el esquema
de almacenamiento por plegamiento en una malla.

procesadores 1 4 9 16 25 36 64 256
Mflops/nodo | 20.59 | 17.87 | 17.44 | 17.34 | 16.38 | 16.37 | 15.19 | 13.50

Tabla 6.3.3: Mflops por nodo obtenidos con distintos tamanos de la malla. En el
Touchstone DELTA.

6.4 Conclusiones

En este capitulo se presenta un esquema de almacenamiento que permite explotar la
simetria en el Problema Simétrico de Valores Propios en una malla de procesadores. Se
muestra como combinar este esquema con la ordenaciéon Round-Robin y con el esquema
por bloques estudiado en el capitulo uno y utilizado en el capitulo tres para obtener
algoritmos en multiprocesadores de memoria compartida.

Con los algoritmos que explotan la simetria en una malla de procesadores se ob-
tienen eficiencias tedricas del 100%, tal como ocurre con los que explotan la simetria en
un anillo, pero el uso de una malla nos permite obtener mejores resultados en cuanto
a escalabilidad.

Los mejores tiempos de ejecucion, para tamanos de matriz suficientemente grandes,
se obtienen con el algoritmo por bloques que usa BLLAS 3 para llevar a cabo las mul-
tiplicaciones matriciales, a pesar de que este algoritmo tiene un coste por barrido de
4n? flops.
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Capitulo 7

EXTENSIONES

En los capitulos anteriores hemos estudiado el Problema Simétrico de Valores Propios
para matrices densas y con valores reales, y en este capitulo analizaremos algunas
de las posibles extensiones de las ideas estudiadas hasta ahora sobre esquemas de
almacenamiento para explotacion de la simetia. En concreto, estudiaremos extensiones
al Problema de Valores Propios Generalizado cuando el sistema es simétrico definido
positivo, al problema estandar simétrico de valores propios con matrices complejas, y
a la iteracion QR en el problema no simétrico.

7.1 EIl Problema Generalizado

7.1.1 Introduccién
El Problema de Valores Propios Generalizado

Dadas dos matrices complejas, n x n, A y B, se llaman valores propios generalizados
del haz (A, B) a los nimeros complejos A para los que existe un vector complejo no
nulo x tal que Ax = ABx. Este vector x se llama vector propio generalizado del haz
(A, B) asociado al valor propio generalizado A.

En este caso, al igual que en el problema estandar, nos interesa el problema en
que las matrices A y B son reales y simétricas. Ademads, consideraremos B definida
positiva (2! Bz > 0, Va # 0). Los haces que cumplen estas condiciones se llaman haces
simétricos definidos positivos y para ellos existen algoritmos de Jacobi con los que
se pueden calcular los valores y vectores propios generalizados [80].

Propiedades

Se pueden demostrar propiedades del Problema de Valores Propios Generalizado simi-
lares a las del problema estandar [53, 80, 90]:

191
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Proposicién 7.1.1 Los valores propios de un haz diagonal (A, B), A = diag(a;),

B = diag(b;), son los cocientes A\; = ¢, 1 = 1,2,...,n.
Proposicién 7.1.2 Si A, B, P y ) son matrices complejas, n x n, con P y @) no
singulares, entonces A es un valor propio del haz (A, B) con vector propio x si y sélo

si A es valor propio del haz (QAP,QBP) con vector propio P~'z.

A partir de este resultado es posible calcular los valores propios de un haz (A, B)
mediante su reduccién, a base de transformaciones de equivalencia (Q(A, B)P se de-
nomina transformacién de equivalencia), a otro haz cuyos valores propios se puedan
calcular mas facilmente. En el caso de un haz simétrico definido positivo es posible
transformarlo en un haz de matrices diagonales (D4, Dp), mediante una transformacion
de equivalencia con () = P71

Proposicién 7.1.3 X es un valor propio del haz (A, B) si y solo si A—AB es singular.

Proposicién 7.1.4 Un haz (A, B) simélrico, definido positivo, de tamano n x n tiene
n valores propios que son las raices de su ecuacion caracteristica det(A — AB) = 0.

Métodos de resolucién

Una forma posible de resolver el problema planteado consiste en reducir el problema
generalizado a uno estandar por algin método determinado. En [80] se proponen los
siguientes métodos:

1. Si la matriz B es no singular, calcular los valores propios de B7'A. Es ficil
comprobar en este caso que las ecuaciones caracteristicas det(A — AB) = 0y
det(B™*A — AI) = 0 son equivalentes. El inconveniente de este método es que
la matriz B puede ser mal condicionada. También cabe destacar que en el caso
simétrico, con esta aproximacion se pierde la simetria.

2. Si la matriz B es simétrica y definida positiva resolver un problema estandar
descomponiendo B como B = JD?J!, donde J es una matriz ortogonal y D una
matriz diagonal, con lo que A — AB = JD(D ' J'AJD~' — AI)DJ*. Tomando
A= D7LJ'AJ D™ el problema generalizado se reduce al estandar A2’ = A2/,
con ' = DJ'z.

3. Si la matriz B es simétrica y definida positiva obtener la descomposicion de
Cholesky de B, B = LL', donde L es triangular inferior no singular, con lo que
A—=AB = L(L7*AL7"=AI)L". Tomando A’ = L™'AL~" el problema generalizado
se reduce al estandar A’z’ = A\z’, con 2’ = L'z. Este método es el que se usa en

49, 89].
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Otra posibilidad (proposicién 7.1.4) consiste en calcular los valores propios ob-
teniendo los ceros del polinomio det(A — AB), pero este método presenta los mismos
inconvenientes que en el caso estandar.

Por dltimo, y por la proposicién 7.1.2, se puede reducir el haz (A, B) a otro equi-
valente (D4, Dg) de matrices diagonales Dy = diag(a;;), Dp = diag(b;;), siendo los
cocientes 3= los valores propios del haz.

Recientemente se han propuesto algunos métodos de este tipo. ElI método de
Charlier-Van Dooren [25] procede triangularizando la matriz B y a continuacién redu-
ciendo A a forma triangular manteniendo el cardcter triangular de B (en el caso de
haces simétricos los reduciria a matrices diagonales). Se demuestra que el método con-
verge bajo ciertas condiciones, pero experimentalmente se comprueba [21] que converge
mucho mas lentamente que otros métodos de Jacobi.

Por otra parte en [21] se propone un método que converge mucho mas rapidamente
que el de [25] pero no hay una demostracién de su convergencia. El algoritmo de [21]
sirve para haces de matrices complejas, n x n, (A, B) y procede anulando en sucesivos
barridos pares de elementos a;;, b;;, de Ay B.

Métodos de Jacobi

En el método de Jacobi generalizado para haces simétricos definidos positivos, al igual
que en el estandar, la diagonalizacion se consigue por sucesivas anulaciones de elementos
no diagonales. En este caso se anulan simultaneamente dos elementos, uno de A y el
correspondiente de B [80]. Cada par de productos Q;A4;Q!, Q;B;Q}, anula pares de
elementos no diagonales simétricos a;; y a;; de Ay b; y b;; de B. La matriz )
coincide con la identidad excepto en los elementos ¢;; = —a y ¢;; = 5, con o = %,

5 . -, s
B = -t donde v satisface la ecuacion cuadratica

v2—5ijv—5i5j =0 (711)

| @i b | aj; by | @i by

Cuando B es definida positiva y d;; v 6;0; no son ambos cero las soluciones de
(7.1.1) son reales y hay al menos una soluciéon no nula. Se aconseja tomar como v la
solucion de mayor valor absoluto para que « y 3 sean menores y se produzcan menores
errores de redondeo.

Si Da = diag(a;i), Dp = diag(b;;), los valores propios generalizados de (A, B)
son los cocientes e =1,...,n,y los vectores propios generalizados son las filas del
producto QrQr_1...Q020)1.

Cada anulacién requiere de 20 flops para el calculo de d;;, 6;, d;, v, ay By
8n + 16 flops para la actualizacion de A y B, lo que hace 8n 4 36 flops por anulacion
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(8714'362% flops por barrido para el calculo de los valores propios generalizados,

lo que da un orden de 4n® flops. Si se calculan los vectores propios el orden es de
6n> flops, pues hay que acumular las transformaciones (; para obtener el producto

QrQr-1---Q2Q1.

7.1.2 Algoritmo que no explota la simetria

Como ya hemos visto, el Problema de Valores Propios Generalizado se puede resolver
en algunos casos por medio de métodos tipo Jacobi [21, 25]. En este problema los
métodos de Jacobi trabajan construyendo una secuencia de pares de matrices (A;, B;)
con Al-l—l = QlAlPh Bl-l—l = QIBIPM [ = 1,2,..., donde Al = A, Bl = B, y Ql, P[
se calculan de manera que anulen elementos no diagonales a;; y b;; de Ay B. El
método no siempre converge, pero cuando el haz (A, B) es simétrico definido positivo
(A 'y B simétricas y B definida positiva) se puede obtener P, = ()} con las férmulas
va estudiadas (expresiones 7.1.1, 7.1.2) y la sucesién (A;, B;) converge a un par de
matrices diagonales (D4, Dp) siendo los valores propios generalizados los cocientes
de los elementos diagonales de Dy y Dpg. En este caso la matriz ¢); coincide con la
identidad excepto en los elementos ¢;; = —a 'y ¢;; = 3, con ay 8 dadas por las férmulas
ya comentadas.

Las mismas ideas sobre la paralelizacion del problema estandar sirven para el pro-
blema generalizado, por lo que en este apartado mostraremos como es posible aplicar al
problema generalizado los mismos esquemas de distribucion de los datos en un sistema
multiprocesador que se aplican al problema estandar. Mostraremos esto disenando un
algoritmo para anillo usando el mismo esquema de distribucién de los datos por bloques
de columnas que hemos utilizado para el problema estandar, almacenando en este caso
en cada procesador bloques de columnas de la matriz A y los correspondientes bloques
de la matriz B.

Esquema del algoritmo

Distribucién de los datos Suponemos que se dispone de un multiprocesador con
memoria distribuida con p procesadores, numerados por 0,1,...,p — 1. Las filas y
columnas de A y B se numeran por 0,1,...,n — 1. Ademads, suponemos que n = 2bp,
donde b es un numero natural. Consideramos las matrices A y B particionadas en
bloques de dos columnas

[A07A17"'7A%—1]7 [B07B17"'7B§—1] (713)

donde cada bloque A; (B;) contiene inicialmente las columnas 2i y 27 + 1 de la matriz
A (B). Los bloques A; y B; se almacenan en el procesador i div b. De este modo, cada
procesador P; contendra b bloques consecutivos de dos columnas, numerados localmente
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de 0 a b — 1, correspondientes a los bloques bi,bi + 1,...,b(i + 1) — 1 de la matriz A,
y los correspondientes b bloques de dos columnas de B.

Un barrido consistira en la anulacién de cada uno de los n(nz_l)
gonales de A y B. El orden en que se anulan los elementos no diagonales dentro de

elementos no dia-

cada barrido viene dado por la ordenacion de Jacobi que se utilice. Para el diseno
del algoritmo que aqui presentamos hemos utilizado la ordenacion par-impar y la de
Eberlein. Con la ordenaciéon par-impar, tal como hemos mostrado con el problema
estandar, se necesita un anillo unidireccional y n pasos por barrido, puesto que se
5 elementos en los pasos impares y o — 1 en los pares. Sin embargo, con la
ordenaciéon de Eberlein se necesita un anillo bidireccional y n — 1 pasos por barrido, al
ser la ordenacion de Eberlein éptima. Esta pequena diferencia en el nimero de pasos
por barrido no serd importante cuando aumente el tamano del problema, tal como

veremos en los resultados experimentales.

anulan

Diseno del algoritmo Al igual que en el problema estandar, para la implementacion
del algoritmo hay que tener en cuenta que se realizan barridos, anulando en cada barrido
los elementos no diagonales, mientras no se alcance una cota determinada de of f( A, B),
que en este caso vendra definido por la expresion

of [(A,B) =) ai,+> b} . (7.1.4)
1#] 1#]

Cada barrido constara de un nimero fijo de pasos (con el método par-impar n pasos
y con la ordenacién de Eberlein n — 1) y, en cada paso, cada procesador tendrd que
calcular los parametros que anulan elementos asociados a los pares correspondientes
a las columnas que contiene, difundir dichos parametros a los demds procesadores,
actualizar la parte de las matrices almacenadas en el procesador y transferir columnas
de manera que la distribucion de los indices corresponda al siguiente conjunto de pares
de indices de la ordenacion elegida.

El esquema del algoritmo sera igual al del problema estandar (algoritmo 4.2.2), ob-
teniéndose en este caso los parametros con distintas férmulas, realizandose una difusién
de rotaciones igual a la del problema estandar, siendo la actualizacion una actualizacion
de las matrices A y B y la transferencia de columnas una transferencia de columnas
de Ay de las correspondientes columnas de B.

Para calcular el of f(A, B) cada procesador debe calcular la parte de la expresion
7.1.4 correspondiente a las columnas que contiene.

Cédigo del algoritmo paralelo Se supone que se quiere calcular los valores propios
generalizados y que los datos estan distribuidos en los procesadores tal como hemos
indicado. En todos los procesadores se ejecutara el mismo codigo, siendo éste similar al
del algoritmo 4.2.2 en el caso de usar la ordenacién par-impar. Si se usa la ordenacion

de Eberlein el bucle PARA serd desde 1 hasta n — 1.
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Los procedimientos utilizados en este algoritmo tienen también cédigos similares a

los del problema estandar.

Algoritmo 7.1.1 Cdlculo de pardmetros (i,r).
SLemod?2 =1
PARA j=0,...,b—1
calcular parametros correspondientes a los indices del par (br + j)-ésimo
FINPARA
EN OTRO CASO
PARA j=0,...,b—1
calcular pardmetros correspondientes a los indices del par (br + j)-ésimo,
tomando o =0y 3 = 0 para el par ((n — 1) div 2)-ésimo
FINPARA
FINSI

La difusién de los parametros tienen el mismo cédigo del algoritmo 4.2.4 corres-
pondiente a la difusién de los pardametros de las rotaciones en el caso estandar.

Algoritmo 7.1.2 Actualizar matrices (r).
PARAm=1,...,b—1
PARA ¢=0,...,2 -1

buO bul _
va bvl N
FINPARA
FINPARA

En el algoritmo 7.1.2 llamamos (u, v) al par g-ésimo y denotamos a las dos columnas

de cada bloque como agy ay,y boy b1.

La transferencia de columnas tendra el mismo cédigo del algoritmo 4.2.6 pero
enviandose en este caso datos de las dos matrices A y B.

Utilizando la ordenacion de Eberlein la tinica diferencia estaria en los procedimien-
tos de calculo de parametros y de transferencia de columnas, que serian en este caso

los siguientes.

Algoritmo 7.1.3 Cdlculo de pardmetros (i,r). (JaGePaNsAnCoFEb).
PARA j=0,...,6—1
calcular parametros correspondientes a los indices del par (br + j)-ésimo

FINPARA
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Algoritmo 7.1.4 Transferir columnas (i,1). (JaGePaNsAnCoFEb).
Sl7mod2=0

Sl mod2=0
enviar columnas a P(,,_H) mod p
recibir columnas de P_1) mod p

EN OTRO CASO
recibir columnas de P(,,_l) mod p
enviar columnas a P(,,_H) mod p

FINSI
EN OTRO CASO
SIlrmod2=20

enviar columnas a P(,,_l) mod p

recibir columnas de P(,,_H) mod p
EN OTRO CASO

recibir columnas de P11y mod p

enviar columnas a P(,,_l) mod p

FINSI
FINSI

El algoritmo quedaria asi

Algoritmo 7.1.5 FEsquema del método de Jacobi para el problema generalizado, en
un anillo de procesadores, sin explotar la simetria y usando la ordenacion de Fberlein
(JaGePaNsAnCoFEb).
EN PARALELO parar=0,1,...,p—1en P.:
REPETIR
PARA:=1,...,n—1
calcular parametros (7,r)
difundir parametros (r)
actualizar matriz (7, r)
transferir columnas (7, r)
FINPARA
HASTA of f(A,B) < COTA

Costes tedricos

En un barrido, cada procesador calcula b parametros en cada paso con un coste de 20b
flops. Después actualiza bn submatrices 2 X 2 con un coste de 16nb flops. Ademas, al

final de cada barrido se tiene un coste de % — 2?” flops debido al célculo de of f( A, B).
Como b = ;—p, el coste total por barrido se puede aproximar por

3 12 2
T, = sn” + " flops (7.1.5)
P P
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con el método par-impar, y

8n2  4n?

T,= —+— flops (7.1.6)
P

con la ordenacion de Eberlein.

Para evaluar el coste de las comunicaciones en un anillo, el broadcast de los
parametros tendrd un coste (p — 1)(28 4 4b7), vy la transferencia de columnas un coste
20 + 4nt. Ademads, se debe anadir un término de menor orden debido al calculo de
of f(A, B) tras cada barrido. De este modo, el coste de las comunicaciones por barrido
se puede aproximar por

T. = 2npf + 6n°r (7.1.7)

independientemente de que se use la ordenacién par-impar o la de Eberlein (aunque
con esta tltima los términos de menor orden que no aparecen en la formula 7.1.7 son
menores que en la par-impar).

En un hipercubo (si consideramos el algoritmo sobre un anillo inmerso en el hiper-
cubo) el coste de la difusion de los parametros seria 2 log ps + 4b(p — 1)1, vy

T. = 2n(logy p+1)3 + 6n°r . (7.1.8)

Como el coste aritmético del algoritmo secuencial se puede aproximar por 1} = 4n®
flops, se obtiene también en este caso la cota superior de 0.5 para la eficiencia.

Resultados experimentales

En la tabla 7.1.1 mostramos los tiempos de ejecucion por barrido (en segundos) obteni-
dos en el PARSYS SN-1040 con los algoritmos JaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi,
JaGePaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. En la tabla 7.1.2 se muestran las eficiencias
obtenidas con dichos algoritmos paralelos cuando se comparan con JaGeSeSiFi. Los
resultados se han obtenido con la matriz A generada aleatoriamente en doble precisién
con valores entre -10 y 10, y con distintas matrices B definidas positivas tomadas de
[59]. Se han obtenido resultados similares para los distintos tipos de matrices B consi-
deradas, aunque los que se muestran en las tablas corresponden al caso en que la matriz
B es tridiagonal. Se observa que los mejores resultados se obtienen con los algoritmos
para hipercubo y con la ordenacién de Eberlein, al ser el broadcast en hipercubo menos
costoso y la ordenacion de Eberlein 6ptima. También se observa que al aumentar el
tamano del sistema aumenta la mejora relativa al usar la ordenacion de Eberlein en
vez de la par-impar. Esto es asi porque aumenta el coste de las comunicaciones en la
transferencia de columnas, a pesar de que los costes de las comunicaciones con las dos
ordenaciones son iguales si tenemos en cuenta sélo los términos de mayor orden.
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64 128 192 256 320
JaGePaNsAnCoPi 4 3.07 | 22.73 | 74.69 | 174.73 | 337.96
JaGePaNsHiCoP1i 4 3.04 | 22.51 | 73.94 | 172.99 | 334.57
JaGePaNsAnCoEb 4 | 2.97 | 22.45 | 74.32 | 174.51 | 338.28
JaGePaNsHiCoEb 4 2.94 | 22.25 | 73.67 | 172.96 | 335.31
JaGePaNsAnCoPi 8 1.74 1 12.13 | 39.00 | 90.25 | 173.45
JaGePsNsHiCoP1i 8 1.70 | 11.97 | 38.57 | 89.28 | 171.61
JaGePaNsAnCoEb 8 | 1.65 | 11.82 | 38.47 | 89.52 | 172.65
JaGePaNsHiCoEb 8 1.62 | 11.68 | 38.06 | 88.69 | 171.09
JaGePaNsAnCoPi 16 | 1.09 | 6.87 | 21.24 | 48.15| 91.39
JaGePaNsHiCoP1 16 | 1.07 | 6.87 | 21.36 | 48.50 | 92.10
JaGePaNsAnCoEb 16 | 1.00 | 6.55 | 20.62 | 47.17 | 90.03
JaGePaNsHiCoEb 16 | 0.97 | 6.42 | 20.25 | 46.34 | 88.44
JaGeSeSiF1 5.27 | 41.75 | 140.16 | 333.21 | 649.75

Tabla 7.1.1:
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Tiempos de ejecucion por barrido (en segundos) de los algoritmos

JaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi, JaGePaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. FEn
el PARSYS SN-1040.

64 | 128 | 192 | 256 | 320
JaGePaNsAnCoPi 4 0.43 1 0.46 | 0.47 | 0.48 | 0.48
JaGePaNsHiCoP1i 4 0.43 1046 | 0.47 | 0.48 | 0.49
JaGePaNsAnCoEb 4 | 0.44 | 0.46 | 0.47 | 0.48 | 0.48
JaGePaNsHiCoEDb 4 0.45 1 0.47 | 0.48 | 0.48 | 0.48
JaGePaNsAnCoPi1 8 0.38 10.43 [ 0.45 ] 0.46 | 0.47
JaGePsNsHiCoP1 8 0.39 1 0.44 | 0.45 ] 0.47 | 0.47
JaGePaNsAnCoEb 8 | 0.40 | 0.44 | 0.46 | 0.47 | 0.47
JaGePaNsHiCoEDb 8 0.41 1 0.45|0.46 | 0.47 | 0.47
JaGePaNsAnCoPi 16 | 0.30 | 0.38 | 0.41 | 0.43 | 0.44
JaGePaNsHiCoP1 16 | 0.31 | 0.38 | 0.41 | 0.43 | 0.44
JaGePaNsAnCoEb 16 | 0.33 | 0.40 | 0.42 | 0.44 | 0.45
JaGePaNsHiCoEb 16 | 0.34 | 0.41 | 0.43 | 0.45 | 0.46

Tabla 7.1.2: Eficiencias de los algoritmos JaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi, JaGe-
PaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. En el PARSYS SN-1040.
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7.1.3 Algoritmo que explota la simetria

Bajo las mismas suposiciones (matrices de tamano n X n con n par, y p procesadores
en anillo) que hicimos al explicar el esquema de almacenamiento por antidiagonales
para el problema estandar, las matrices A y B se dividen en submatrices de tamano
2 x 2y se distribuyen en el anillo de procesadores del mismo modo que en el caso
estandar:

e Se asignan a cada procesador b antidiagonales consecutivas de A y las corres-
37+ donde la antidiagonal ¢-ésima de A (de B) esta
formada por los bloques A;; (B;;) con (i 4 j) mod § = q.

n

pondientes de B, siendo p =

e Si se trabaja con la parte triangular superior de las matrices sera necesario al-
macenar los bloques A;; y Bij coni=0,...,5—1; j >2i—1.

o A lo largo de la ejecucién los parametros para anular elementos de A y B se
calcularan siempre usando datos de submatrices A;; y B;;, con lo que se necesitara
de transferencia de filas y columnas (en este caso de A y B) entre cada dos pasos
del algoritmo.

Cédigo del algoritmo

El esquema de este algoritmo que explota la simetria es similar al que estudiamos en
la subseccién anterior, con la unica diferencia de que en este caso la transferencia de
datos se hace con una transferencia de columnas (de parte de las columnas de Ay
B) seguida de una transferencia de filas (de parte de las filas de A y B); ademas, su
esquema sera el del algoritmo con esquema de almacenamiento por antidiagonales y
ordenacién par-impar para el problema estandar (algoritmo 5.2.2).

El significado de los procedimientos sera:

Algoritmo 7.1.6 Cdlculo de pardmetros (i,r).

Slimod?2=1
PARA j=0,...,6—1
SIjmod 2=0

calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br + 7) div 2)-ésimo (utilizando los datos en los bloques
Araj) div 2,(br4) div 2 Y Bloraj) div 2,(br15) div 2)-

calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br+7) div 2+ %)—ésimo (utilizando los datos en los bloques
Albrag) div 242 (brti) div 242 Y Blorti)y div 202 (6r4j) div 242)-

FINSI
FINPARA
EN OTRO CASO
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PARA j=0,...,b—1

SIjmod 2=0
calcular rotacién correspondiente a los indices del par

((br + 7) div 2)-ésimo (utilizando los datos en los bloques

Araj) div 2,(br4) div 2 Y Borai) div 2,(0r45) div 2)-
calcular rotacién correspondiente a los indices del par
((br+7) div 2+ %)—ésimo (utilizando los datos en los bloques

A(br—l—j) div 245 ,(br4j) div 2+7F y B(br—l—j) div 247 ,(br4j) div 2—|—%)-
(*Hacer los calculos tomando o« = # = 0 para el par ((n — ¢) div 2)-ésimo.™)
FINSI
FINPARA
FINSI

La difusion de los parametros es igual a la del algoritmo que no explota la simetria,

ya que es un broadcast usando la topologia de anillo.

Algoritmo 7.1.7 Actualizar matriz (r).
PARA j=0,...,6—1

k=br+j
PARA ¢=0,...,k div 2
m=k—gq
A24,2m A24,2m+1 ] _ [ 1 — Oy 11 A24,2m A24,2m+1 1 ﬁm
A2g+1,2m  42g+12m+1 | ﬁq 1 1| ®2q+1,2m  @2¢41,2m+1 — 0y 1
b?q,?m qu,Qm—I—l ] _ [ 1 _aq 11 b?q,?m qu,Qm—I—l 1 ﬁm
qu—I—l,Qm b?q—l—l,?m—l—l ] L 6!] 1 1L b?q—l—l,Qm b?q—l—l,?m—l—l — 0y 1
(*Aqm = Qqumenv qu = Qqumen*)
FINPARA
kE=br+j5+1
PARA ¢=Fk,...,(k—=1) div 2+ %
m=k—q—1+7%
a2q72m a?q,?m—l—l _ [ 1 _aq 11 a2q72m a?q,?m—l—l 1 ﬁm
A2g+1,2m  42g+12m+1 | ﬁq 1 1| ®2q+1,2m  @2¢41,2m+1 — 0y 1
b?q,?m qu,Qm—I—l ] — [ 1 _aq 11 b?q,?m qu,Qm—I—l 1 ﬁm
qu—I—l,Qm b?q—l—l,?m—l—l | 6!] 1 L b?q—l—l,Qm b?q—l—l,?m—l—l — 0y 1

(*Aqm = Qqumenv qu = Qqumen*)

FINPARA
FINPARA
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La transferencia de filas y columnas tiene el mismo cédigo de los algoritmos 5.2.5
y 5.2.6, pero transfiriendo en este caso las filas o columnas de A tal como aparece en
esos algoritmos y las correspondientes filas y columnas de B.

Costes tedricos

El coste aritmético del calculo de los parametros y de of f( A, B) es igual al del algoritmo
que no explota la simetria, pero el coste de actualizar las matrices es diferente en este
caso porque sélo se almacenan ”24%2” bloques de tamano 2 x 2 en cada procesador. De
este modo, el coste aritmético por barrido es:

4n®  20n*
Ta - L + "
p
El coste de comunicaciones en el broadcast de los parametros y el célculo de

of f(A, B) es igual al del algoritmo que no explota la simetria. Pero ahora la trans-

flops (7.1.9)

ferencia de columnas tiene un coste de 23 + (2n + 16)7 y la transferencia de filas un
coste 203 + 2n7. Asli, el coste de las comunicaciones por barrido es:

T.=2n(p+1)8 + 6n’r (7.1.10)

Resultados experimentales

Hemos implementado el algoritmo en el Multiprocesador PARSYS SN-1040 basado en
Transputers, y hemos usado topologia de anillo.

Mostraremos y compararemos los resultados obtenidos con un algoritmo secuencial
que explota la simetria (JaGeSeSiFi), con un algoritmo que no explota la simetia
en anillo (JaGePaNsAnCoPi) y con un algoritmo que explota la simetria en anillo
(JaGePaSiAnAnPi).

Se han realizado experimentos con matrices de distintos tamanos y con diferente
numero de procesadores. En todos los casos la matriz A es una matriz generada
aleatoriamente con valores entre -10 y 10. Para obtener los resultados que se muestran
aqui se ha tomado la matriz B como una matriz tridiagonal, pero hemos obtenido
resultados similares con otras matrices definidas positivas tomadas de [59].

Los programas han sido escritos en 3L C y los tiempos de las tablas son tiempos
por barrido en segundos.

Los resultados que se obtienen en cuanto a eficiencias y a la comparacién entre los
métodos que no explotan y que explotan la simetria son similares a los obtenidos en
el problema estandar, obteniendose con el problema generalizado mejores resultados
debido al mayor volumen de cémputo, lo que hace que se obtengan mayores eficiencias
y que la reduccion en el tiempo de ejecuciéon al explotar la simetria sea mayor.

En la tabla 7.1.3 se muestran los tiempos obtenidos con el algoritmo secuencial que
explota la simetria y con JaGePaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi, asi como el cociente
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entre los tiempos de JaGePaSiAnAnPi y JaGePaNsAnCoPi, y en la tabla 7.1.4 las

eficiencias obtenidas con los mismos algoritmos.

64 128 192 256 320
JaGePaNsAnCoPi 2 | 6.72 | 51.82 | 172.65 | 406.70 | 791.14
JaGePaSiAnAnPi 2 4.77 1 32.96 | 105.57 | 243.72 | 467.99
Coclente 2 0.70 | 0.63 0.61 0.59 0.59
JaGePaNsAnCoPi 4 | 3.56 | 26.63 | 87.93 | 206.19 | 399.99
JaGePaSiAnAnPi 4 2.63 | 17.43 | 54.78 | 125.41 | 239.56
Coclente 4 0.73 | 0.65 0.62 0.60 0.59
JaGePaNsAnCoPi 8 | 1.98 | 14.07 | 45.59 | 105.96 | 204.43
JaGePaSiAnAnPi 8 1.58 | 9.61 | 29.35| 66.10 | 125.03
Coclente 8 0.79 | 0.68 0.64 0.62 0.61
JaGePaNsAnCoPi 16 | 1.21 | 7.82 | 24.48 | 55.91 | 106.74
JaGePaSiAnAnPi 16 | 1.10 | 5.80 | 16.77 | 36.66 | 68.07
Coclente 16 0.90 | 0.74 0.68 0.65 0.63
JaGeSeSiF1 6.16 | 48.99 | 164.61 | 398.04

Tabla 7.1.3: Tiempos de ejecucién por barrido y en segundos de los algoritmos JaGe-

PaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi. En PARSYS SN-1040.

64 128 192 256
JaGePaNsAnCoPi 2 | 0.458 | 0.472 | 0.476 | 0.489
JaGePaSiAnAnPi 2 0.647 | 0.743 | 0.780 | 0.816
JaGePaNsAnCoPi 4 | 0.433 | 0.460 | 0.468 | 0.482
JaGePaSiAnAnPi 4 0.586 | 0.703 | 0.751 | 0.793
JaGePaNsAnCoPi 8 | 0.390 | 0.435 | 0.451 | 0.469
JaGePaSiAnAnPi 8 0.488 | 0.637 | 0.701 | 0.753
JaGePaNsAnCoPi 16 | 0.319 | 0.392 | 0.420 | 0.445
JaGePaSiAnAnPi1 16 | 0.351 | 0.528 | 0.614 | 0.679

Tabla 7.1.4: Eficiencias de los algoritmos JaGePaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi. En
PARSYS SN-1040.
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7.2 Problema con valores complejos

7.2.1 Introduccion

El Problema Simétrico de Valores Propios con matrices con numeros complejos se
puede abordar con métodos tipo Jacobi [118, 119, 120], que tienen en este caso el
inconveniente de que no siempre convergen.

En [119] se muestra un método de Jacobi que converge cuando la matriz A es
diagonal dominante, siendo la definicién de matriz diagonal dominante la siguiente.

Definicién 7.2.1 Una matriz A compleja de tamano n X n es diagonal dominante
con respecto a una separacidn n si ||A — diag(A)|| < en para algin ¢ < L.

El método que se utiliza en [119] utiliza la ordenacion Round-Robin para elegir
los elementos a anular, y actualiza la matriz A con una transformacién de la forma
Ay = T7PAT. Sila matriz T se utiliza para anular los elementos a;; y aj;, los
elementos de T' seran los de la matriz identidad salvo ¢;;, #;;, t;; y t;;, que vendran
dados por la expresion

: (7.2.1)

/Ly L %
ti tij | _ 2 T ar v/IF(1+F)
tii 15 —= I+

/TF(TE) 2 T aF
donde v = a;; — aj;, y F = 1/1 + 4% con la parte real de F' mayor que cero.
Se demuestra en [119] que este método converge cuadraticamente. En esta seccion

analizaremos la paralelizacion de este método utilizando el esquema de almacenamiento
por plegamiento en una malla de procesadores propuesto en el capitulo 6.

7.2.2 Algoritmo

El esquema del algoritmo es idéntico al que hemos estudiado para el problema estandar
con matrices reales (algotimo 6.2.1). Indicaremos las diferencias en cada uno de los
procedimientos.

Calcular pardmetros (i)

El calculo de los parametros se hace como en el algoritmo de céalculo de rotaciones 6.2.2,
pero calculando los parametros segiin la expresion 7.2.1. De esta manera el nimero de
operaciones de numeros complejos a realizar en el cdlculo de v, 'y de los parametros
de T'y T~ son 26, de las cuales tendremos: 4 sumas o restas de un niimero real con un
complejo, 2 restas de numeros complejos, 2 multiplicaciones de un niimero real por un
complejo, 5 multiplicaciones de niumeros complejos, 1 cuadrado de un nimero complejo,
1 divisién de un nimero real por un complejo, 7 divisiones de nimeros complejos, y 4
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raices cuadradas de numeros complejos. El coste en flops de estas operaciones depende
de la implementacion realizada.

Difundir parametros (¢, )

El codigo del algoritmo es como el del algoritmo 6.2.3.

Actualizar matriz (¢, 7)

Es como el algoritmo 6.2.4 pero en este caso actualizando con la férmula T7'AT. Si
denotamos la matriz de la expresion 7.2.1 por

(f g), (7.2.2)

Yy su inversa como

P
( s ) : (7.2.3)
el algoritmo quedaria:

Algoritmo 7.2.1 Actualizar matriz (i,j).
Slizmr—1—j
(*Actualizar A;*)
PARA m =0,2,4,..., % —2

PARA g=m,m+2,..., 5 -2

g Um,q+1 _ p%-l—i% q%-l—i% g Um,q+1
Um+1,9 Am+1,9+1 r%-m% 57%4-2% Um+1,9 Am+1,9+1
l Peyir qiyiz ]
Tti Sitig
FINPARA
FINPARA
(*Actualizar A; 9,-1-;)
PARA m =0,2,4,..., - -2
PARA ¢=10,2,...,5 —
g Um,q+1 _ p%-l—i% q%-l—i% g Um,q+1
Um+1,9 Am+1,9+1 r%-m% 57%4-2'% Um+1,9 Am+1,9+1
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FINPARA
FINPARA
(*Actualizar A4 40 ")
PARA m = 0,2,4,... % —2
PARAg=m,m+2,...., 2 —2

2r

Umg  Amgtr | _ | Pot(inz 4
7 Um+1,9 Am+l,g+1

Um+1,9 Am+1,9+1

+(i4r) 3= ] [ Uimg Am,g+1 ]

FINPARA
FINPARA
EN OTRO CASO SIi+j5<r—1
(*Actualizar A;,_1_;%)
PARA m = 0,2,4, ..., % —2
PARA ¢ =0,2,..., 5 —2

? ?

g Um,q+1 _ p%-l—i% q%-l—i% g Um,q+1
? ?

Um+1, Om41,0+1 FPmyin Smi;n Um+1, Om41,0+1

FINPARA
FINPARA
(*Actualizar A; j4,)
PARA m = 0,2,4,..., & — 2
PARA ¢ =0,2,... 2% —9

bl bl
g Um,q+1 — p%-l—i% q%-l—i% g Um,q+1

bl
Um+1,9 Am+1,9+1 m Um+1,9 Am+1,9+1
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FINPARA
FINPARA
EN OTRO CASO
(*Actualizar A; ;j1,™)
PARA m = 0,2,4,..., 2 —2
PARA ¢=0,2,... 2 —2

Ung  Gmgts ]

k) ?
Popyin qoyiz Amg — Qmg+l
Um+1,q Am+1,q+1 m m

Um+1,9 Am+1,9+1

FINPARA
FINPARA
(*Actualizar Az,—1—; j1,.™)
PARA m =0,2,4,...,55 -2
PARA ¢=10,2,...,3 —2
Gmg G q41 ] o p%—l—(zr—l—i)ﬁ q%+(2r—1—i)ﬁ l Umg G q41
B m Um+1,q Am+1,q+1

Um+1,9 Am+1,9+1

FINPARA
FINPARA

Transferencias de filas y de columnas

Es como en el algoritmo JaksPaSiMaPIRr pero transfiriendo en este caso el doble de
datos al estar la matriz A formada por dos matrices de reales (A = A; + i As).

7.2.3 Costes tedricos

El coste aritmético (en flops) depende de la implementacién que se haga de las ope-
raciones con numeros complejos. Para hacer los programas hemos trabajado en C
y el coste de calcular los pardametros de T'y T~! es de 181 flops, y el de actualizar
(premultiplicando y postmultiplicando) una submatriz 2 x 2 de A tiene un coste de 112

flops.
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En cada paso, cada procesador en la antidiagonal principal calcula - grupos de
. . 181n " Y
parametros (8 pardmetros en cada caso) con un coste de =" flops. En la actualizacion

. ’ I . . . 7’L2
de la matriz, cada procesador que no esta en la antidiagonal principal actualiza "

4”% bloques
., 2
2 x 2, obteniéndose de este modo un coste de 147” + 28—; flops. De este modo, el coste

Nz

bloques 2 x 2, y cada procesador en la antidiagonal principal actualiza % +

aritmético por barrido se puede expresar:

14n3 209 14
Ta — " + (

R lops. 2.
(SR e (7.2

En cada paso, la difusion de los parametros tiene un coste de \/p3+n7, la transfe-

rencia de columnas tiene un coste 63 + (% + 8) 7, vy la transferencia de filas un coste
60 + (% + 4) 7. De este modo, el coste de las comunicaciones por barrido se puede

aproximar por:

16
T.=(/p+12)ns + (1 + —) n?r 7.2.5
(VP +12) 7 (7.2.5)

Un algoritmo secuencial que usara la ordenacién por filas (o la misma Round-
Robin) tendria un coste por barrido de

w (28n 4+ 181)  flops. (7.2.6)

Con lo que la eficiencia tedrica del algoritmo paralelo propuesto seria del 100%.

7.2.4 Resultados experimentales

Los programas se han hecho en C, por lo que se han implementado las operaciones
necesarias sobre complejos. Para obtener resultados experimentales se han generado
matrices complejas (generando dos matrices de nimeros reales con valores en doble
precisién). Se han obtenido resultados experimentales con matrices de la forma A =
D+ aM, donde o es un numero real que toma los valores 0.1, 0.5, 1, 5y 10, M es una
matriz simétrica con valores complejos obtenidos generando su parte real e imaginaria
aleatoriamente entre -1 y 1, y con los elementos de la diagonal nulos, y D es una matriz
compleja diagonal. Los experimentos se han obtenido con matrices D de dos tipos:

e caso 1: matrices diagonales con elementos complejos obtenidos generando alea-
toriamente su parte real e imaginaria entre -100 y 100.

e caso 2: matrices diagonales con elementos complejos de la forma

D = diag(1 4+ 14,2+ 2i,...,n+ ni).
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De esta forma la matriz A es diagonal dominante para valores pequenos de «, y el
método convergerd segin [119]. En la tabla 7.2.1 se muestran los barridos necesarios
para alcanzar la convergencia cuando se utiliza un algoritmo secuencial que usa la
ordenacién ciclica por filas (v que llamaremos JaCoSeSiFi). Cuando el valor de oy
el tamano de la matriz aumentan el método no converge, al alejarse la matriz de ser
diagonal dominante, con lo que no se asegura la convergencia. FExperimentos realiza-
dos con un método de Jacobi secuencial ciclico con la ordenaciéon Round-Robin dan
resultados semejantes. En [118, 119, 120] se muestran experimentos con matrices de
diferentes caracteristicas y diferentes ordenaciones.

caso 1 caso 2
o 0.1 0.5 1 5 1011011051 ) 10
64 4 4 5 7 | no con. 5 66 16 | no con.
128 4 5 6 10 | no con. 5 6 | 6 | no con. | no con.
192 4 5 8 | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
256 4 6 14 | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
320 5 6 | no con. | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
384 5 8 | no con. | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
448 5 9 | no con. | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
512 5 | no con. | no con. | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
576 5 | no con. | no con. | no con. | no con. 5 6 |7 | no con. | no con.
640 5 | no con. | no con. | no con. | no con. 5 717 | no con. | no con.

Tabla 7.2.1: Barridos necesarios para alcanzar la convergencia con un método de Jacobi
ciclico por filas, con matrices complejas simétricas.

No estamos interesados aqui en estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi
para matrices simétricas complejas, sino en estudiar el comportamiento del algoritmo
propuesto que explota la simetria, por lo que mostramos en la tabla 7.2.2 los tiempos de
ejecucion obtenidos por barrido con el programa paralelo propuesto (que llamaremos
JaCoPaSiMaPIRr) y con el algoritmo secuencial que utiliza la ordenacién ciclica por
filas (JaCoSeSiFi), y las eficiencias obtenidas con JaCoPaSiMaPIRr cuando se compara
con JaCoSeSiFi. Los resultados que se muestran en la tabla han sido obtenidos en un
iPSC/860, utilizando un procesador para JaCoSeSiFi, y mallas de 4 y 16 procesadores
para la ejecucion de JaCoPaSiMaPIRr. Los resultados se han obtenido generando
las matrices como en el caso 1 y con valor de @ = 0.1 (en todos los demds casos
experimentados los tiempos por barrido son similares a los que aqui se muestran).
Mientras que los métodos que no explotan la simetria tienen una cota superior tedrica
de la eficiencia de un 50%, con este método de explotacion de la simetria se obtiene una
cota superior tedrica de la eficiencia de un 100%, y en la tabla se observa que a partir
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de tamanos de matriz suficientemente grandes se supera la cota del 50% e incluso se
llega a superar la cota del 100% para matrices muy grandes, cuando aumenta mucho
el coste aritmético con respecto al de las comunicaciones y el tamano de la matriz hace
que el uso de la memoria se haga de manera mas eficiente dividiendo el espacio de
trabajo entre distintos procesadores. Comparando las eficiencias con las obtenidas en
el caso de matrices reales (tabla 6.2.5) se observa que las eficiencias son mayores en el
caso complejo, lo que se debe al mayor coste computacional del algoritmo en este caso.

tiempos eficiencias

secuenclal | malla 4 | malla 16 || malla 4 | malla 16
64 1.43 1.79 1.35 0.20 0.06
128 11.25 7.63 2.39 0.37 0.29
192 26.70 9.58 4.69 0.70 0.36
256 65.28 18.67 7.79 0.87 0.52
320 124.32 33.07 12.39 0.94 0.63
384 225.32 55.84 19.38 1.01 0.73
448 347.22 84.02 27.89 1.03 0.78
512 560.32 | 125.16 40.17 1.12 0.87
576 764.26 | 171.47 52.86 1.11 0.90
640 1080.46 | 237.49 69.96 1.14 0.97

Tabla 7.2.2: Tiempos de ejecucién por barrido (en segundos) de JaCoSeSiFi y
JaCoPaSiMaPIRr, y eficiencias comparando JaCoPaSiMaPIRr con JaCoSeSiFi. FEn
iPSC/860.

7.3 Iteracién QR

7.3.1 Introduccion

Como ya dijimos en el capitulo 1, el método tradicionalmente mas usado (por mds
rapido) en monoprocesadores para resolver problemas de valores propios ha sido el de
transformar la matriz A en otra matriz en forma condensada (matrices tridiagonales o
Hessenberg) para la que es mas fécil resolver el problema. Se suele reducir la matriz A
mediante transformaciones de Householder o de Givens a forma tridiagonal si la matriz
es simétrica, o Hessenberg si es no simétrica. Posteriormente se puede diagonalizar
(triangularizar, o reducir a forma de Schur, dependiendo de las caracteristicas del
problema) la matriz tridiagonal (o Hessenberg) por medio de algin método como la
iteracién QR, biseccion e iteracion inversa, o el algoritmo divide y venceras de Cuppen

[4, 34, 53].
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Se han disenado multitud de algoritmos para Multiprocesadores [7, 58, 86, 93, 95,
96, 97, 100], pero parece mucho menos adecuado para programacién paralela que los
métodos de Jacobi o que los métodos mas recientes basados en la descomposicién en
subespacios invariantes [5, 121, 65]. En este sentido, en [58] se analiza el algoritmo
QR para el problema de valores propios no simétrico y se demuestra teéricamente que
no puede ser escalable. Esto hace que métodos como el de Jacobi o el basado en
la descomposicién en subespacios invariantes sean mas prometedores para maquinas
masivamente paralelas.

En esta seccion mostraremos cémo uno de los esquemas que hemos usado con
métodos de Jacobi para el Problema Simétrico de Valores Propios se puede utilizar
también con éxito (con un éxito relativo, debido a la observacion de [58]) en la iteracion
QR no simétrica. En particular, estudiaremos la utilizacién del esquema de almace-
namiento por antidiagonales en la iteraciéon QR para reducir una matriz Hessenberg
superior a forma de Schur. La utilizacion del esquema de almacenamiento block-
Hankel wrapped (del que el esquema por antidiagonales es un caso particular) en la
iteraciéon QR se propuso inicialmente en [95, 97].

7.3.2 La iteracion QR no simétrica secuencial

Una matriz en forma de Schur tiene una forma casi triangular superior (o inferior) con
bloques no nulos de tamano 1 x 1 6 2 x 2 en la diagonal principal, siendo los elementos
en bloques de tamano 1 x 1 valores propios reales, y teniendo asociados cada bloque de
tamano 2 x 2 dos valores propios complejos conjugados. Por esto, una forma de calcular
los valores propios de una matriz no simétrica consiste en reducirla mediante trans-
formaciones de Householder o rotaciones de Givens a forma de Hessenberg superior, y
posteriormente reducirla por la iteraciéon QR a forma de Schur.

Una matriz Hessenberg H, de tamano n x n, se puede reducir a forma de Schur
mediante la iteracion QR no simétrica. En [53, 99] se estudia con detenimiento esta
iteracién, y aqui analizaremos un paso de la iteracién siguiendo [53].

Un paso de la iteracién QR consiste en obtener la descomposicion QR de H (H =
@ R) y sobreescribir H con RQ. La iteracién QR es un proceso iterativo que sigue el
esquema:

Algoritmo 7.3.1 [teracion QR.
Ho = ULAU,
PARA k=1,2,...
Hy_y = QrI
Hy = RiQp
FINPARA

Cada paso por el bucle PARA se llama un paso de la iteracion QR, y siendo H una
matriz Hessenberg superior, su descomposion QR y la multiplicacién R() se pueden
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hacer de una manera eficiente: actualizando n — 1 pares de filas de H para hacer
la descomposicion QR, y actualizando n — 1 pares de columnas de H para hacer la
actualizacion H = R(). De esta forma, el esquema de un paso de la iteracion QR seria:

Algoritmo 7.3.2 Paso de la iteracion QR.
PARAk=1,...,n—1
Obtener ¢ y s; parametros de la rotacién de Givens que anula
hiy1, utilizando by
Actualizar las filas k-ésima y (k + 1)-ésima de H con la rotacion
de parametros ¢ y sj
FINPARA
PARAk=1,...,n—1
Actualizar las columnas k-ésima y (k + 1)-ésima de H con la rotacion
de parametros ¢ y sj

FINPARA

Este algoritmo tiene un coste de 6n* flops.

El principal inconveniente para su paralelizacién es que mientras en el primer bucle
PARA se actualizan pares de filas, en el segundo se actualizan pares de columnas, lo que
hace que no sean adecuadas distribuciones de los datos en los procesadores ni por filas
ni por columnas. Veremos a continuacion cémo modificando ligeramente el algoritmo
7.3.2 y utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales se puede obtener
un algoritmo paralelo teéricamente 6ptimo.

7.3.3 Paralelizacién de un paso de la iteracién QR
Esquema de almacenamiento

El esquema de almacenamiento sera por antidiagonales, de manera similar al usado en

la seccion 5.2, pero en este caso dividiendo la matriz H en bloques de mayor tamano.

Supongamos que disponemos de p procesadores conectados formando un anillo y

que los numeraremos de 0 a p — 1. Para obtener la distribucién de los datos en los

procesadores se divide la matriz H de tamano n x n, siendo n multiplo de p, en bloques
de tamano % x 2
PP

HOO H01 Ce H07p_1
| e Ao - Hips (7.3.1)
Hp—l,O Hp—l,l s Hp—l,p—l
A cada procesador FP;, con 1 = 0,1,...,p—1 se le asignan los bloques en la i-ésima

antidiagonal (bloques Hy; con (k + 1) mod p = i). Debido a que H es Hessenberg
superior los bloques Hy; con & — [ > 1 son nulos, por lo que no se almacenan, y los
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BB BB
R n B
1+1
BB B R
BB R R

Figura 7.3.1: Actualizacién de un par de filas en un paso de la iteracion QR.

bloques Hy; con k — [ = 1 sélo tienen un elemento no nulo, por lo que no es necesario
almacenar todo el bloque y reciben un tratamiento especial.

Con este esquema de almacenamiento y trabajando con el algoritmo 7.3.2, en la
mayoria de los casos no estaria balanceada la actualizacion de los pares de filas ni de
los pares de columnas, tal como se muestra en la figura 7.3.1. En esta figura se marcan
los datos a actualizar (porciones de las filas 7 e ¢ + 1) y la distribucién de la matriz
en los procesadores suponiendo que se dispone de 4 procesadores. Se observa que el
trabajo no esta balanceado.

Para poder obtener una distribucién del trabajo balanceada es necesario modificar
ligeramente el algoritmo 7.3.2

Un paso de la iteracién QR modificado

Para poder realizar las actualizaciones de filas (que nos proporcionan la descomposicion
QR) y las de columnas (que nos proporcionan la actualizaciéon H = R(Q)) de manera
conjunta tal como se muestra en la figura 7.3.2, y que en cada paso todos los procesa-
dores tengan el mismo trabajo, el algoritmo 7.3.2 se modifica para obtener:

Algoritmo 7.3.3 Paso de la iteracion QR.
PARA k=1.2
Obtener ¢ y s; parametros de la rotacién de Givens que anula
hiy1, utilizando by
Actualizar las filas k-ésima y (k + 1)-ésima de H con la rotacion
de parametros ¢ y sj

FINPARA
PARA k=3,....n—1
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-2 i1

LR R R

m el B op
1+1

BB | B P

BB | BB

Figura 7.3.2: Actualizacion de un par de filas y de columnas en un paso modificado de
la iteracion QR.

Obtener ¢ y s; parametros de la rotacién de Givens que anula
hiy1, utilizando by
Actualizar las filas k-ésima y (k + 1)-ésima de H con la rotacion
de parametros ¢ y sj
Actualizar las columnas (k — 2)-ésima y (k — 1)-ésima de H con la rotacién
de pardametros ¢x_o y Sp_2
FINPARA
PARAk=n—-2n—-1
Actualizar las columnas k-ésima y (k + 1)-ésima de H con la rotacion
de parametros ¢ y sj

FINPARA

Un paso de la iteracién QR en paralelo

Utilizando el algoritmo secuencial 7.3.3 se obtiene el algoritmo paralelo:

Algoritmo 7.3.4 FEsquema de un paso de la iteracion QR en paralelo.
EN PARALELO parar=0,1,...,p—1en P.:
PARA k=1,2
calcular rotacion (k,r)
difundir rotacién (k,r)
enviar filas (k,r)
actualizar filas (k,r)

devolver filas (k,r)
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FINPARA
PARA k=3,4,...,n—1
calcular rotacion (k,r)
difundir rotacion (k,r)
enviar filas (k,r)
enviar columnas (k — 2,r)
actualizar filas (k,r)
actualizar columnas (k —2,r)
devolver filas (k,r)
devolver columnas (k — 2,r)
FINPARA
PARAEk=n—-2n—-1
enviar columnas (k, )
actualizar columnas (k,r)
devolver columnas (k,r)

FINPARA

El significado de cada uno de los procedimientos es el siguiente:

Algoritmo 7.3.5 Calcular rotacion (k,r).

SI P, contiene hyi y hit1k
calcular ¢ y sg

EN OTRO CASO SI P. contiene hyy
recibir hpqyr de Pug1) mod p
calcular ¢ y sg

EN OTRO CASO SI P, contiene hjqy
enviar hgy1r @ Pty mod p

FINSI

La difusién de rotaciones es una difusién en un anillo de procesadores.

Algoritmo 7.3.6 FEnviar filas (k,r).
SI(k+1) mod%:()
SI P. contiene elementos de la fila £ + 1

enviar elementos de la fila k + 1 que contiene a FP,_1) nod p

FINSI
SI P. contiene elementos de la fila &

recibir elementos de la fila k + 1 de Ppy1) mod p
FINSI
FINSI

Algoritmo 7.3.7 Actualizar filas (k,r).

215
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SL(k+1) mod & =0
actualizar la parte de la fila & que contiene y la fila
recibida en enviar filas utilizando ¢ y sg
EN OTRO CASO
actualizar la parte de las filas k' y £+ 1 que contiene
utilizando ¢ y sp

FINSI

Algoritmo 7.3.8 Devolver filas (k,r).
SI(k+1) mod % =0
Sl en P. se han actualizado elementos de la fila & + 1
enviar elementos actualizados de la fila k +1 a P11y mod »
FINSI
SI P, contiene elementos de la fila k& + 1 de la parte no nula de H
recibir elementos de la fila k + 1 actualizados por Py_1) mod p
FINSI
FINSI

Algoritmo 7.3.9 FEnviar columnas (k,r).
SL(k+1) mod & =0
SI P. contiene elementos de la columna & + 1
enviar elementos de la columna k + 1 que contiene a FP,_1) mod p
FINSI
SI P. contiene elementos de la columna &
recibir elementos de la columna k + 1 de Pjy1) mod p
FINSI
FINSI

Algoritmo 7.3.10 Actualizar columnas (k,r).
SL(k+1) mod & =0
actualizar la parte de la columna k que contiene y la columna
recibida en enviarcolumnas utilizando ¢ y sy
EN OTRO CASO
actualizar la parte de las columnas k& y k 4+ 1 que contiene
utilizando ¢ y sp

FINSI

Algoritmo 7.3.11 Devolver columnas (k,r).
SL(k+1) mod 2 =0
SI en P. se han actualizado elementos de la columna &£ 4+ 1
enviar elementos actualizados de la columna £ 41 a P41) mod p

FINSI
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SI P, contiene elementos de la columna k& + 1 de la parte no nula de H
recibir elementos de la columna k + 1 actualizados por P_1) mod p

FINSI
FINSI

Costes tedricos El coste aritmético del algoritmo 7.3.4 es aproximadamente de

6n?

T, = e +6n  flops, (7.3.2)
ya que en cada uno de los pasos por el bucle cada procesador actualiza aproximada-
mente 22 elementos de H.

En cuanto al coste de las comunicaciones, tenemos n—1 difusiones de dos parametros,
lo que representa un coste (en un anillo) de

(n=1(p-1(B+2r) . (7.3.3)

A lo largo de la ejecuciéon del algoritmo se realizan p — 1 envios de filas, otras
tantas devoluciones de filas, la misma cantidad de envios de columnas y la misma
de devoluciones de columnas, teniendo cada una de estas comunicaciones un coste de
0+ %T a causa de que al menos un procesador envia 2 datos. Por tanto, el coste de
las comunicaciones debido a los envios y devoluciones de filas y columnas a lo largo de
todo el algoritmo es

4(p—1) (ﬁ + %r) . (7.3.4)

Por lo que el coste total de las comunicaciones si tenemos en cuenta sélo los
términos de mayor orden sera

T.=pn+3)+2n(p+1)7 . (7.3.5)
Como el coste aritmético es de mayor orden que el de las comunicaciones la efi-
ciencia teodrica es del 100% pero, tal como veremos a continuacién, los valores ex-
perimentales que se obtienen estan muy lejos de ese 100% tedrico, principalmente al
aumentar el nimero de procesadores y disminuir el tamano de la matriz. Esto es 16gico
teniendo en cuenta los resultados de [58], que el coste total del algoritmo es bastante
pequeno (O(%)) y tiene una parte (6n) que no disminuye al aumentar el nimero de
procesadores, y que las comunicaciones tienen un coste alto (O(np)) en relaciéon con el
aritmético.

7.3.4 Resultados experimentales

Mostramos resultados experimentales obtenidos en un iPSC/860 con 32 procesadores
con topologia de hipercubo. Se ha usado un anillo inmerso en el hipercubo ya que
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el algoritmo ha sido disenado para un anillo 16gico. En las tablas 7.3.1 y 7.3.2 se
muestran los tiempos de ejecucién (en segundos) obtenidos en la ejecuciéon de un paso
de la iteracion QR. Las matrices utilizadas son matrices Hessenberg superior con datos
en doble precisiéon entre -10 y 10 y generados aleatoriamente. Los programas han sido
hechos en C. En ambas tablas se muestran tiempos para diferentes tamanos de matriz
(256, 512, 768, 1024, 1280, 1536, 1792 y 2048) y diferente nimero de procesadores (1,
2,4, 8,16 y 32). Los tiempos de la tabla 7.3.1 corresponden a un programa en el que
las difusiones se realizan utilizando la topologia de hipercubo, y en la tabla 7.3.2 las
difusiones se realizan en anillo. Los tiempos son similares, pero se puede observar que el
uso de la topologia de anillo para realizar las difusiones proporciona mejores tiempos de
ejecucion cuando aumenta el numero de procesadores. Esto puede deberse a que el uso
de la topologia de anillo para hacer las difusiones permite una mejor ”pipelinizacion”
en la ejecucién.

procesadores
1 2 4 8 16 32
256 | 0.073 | 0.075 | 0.076 | 0.089 | 0.101 | 0.104
512 | 0.331 | 0.236 | 0.182 | 0.185 | 0.189 | 0.224
768 | 0.716 | 0.507 | 0.337 | 0.303 | 0.288 | 0.318

1024 0.900 | 0.536 | 0.431 | 0.393 | 0.421
1280 1.363 | 0.821 | 0.595 | 0.510 | 0.524
1536 1.130 | 0.771 | 0.640 | 0.635
1792 1.560 | 0.999 | 0.779 | 0.748
2048 1.187 | 0.908 | 0.870

Tabla 7.3.1: Tiempos de ejecucién en segundos de un paso de la iteracion QR cuando
la difusion se hace utilizando la topologia de hipercubo. En el iPSC/860.

En la tabla 7.3.3 se muestra la eficiencia obtenida cuando se utiliza la topologia de
anillo para llevar a cabo las difusiones. Se comprueba que el algoritmo presenta muy
mala escalabilidad (tal como se desprende del analisis de los costes tedricos y de [58]).
Asi, en la tabla 7.3.2 podemos comprobar que el tiempo de ejecucién se reduce al pasar
de 1 a 2 procesadores a partir de tamano de matriz 512, al pasar de 2 a 4 procesadores
también a partir de tamano de matriz 512, al pasar de 4 a 8 6 de 8 a 16 procesadores a
partir de tamano de matriz 768, y al pasar de 16 a 32 procesadores a partir de tamano
1536. Por tanto, sélo se obtienen resultados aceptables al paralelizar con un nimero
reducido de procesadores o cuando el tamano de la matriz es muy grande.
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procesadores

1 2 4 8 16 32
256 | 0.073 | 0.073 | 0.080 | 0.090 | 0.100 | 0.100
512 1 0.331 | 0.234 | 0.190 | 0.187 | 0.182 | 0.203
768 | 0.716 | 0.501 | 0.347 | 0.304 | 0.275 | 0.286
1024 0.896 | 0.545 | 0.433 | 0.375 | 0.380
1280 1.354 | 0.829 | 0.597 | 0.488 | 0.471
1536 1.139 | 0.773 | 0.615 | 0.572
1792 1.572 | 1.017 | 0.751 | 0.672
2048 1.205 | 0.874 | 0.786
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Tabla 7.3.2: Tiempos de ejecucion en segundos de un paso de la iteraciéon QR cuando

la difusion se hace utilizando la topologia de anillo. En el iPSC/860.

2

procesadores

4

8

16

32

256

0.50

0.23

0.10

0.04

0.02

512

0.71

0.44

0.22

0.11

0.05

768

0.71

0.52

0.29

0.16

0.07

Tabla 7.3.3: Eficiencias obtenidas en un paso de la iteraciéon QR, cuando se utiliza la
topologia de anillo para realizar las difusiones. En el iPSC/860.



220 INTRODUCCION

7.4 Conclusiones

En este capitulo hemos analizado la posible utilizacion de los esquemas de almacena-
miento previamente estudiados en diversos problemas de valores propios:

o Los esquemas utilizados para explotar la simetria en métodos de Jacobi para el
problema simétrico de valores propios real se pueden utilizar también para ex-
plotar la simetria cuando se utilizan métodos tipo Jacobi en el problema simétrico
de valores propios generalizado y en el problema simétrico estandar cuando la
matriz es compleja. Hemos analizado la utilizacion del esquema por antidiagona-
les en el problema generalizado, y del esquema por plegamiento en el problema
estandar de datos complejos. Los resultados son similares a los que se obtienen en
el problema estandar de datos reales, aunque se obtienen mayores eficiencias con
los problemas estudiados en este capitulo debido al mayor coste computacional.

e Hemos analizado como un esquema de almacenamiento por antidiagonales se
puede usar en la iteracion QR para la reduccién de una matriz Hessenberg a
forma de Schur.
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Capitulo 8

CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

En este ultimo capitulo resumiremos las principales conclusiones que se pueden ex-
traer del estudio realizado, asi como los trabajos (technical reports, comunicaciones,
publicaciones, ...) generados en relacion con esta tesis, y presentaremos algunas de las
posibles vias futuras de trabajo.

Las conclusiones que se presentan en la primera seccion de este capitulo se han
ido presentando a lo largo del trabajo y se presentan aqui reunidas y resumidas para
permitir una vision general de los resultados obtenidos. Debido a la gran cantidad
de tablas que se presentan a lo largo de los diferentes capitulos (que representan una
pequena parte de los experimentos realizados) se mostrardan un par de tablas para
comparar los métodos de Jacobi para el Problema Simétrico de Valores Propios en
Multicomputadores (tema central de esta tesis) analizados en el texto. En una de
las tablas se comparan los costes tedricos de estos métodos y en otra los resultados
experimentales para algunos tamanos de matriz que muestran resultados significativos.
Los resultados experimentales confirman las conclusiones que se pueden obtener de la
comparacion de los costes tedricos.

A continuacién, en la segunda seccion se enumeran los trabajos generados durante
la realizacion de la tesis. La mayoria de estos trabajos han sido citados con anterioridad
a lo largo del texto pero aqui se enumeran en orden cronolégico y se resumen las ideas
generales que se presentan en cada uno de ellos, de manera que se puede ver la evolucion
del trabajo a lo largo de su realizacion.

Finalmente, se resumen algunas posibles vias futuras de trabajo. Debido a la
gran riqueza de los Problemas de Valores Propios en general (en cuanto a diferentes
problemas matematicos, métodos de resolucion y aplicaciones) y a los métodos tipo
Jacobi para resolver estos problemas, se podria pensar en multitud de posibles trabajos
futuros, pero aqui se resumiran sélo algunos de los que pueden tener relacion mas
inmediata con los trabajos realizados hasta ahora. En algunos casos las propuestas de
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continuidad que se realizan corresponden a trabajos en curso que no se han completado

todavia y en otros casos unicamente a ideas que no se han empezado a abordar pero

que se tiene la intencion de abordar en un futuro no muy lejano.

8.1

Conclusiones

Las conclusiones que se pueden extraer del trabajo presentado son:

e Respecto a los métodos secuenciales:

1. El diseno de algoritmos por bloques ricos en operaciones matriz-matriz

y la realizacion de estas operaciones por medio de rutinas optimizadas tipo
BLAS 3 da lugar a métodos de Jacobi eficientes. Estos esquemas son por-
tables en el sentido de que se puede usar con éxito el mismo algoritmo en
distintos tipos de sistemas (monoprocesadores y multiprocesadores) siempre
que se tenga una version eficiente de BLAS para el sistema.

. Otra posibilidad de reducir el tiempo de ejecucion en métodos de Jacobi

secuenciales es por técnicas que intenten reducir el numero de barridos o de
anulaciones para alcanzar la convergencia, como son las técnicas de umbra-
lizacién y los que hemos llamado métodos semiclasicos. En los experi-
mentos realizados se ha comprobado que con estas técnicas, aplicandolas por
separado o combinandolas de manera adecuada, se puede reducir el tiempo
de ejecucién de métodos de Jacobi que no trabajen por bloques. También
se pueden combinar técnicas del tipo semicldsico con el trabajo por bloques
aunque, debido a que las ideas son totalmente distintas al basarse un método
en el trabajo por bloques y el otro en el trabajo elemento a elemento, en
este caso la reduccion que se obtiene en el tiempo de ejecucion con respecto
a un método por bloques es minima.

e Respecto a los métodos paralelos en multiprocesadores:

Se ha mostrado cémo se puede usar un esquema por bloques para obtener buenas
prestaciones en multiprocesadores, obteniéndose los mejores resultados dividiendo
el trabajo entre los procesadores y trabajando por bloques (usando BLAS 3 para
realizar las multiplicaciones matriciales) en cada uno de los procesadores.

Respecto a los métodos paralelos en multicomputadores:

Como en multicomputadores se han estudiado diferentes métodos en diferentes
capitulos (4, 5y 6), hacemos aqui una comparacion conjunta de los diferentes
métodos (comparaciones méas detalladas se encuentran a lo largo de todo el tra-

bajo).
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En la tabla 8.1.1 comparamos los costes tedricos de los diferentes algoritmos
estudiados para multicomputadores: los dos que no explotan la simetria (JaEs-
PaNsAnCoPi en anillo, y JaEsPaNsMaCuRr en malla) y de los que explotan la
simetria en anillo (JaEsPaSiAnAnPi con esquema de almacenamiento por anti-
diagonales, y JaEsPaSiAnMaEb con esquema de almacenamiento por marcos) y
en malla (JaEsPaSiMaPIRr con plegamiento y ordenacién Round-Robin, y JaEs-
PaSiMaP1PiB3 por bloques con esquema de almacenamiento por plegamiento y
generando los bloques con la ordenacién par-impar).

Se pueden hacer las siguientes observaciones:

— Los métodos que explotan la simetria tienen menor coste aritmético que los
que no la explotan, obteniéndose una eficiencia tedrica del 100% cuando se
explota la simetria y del 50% cuando no se explota. Esta reduccién en el
coste tedrico va acompanada normalmente de un aumento en términos de
menor orden (n?) en el coste aritmético, y también de un aumento en el coste
de las comunicaciones aunque manteniéndose estas en el mismo orden tanto
si se explota la simetria como si no. Este aumento en el coste en términos
de menor orden producira que los algoritmos que explotan la simetria no
llegan en la practica a ser dos veces mas rapidos que los que no la explotan,
aunque si proporcionen una reduccién notable en el tiempo de ejecucion.

— Los algoritmos para malla presentan unos costes de comunicaciones menores
que los algoritmos para anillo, aunque manteniendo el mismo orden. Esto
produce que al aumentar el nimero de procesadores se note una mayor
reduccién en el tiempo de ejecucion al usar el esquema de almacenamiento
por plegamiento en una malla de procesadores.

— El algoritmo por bloques estudiado tiene un mayor coste tedrico (4%) que los

demas algoritmos que explotan la simetria (3%), pero este coste se obtiene
con operaciones de nivel 3, con lo que en la practica, para tamanos de
matrices suficientemente grandes, los mejores resultados se obtienen con el
algoritmo por bloques.

En la tabla 8.1.2 se comparan experimentalmente los diferentes métodos disenados
para multicomputadores usando BLAS (no se compara el método JaEsPaSi-
AnAnPi pues no se ha realizado ninguna implementacion de este método usando
BLAS 1, aunque los resultados que se obtienen con él son similares a los obteni-
dos con JaEsPaSiAnMaEDb). Los resultados que se muestran han sido obtenidos
en el iPSC/860. A lo largo de los diferentes capitulos se han mostrado tiempos
en diferentes sistemas, pero los resultados en cuanto a eficiencia son similares
en todos ellos. Se muestran tiempos de ejecucién con tamanos de matriz 256 y
512 y con 4, 8 y 16 procesadores. Se pueden hacer las mismas observaciones que
comparando los costes teodricos:
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coste aritmetico coste de las comunicaciones
JaEsPaNsAnCoPi b 4 Lo 2npf + 4n’T
JaEsPaNsMaCuRr 6% + (% — %) n? (\/}_7 + 8) nB 4+ (1 + %) n?r
JaFsPaSiAnAnPi 3% + % 2npB + 4n’r
JalsPaSiAnMaEb % + % 2npB + (6 — %) n’r
JaEsPaSiMaPIRr % + (% — %) n? (\/}_7 + 12) nB 4+ (1 + %) n’r
JaEsPaSiMaPIPiB3 | 45 4 (2ky + 12ky) 2L + 12k "2 | (44 ) 26+ (= +2) n?r

Tabla 8.1.1: Costes tedricos de los diferentes algoritmos estudiados para multicomputa-
dores.

— Con los algoritmos que explotan la simetria se obtienen mejores tiempos de
ejecucion que con los que no la explotan al aumentar el tamano de la matriz.

— Los algoritmos para malla son mas escalables que los algoritmos para anillo,
por lo que al aumentar el numero de procesadores los algoritmos para malla
dan mejores tiempos de ejecucion.

— De todos los algoritmos estudiados el que proporciona mejores tiempos de
ejecucion es el de bloques.

4 procesadores || 8 procesadores || 16 procesadores

256 512 || 256 512 || 256 512
JaEsPaNsAnCoPiB1 | 6.93 48.13 || 4.81 27.48 || 4.17 17.77
JaEsPaNsMaCuRrB1 || 7.45 54.96 3.29 16.41
JaEsPaSiAnMaEbB1 | 4.59 22.85 || 4.46 16.78 || 4.67 14.99
JaEsPaSiMaPIRrB1 4.77 28.68 2.77 11.23
JaEsPaSiMaPIPiB3 2.80 12.39 1.60 6.32

Tabla 8.1.2: Tiempos de ejecuciéon por barrido en segundos de diferentes algoritmos
estudiados para multicomputadores, cuando se usa BLAS 1 (y BLAS 3 en el algoritmo
por bloques). En iPSC/860.

De las observaciones anteriores se obtienen las siguientes conclusiones:
1. Se han comparado métodos paralelos que explotan la simetria con otros que

no la explotan, usando distintas topologias (anillo, hipercubo y malla). Los
métodos que explotan la simetria son tedricamente el doble de rapidos que
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los que no la explotan pero, debido a un mayor coste de las comunicaciones y
una distribucion de los datos més compleja, no se llega a obtener esa division
por dos en el tiempo de ejecuciéon en los resultados experimentales, aunque
se obtiene una reduccion sustancial y que podemos considerar satisfactoria
al aumentar el tamano del problema, y esto se consigue, en mayor o menor
medida, en todos los equipos con los que se ha experimentado (PARSYS

SN-1040, iPSC/2, iPSC/860 y Touchstone DELTA).
2. En cuanto a métodos que exploten la simetria en un anillo de procesadores:

— Se han estudiado las ideas generales para obtener esquemas de almace-
namiento que permitan explotar la simetria.

— Se han disenado algoritmos con los esquemas de almacenamiento por
antidiagonales y por marcos, con distintas ordenaciones de Jacobi
(par-impar y de Eberlein), obteniéndose resultados similares con las
distintas ordenaciones y los distintos esquemas de almacenamiento, al
tener los algoritmos a los que dan lugar un comportamiento idéntico
asintoticamente.

3. En cuanto a la explotaciéon de la simetria en una malla de procesadores, se
ha estudiado un esquema de almacenamiento de los datos por plegamiento
con el que se pueden obtener algoritmos tedricamente 6ptimos, con los que
se obtienen buenos resultados tanto a nivel de tiempos de ejecucién como
de escalabilidad. Este esquema de almacenamiento se puede combinar con
distintas ordenaciones de Jacobi, habiéndose estudiado en este trabajo con
las ordenaciones Round-Robin y par-impar.

4. Los algoritmos estudiados en malla presentan mejor escalabilidad, tanto a
nivel tedrico como de resultados experimentales, que los de anillo, aunque
estos ultimos se ejecuten en un hipercubo utilizando un anillo inmerso en el
hipercubo y haciendo la difusién de los parametros de las rotaciones utili-
zando la topologia de hipercubo.

5. Al ser el esquema de almacenamiento por plegamiento en un malla de
procesadores el que presenta mejores prestaciones, se ha estudiado la com-
binacién de este esquema con un esquema de trabajo por bloques, ob-
teniéndose un algoritmo eficiente, portable y escalable.

e Respecto a las posibles extensiones:

1. En cuanto al Problema de Valores Propios Generalizado para haces
simétricos definidos positivos, se ha disenado un algoritmo para un anillo de
procesadores usando el esquema de almacenamiento por antidiagonales y
se ha comparado con otro algoritmo que no explota la simetria. Se obtienen
resultados similares a los obtenidos con el problema estandar, por lo que para
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este tipo de problemas generalizados pueden servir los mismos esquemas de
almacenamiento que se usan en el problema estandar.

2. En cuanto al problema simétrico estandar con matrices complejas
se ha disenado un algoritmo para una malla de procesadores utilizando el
esquema de almacenamineto por plegamiento para explotar la simetria.
El método no siempre converge, pero las eficiencias que se obtienen son
satisfactorias y mayores que las que se obtienen en el problema con matrices
reales, debido a un mayor coste computacional. Debido a que la unica
diferencia con el problema real esta en el trabajo con nimeros complejos,
los mismos esquemas usados con el problema real se pueden usar con el
problema complejo.

3. En cuanto a la iteracién QR para transformar una matriz Hessenberg a
forma de Schur se ha estudiado la aplicacion de un esquema de almacenami-
ento por antidiagonales para paralelizar un paso de la iteracion QR en
un anillo l6gico de procesadores. El algoritmo obtenido tiene una eficiencia
tedrica asintotica del 100%, pero las eficiencias obtenidas experimentalmente
estan muy alejadas del éptimo tedrico debido al alto coste de las comunica-
ciones al aumentar el nimero de procesadores y al bajo coste aritmético del
algoritmo secuencial (n?).

8.2 Trabajos realizados

Los trabajos realizados que se enumeran se pueden clasificar en distintas categorias:

e Métodos semiclasicos: [50, 23, 122].

o Métodos por bloques: [123, 51, 124, 122, 125, 126, 7).

e Algoritmos para multiprocesadores de memoria compartida: [124, 125, 126].

e Algoritmos para multicomputadores de memoria distribuida: [127, 128, 129, 130,
123, 131, 134, ?].

e Extensiones: [129, 132, 133].

e Aplicaciones: [126].

El apartado mas importante es el que proporciona el tema central de la tesis: los
métodos para multicomputadores de memoria distribuida.
Los enumeramos a continuaciéon cronologicamente:
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e Explotacion de la simetria en el algoritmo de Jacobi para el cdlculo de
valores propios en memoria distribuida [128]. Es un trabajo realizado para
la TII Reunion Espanola de Paralelismo, celebrada en Valencia en septiembre de
1992. Se estudia un método de Jacobi que explota la simetria en un anillo de
procesadores utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales. Se
analizan los resultados obtenidos con el algoritmo y con una modificacién para
el problema simétrico de valores propios generalizado en un iPSC/2 (se utilizé
el iPSC/2 con 4 procesadores del Centro de Estudios Avanzados de Blanes del
Consejo Superior de Investigaciones Cientificas) y en un PARSYS SN-1000 (del
Grupo de Computacion Paralela del Departamento de Sistemas Informaticos y
Computacién de la Universidad Politécnica de Valencia). Una descripcién mas
detallada del método se encuentra en el technical report Explotacién de la
simetria en el algoritmo de Jacobi paralelo: una implementacién en el
multiprocesador PARSYS SN-1000 [127].

e On Jacobi methods for the standard and generalized symmetric eigen-
value problem on Multicomputers [129]. Es una comunicacién presentada en
la tercera conferencia de STAM sobre Algebra Lineal y Aplicaciones en Senales,
Sistemas y Control, celebrada en Seattle en agosto de 1993. Se presenta por
primera vez un método de Jacobi que explota la simetria en una malla cuadrada
de procesadores utilizando el esquema de almacenamiento por plegamiento y la
ordenacién Round-Robin. Se compara este algoritmo con el presentado en [128]
obteniéndose que el algoritmo para malla presenta mejor escalabilidad. La com-
paracion experimental se realiza en el PARSYS SN-1000 y en el iPSC/860 con 8
procesadores del Argonne National Laboratory. En el technical report Comput-
ing eigenvalues of symmetric matrices on a mesh of processors [130] se
detalla el algoritmo de Jacobi que explota la simetria en una malla de procesado-
res. En esta conferencia se entra en contacto con el profesor Robert van de Geijn
que ya habia utilizado en [94] el esquema de almacenamiento block-Hankel
wrapped (del que el esquema por antidiagonales es un caso particular) para ob-
tener un método de Jacobi que explotara la simetria en un anillo de procesadores,
tal como proponiamos en [128]. Se acuerda trabajar en colaboracién para tratar
de disenar un método de Jacobi eficiente y escalable para multicomputadores.

e Computing the generalized eigenvalues of symmetric positive definite
pencils on networks of transputers [133]. Es una publicacién en el nimero de
Microprocessing and Microprogramming dedicado al congreso EUROMICRO93,
realizado en septiembre de 1993 en Barcelona. Presenta un algoritmo para la
solucion del problema simétrico de valores propios generalizado utilizando el es-
quema de almacenamiento por antidiagonales y la ordenacién par-impar. Hace
un estudio experimental en el PARSYS SN-1000. Un technical report sobre este
trabajo es Computing generalized eigenvalues on multicomputers [132].



226

INTRODUCCION

e Una modificacién del método de Jacobi clasico [50]. Es una comunicacién

al IIT Congreso Espanol de Matematica Aplicada, realizado en Madrid en sep-
tiembre de 1993. Se exponen por primera vez las ideas del método de Jacobi
semiclasico.

On the Semiclassical Jacobi Algorithm [23]. En esta comunicacién a la
quinta conferencia de STAM en Algebra Lineal Aplicada, celebrada en Utah en
junio de 1994 se presentan las ideas basicas del método semiclasico y algunos de
los resultados presentados en [22].

A Jacobi method by blocks to solve the symmetric eigenvalue problem
on a mesh of processors [123]. En esta comunicacién en el Congreso de ILAS
(International Linear Algebra Society) celebrada en Rotterdam en agosto de 1994
se presenta el método de Jacobi por bloques que explota la simetria en una malla
de procesadores utilizando el esquema de almacenamiento por plegamiento y la
ordenacién par-impar (método estudiado en el capitulo 6). Se presentan resulta-
dos experimentales obtenidos en el Touchstone DELTA de 512 procesadores del
Californian Institute of Technology. Los resultados obtenidos permiten conside-
rar el algoritmo como eficiente y escalable. En el technical report A Jacobi
method by blocks to solve the symmetric eigenvalue problem [51] se
detalla el método por bloques secuencial utilizado.

Esquemas de almacenamiento para el problema simétrico de valores
propios en multiprocesadores [131]. En esta comunicacion en los Encuentros
de Andlisis Matricial celebrados en Victoria en septiembre de 1994 se analizan
las caracteristicas que debe tener un esquema de almacenamiento para poder
explotar la simetria en el problema simétrico de valores propios en multicom-
putadores, y se comparan los esquemas de almacenamiento por antidiagonales,
marcos y plegamiento.

Efficient Jacobi algorithms on multicomputers [134]. Este trabajo ha
sido admitido en PARA95 (Workshop on Applied Parallel Computing in Phys-
ics, Chemistry and Engineering Science) a celebrar en Copenhage en agosto de
1995. Los articulos de este congreso se publicaran como un nimero del Computer
Science Lecture Notes. El contenido del articulo practicamente coincide con el
contenido de [131].

Aceleracién de la convergencia en métodos de Jacobi para el problema
simétrico de valores propios [122]. Este trabajo ha sido admitido en el IV
Congreso Espanol de Matematica Aplicada a celebrar en Vic en septiembre de
1995. En él se continta el estudio de los métodos semiclasicos, analizando su
comportamiento en diferentes maquinas (HP Apollo 700, i860 y Sillicon Graphic
Power Challenge [135]; esta dltima maquina es un multiprocesador de memoria
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compartida, y la que se ha usado consta de 4 procesadores y se encuentra en
el Servicio de Célculo Cientifico de la Universidad de Murcia), con matrices de
distintas condiciones y cuando se combina con técnicas de umbralizacién y con
el método por bloques estudiado en [51].

e Uso de niicleos computacionales en el método de Jacobi para el calculo
de valores propios en multiprocesadores [125]. Este trabajo también ha sido
admitido en el IV Congreso Espanol de Matematica Aplicada a celebrar en Vic en
septiembre de 1995. Basicamente se presentaran los resultados del technical re-
port Paralelizacién en multiprocesadores por divisién del trabajo como
alternativa a paralelizacién usando BLAS: un estudio con el método
de Jacobi para el Problema Simétrico de Valores Propios en el Alliant
FX/80 [124] donde se estudian diferentes métodos de Jacobi en el multipro-
cesador Alliant FX/80. Se estudia la paralelizacién de métodos que usan BLAS
1y de los que usan BLAS 3 con el esquema de bloques de [51]. Se comprueba que
una buena técnica de distribucion del trabajo entre los procesadores y el uso de
BLAS 3 en cada uno de ellos proporciona mejores resultados que la paralelizacion
exclusivamente por el uso de BLAS 3 y de opciones de compilacion. Ademas,
se comprueba de esta manera que el esquema por bloques diseniado en [51] es
bastante portable al ser vdlido para procesadores secuenciales, multiprocesadores
y multicomputadores [123] con algunas modificaciones propias del sistema en que
se trabaje.

e Métodos de Jacobi para el problema Simétrico de Valores Propios en
Multiprocesadores. Aplicacién a solucién de ecuaciones de Schrodinger
[126]. Este trabajo estd siendo finalizado y se trata de un intento de aplicar la
experiencia obtenida sobre la paralelizacion de métodos de Jacobi a la resolucion
de ecuaciones de Schrodinger que aparecen en Quimica Cuantica. Con este fin se
estd trabajando con el profesor José Zuniga del Departamento de Quimica Fisica

de la Universidad de Murcia.

e Exploiting the symmetry on the Jacobi method on a mesh of processors
[?]. Este articulo ha sido enviado para su evaluacién al cuarto EUROMICRO
Workshop on Parallel and Distributed Processing, a celebrar en Braga en enero

de 1996.

8.3 Trabajos futuros

Se pueden considerar al menos tres grandes lineas de continuacion de los trabajos aqui
desarrollados: optimizacion de los métodos de Jacobi estudiados para el Problema
Simétrico de Valores Propios, estudio de posibles extensiones ademas de las analizadas,
y aplicaciones de los métodos estudiados a problemas de fisica, quimica e ingenieria.
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Resumimos las posibles lineas de trabajo de cada uno de estos apartados (en algunas

va se ha empezado a trabajar):

e Optimizacion de métodos de Jacobi para el problema simétrico de valores

— Métodos secuenciales:

+ Combinacién de esquemas de aceleracion de la convergencia (semiclasico)

con otros métodos tipo Jacobi con menor coste computacional [136, 137].

* Estudio de variantes del método semicléasico para adecuarlo al trabajo

por bloques [122].

— Métodos paralelos en multicomputadores:

* Estudio de otros esquemas de distribucion de los datos para minimizar

las comunicaciones o asignar tamanos de bloques que permitan un mejor

balanceo del uso de BLAS [138].

Combinacion de los esquemas de almacenamiento que permiten explotar
la simetria con métodos de ocultamiento de las comunicaciones [83, 139)].

Optimizacion del método por bloques estudiado (posiblemente utilizan-
do las técnicas enunciadas antes) para compararlo con otros métodos
adecuados para Maquinas Masivamente Paralelas. En particular se
puede comparar con la técnica de descomposicion en subespacios in-
variantes que parece prometedora para este tipo de sistemas y con la
que actualmente se obtienen resultados ligeramente mejores que los que
obtenemos con el método de Jacobi por bloques en el Touchstone Delta

[121].

¢ Extensiones.

Hemos analizado cémo los esquemas de almacenamiento usados para explotar la
simetria en el Problema Simétrico de Valores Propios se pueden aplicar con éxito
a otros problemas de valores propios: para explotar la simetria en el Problema
Simétrico Generalizado de Valores Propios y en el Problema Simétrico Estandar
Complejo, y para obtener un algoritmo tedricamente 6ptimo para la iteracion
QR aplicada a la reduccién a forma de Schur de una matriz Hessenberg. Hay
multitud de otras posibles extensiones, algunas de las cuales son

— Aplicacién de los esquemas a problemas banda.

— Aplicacién a problemas dispersos, donde los métodos tipo Jacobi pueden
parecer mas apropiados que la transformaciéon a forma tridiagonal.

— Métodos de Jacobi unilaterales, que son muy adecuados para programacion
paralela.
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e Aplicaciones.

En el capitulo 1 ya se senalaban algunas posibles aplicaciones a diferentes cam-
pos de la Fisica, la Quimica y la Ingenieria de los problemas de valores propios.
Se puede considerar la aplicacién de los métodos de Jacobi aqui estudiados a la
resolucién de grandes problemas de valores propios que aparecen en estos cam-
pos. En particular, se han establecido contactos para trabajar en los siguientes
problemas:

— En Quimica Cuantica en la resolucion de ecuaciones de Scrodinger
que se plantean en el estudio de sistemas de particulas [126].

— En el andlisis de guiaondas, en problemas con matrices simétricas densas
de dimensiones unos pocos cientos, con valores complejos donde hay que
calcular todos los valores propios [81].

— En reconocimiento de patrones, en el calculo de los valores propios
mayores de una matriz de correlaciones. En este caso las matrices son den-
sas y simétricas, y hay que calcular algunos de los valores propios, aunque
en muchos casos no se conoce de antemano la cantidad de valores a calcular.
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