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INTRODUCCION 5INTRODUCCIONEl objetivo fundamental de esta Tesis es el estudio, desarrollo e imple-mentaci�on de algoritmos de Jacobi e�cientes para la resoluci�on del ProblemaSim�etrico de Valores Propios.Para alcanzar este objetivo trabajaremos fundamentalmente con sistemas Multi-procesadores estudiando m�etodos que sean adem�as utilizables en sistemas Masiva-mente Paralelos.El Problema de Valores Propios juega un papel destacado en Algebra Lineal [102],y es especialmente importante el caso sim�etrico [82]. Este problema se puede resolverpor diferentes m�etodos [34]: m�etodo de bisecci�on, algoritmo QR, divide y vencer�as(algoritmo de Cuppen), m�etodos de Jacobi. M�as recientemente, se han desarrolladoalgoritmos basados en la descomposici�on en subespacios invariantes que usa multipli-caciones matriz-matriz [5, 65].El m�etodo de Jacobi data de 1846 [67, 68], pero cay�o en desuso entre los a~nos 60y 80 debido a la aparici�on del algoritmo QR que da mejores prestaciones en m�aquinassecuenciales [4]. Sin embargo, el m�etodo de Jacobi es una alternativa que ha adquiridoimportancia en los �ultimos a~nos, debido principalmente a la aparici�on de los computa-dores paralelos y a algunos resultados sobre la estabibilad de los m�etodos que parecenindicar que el de Jacobi es m�as estable [35, 79]. Debido a este mayor paralelismointr��nseco, desde la aparici�on de los primeros ordenadores paralelos se desarrollaronm�etodos de Jacobi adecuados a estos sistemas. As��, ya a principios de los 70 apareci�oel primer estudio del m�etodo de Jacobi en Memoria Compartida [85], y a principios delos 80 aparece el primer estudio para Memoria Distribuida [19], y desde entonces hayuna gran cantidad de trabajos sobre este m�etodo en Multiprocesadores, especialmenteen Memoria Distribuida [38, 54, 83, 88, 91, 92, 98, 101].El uso de m�aquinas paralelas para la resoluci�on de grandes problemas en diferentescampos de la Ciencia o de la T�ecnica est�a propiciado por la necesidad de resolver pro-blemas cada vez m�as grandes o m�as complejos, o de resolverlos en tiempo real. Esto,que es cierto para multitud de casos, es cierto tambi�en para el Problema de ValoresPropios, de ah�� que para alcanzar el objetivo que nos proponemos sea necesario el



6 INTRODUCCIONestudio de algoritmos de Jacobi para Multiprocesadores. De este modo, se estudiar�andiferentes m�etodos de Jacobi para la resoluci�on del problema en procesadores secuen-ciales, Multiprocesadores con Memoria Compartida y Memoria Distribuida. En este�ultimo caso las topolog��as que usaremos ser�an anillo, hipercubo y malla.Para obtener algoritmos e�cientes en estos tipos de computadores se debe trabajaren varios sentidos:1. Estudiando esquemas de almacenamiento que permitan explotar la si-metr��a de la matriz (obteniendo de este modo algoritmos te�oricamente �optimos)sin aumentar considerablemente el coste de las comunicaciones con respecto alos algoritmos t��picos que no explotan la simetr��a. El �unico algoritmo previo queexplota la simetr��a en el m�etodo de Jacobi para el problema sim�etrico de valorespropios en multicomputadores es el que se presenta en [95]. Este algoritmo tieneel inconveniente de que utiliza un esquema de almacenamiento adecuado para unanillo l�ogico de procesadores, lo que produce que tenga una baja escalabilidad. Lamayor aportaci�on de esta tesis est�a en el estudio de esquemas de almacenamientoque permiten explotar la simetr��a en multicomputadores, usando topolog��a deanillo y de malla, con lo que el uso de una malla l�ogica resuelve el problema dela baja escalabilidad del algoritmo de [95].2. Utilizando distintas topolog��as, en el caso de Multicomputadores (Multiprocesa-dores con Memoria Distribuida). En este sentido la topolog��a m�as adecuada paraobtener algoritmos escalables parece ser la de malla.3. Redise~nando los algoritmos para obtener algoritmos por bloques que sean ricosen operaciones matriz-matriz, con lo que se podr�an obtener algoritmos e�cientesusando rutinas optimizadas del tipo BLAS 3 [36]. Adem�as, el uso de estas rutinashar�a los algoritmos m�as portables pues se podr�an obtener programas e�cientessiempre que se disponga de estas rutinas optimizadas para la m�aquina en que seejecuten los programas.Un m�etodo de Jacobi trabaja realizando sucesivas anulaciones de elementos nodiagonales de la matriz original, obteniendo una sucesi�on de matrices con los mismosvalores propios que la original, y tendiendo esta sucesi�on a una matriz diagonal cuyoselementos diagonales son los valores propios que se quiere obtener. Las diferentesformas en que se eligen los elementos a anular dan lugar a distintas versiones del m�etodode Jacobi. Los m�etodos m�as usados (por ser m�as e�cientes) son los m�etodos c��clicos,en los que se realizan sucesivos barridos anul�andose en cada barrido una vez cadaelemento no diagonal seg�un un determinado orden. Esta ordenaci�on de los elementosno diagonales dentro de cada barrido se llama orden de Jacobi.Para la paralelizaci�on de m�etodos de Jacobi habr�a que tener en cuenta que no todoslos esquemas de distribuci�on de los datos ni todos los algoritmos por bloques se pueden



INTRODUCCION 7usar con cualquier ordenaci�on. Por tanto, para obtener algoritmos e�cientes habr�aque tener en cuenta los siguientes factores: el algoritmo de Jacobi que se paraleliza, laordenaci�on que se utiliza, la topolog��a del sistema en el caso de Memoria Distribuida,el esquema de distribuci�on de los datos, y el uso de rutinas optimizadas.La gran velocidad con que est�an evolucionando los sistemas inform�aticos hace quesea aconsejable el estudio de los algoritmos de una forma lo m�as general posible, peroal mismo tiempo, y para contrastar los resultados te�oricos con los experimentales, ser�anecesario hacer implementaciones sobre m�aquinas reales.Los equipos que se han utilizado para obtener resultados experimentales que puedanser contrastados con los resultados te�oricos son diferentes monoprocesadores, el Mul-tiprocesador de Memoria Compartida Alliant FX/80 [6, 104] y los Multicomputadores(Memoria Distribuida) Supernodo PARSYS SN-1040 basado en Transputers T800[106, ?], varios iPSC/2 e iPSC/860 [108, 109] y el Touchstone DELTA [111].Organizaci�on de la memoria:El contenido de cada uno de los cap��tulos de esta tesis es el siguiente:� Cap��tulo 1: Se estudian las caracter��sticas principales de los m�etodos de Jacobisecuenciales para la soluci�on del Problema de Valores Propios Sim�etrico: distin-tos �ordenes de Jacobi, el uso de umbrales y el uso de rutinas optimizadas deBLAS 1 y 3. Se aporta una alternativa al uso de umbrales que llamamos m�etodosemicl�asico, y un algoritmo por bloques basado en multiplicaciones matricialescon el que se obtienen resultados satisfactorios en Monoprocesadores, y que seusar�a para obtener algoritmos en Multiprocesadores tanto de Memoria Compar-tida como Distribuida.� Cap��tulo 2: Se analizan las caracter��sticas principales de los sistemas Multipro-cesadores y de los equipos comerciales que se han usado para la obtenci�on deresultados experimentales. Tambi�en se estudian los procedimientos de comuni-caci�on usados en los algoritmos que se han realizado para Memoria Distribuida.� Cap��tulo 3: Se estudia la paralelizaci�on de m�etodos de Jacobi en Multiprocesado-res (Memoria Compartida). La principal aportaci�on es el dise~no de algoritmos porbloques usando el algoritmo secuencial por bloques del cap��tulo 1 y adecu�andoloa las caracter��sticas de los Multiprocesadores.� Cap��tulo 4: Se analizan las ideas principales sobre la paralelizaci�on de m�etodosde Jacobi en Multicomputadores (Memoria Distribuida). Los algoritmos que seestudian en este cap��tulo no explotan la simetr��a, por lo que la m�axima e�cienciate�orica que se puede alcanzar con ellos es del 50%. Se utilizan en cap��tulossucesivos como punto de referencia para compararlos con otros que s�� explotanla simetr��a y que permiten obtener un 100% de e�ciencia te�orica.



8 INTRODUCCION� Cap��tulo 5: Se aportan ideas sobre las caracter��sticas que debe tener una dis-tribuci�on de la matriz en un sistema Multicomputador para poder dise~nar algo-ritmos que exploten la simetr��a y que tengan por tanto una e�ciencia te�orica del100%. Se han dise~nado dos algoritmos de estas caracter��sticas que son adecuadospara topolog��a de anillo y que usan distintos esquemas de almacenamiento.� Cap��tulo 6: Se presenta un esquema de almacenamiento adecuado para la ex-plotaci�on de la simetr��a en una malla de procesadores, y se estudian dos algorit-mos que usan este esquema obteni�endose una e�ciencia te�orica del 100%. Uno delos algoritmos usa un esquema por bloques como el que se estudi�o en el cap��tulo1, obteni�endose altas prestaciones en cuanto a tiempos de ejecuci�on y a escalabi-lidad.� Cap��tulo 7: Se analizan algunas extensiones a otros problemas de los esquemas dealmacenamiento que se han presentado en cap��tulos anteriores. En particular seanalizan el Problema de Valores Propios Sim�etrico Generalizado, la iteraci�on QR,y una extensi�on del problema de Jacobi en el caso en que la matriz es sim�etricay compleja. Este �ultimo problema se presenta frecuentemente en el an�alisis deguiaondas lineales.� Cap��tulo 8: Se resumen las conclusiones obtenidas a lo largo de los cap��tulosanteriores y se proponen algunas direcciones para el trabajo futuro.Notaci�on:Para facilitar su localizaci�on en el texto, las Proposiciones, Algoritmos, F�ormulas,Figuras y Tablas se etiquetar�an usando tres n�umeros. Los dos primeros indicar�an elcap��tulo y la secci�on en que se encuentra, y el tercero el n�umero que le correspondedentro de la secci�on. Adem�as, en la cabecera de las p�aginas pares �gura el cap��tulo yen la de las impares la secci�on.
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Cap��tulo 1METODOS DE JACOBIEn este cap��tulo se estudian las caracter��sticas principales de los m�etodos de Jacobisecuenciales para la soluci�on del Problema Sim�etrico de Valores Propios: distintos�ordenes de Jacobi, el uso de umbrales y el uso de rutinas optimizadas de BLAS 1 y 3.Las nuevas aportaciones del cap��tulo son: un m�etodo de Jacobi que llamamossemicl�asico que puede ser en algunos casos una buena alternativa al uso de umbrales,y un algoritmo por bloques basado en multiplicaciones matriciales con el que seobtienen resultados satisfactorios en Monoprocesadores, y que se ver�a en cap��tulossucesivos que se puede usar para obtener algoritmos en Multiprocesadores tanto deMemoria Compartida (cap��tulo 3) como Distribuida (cap��tulo 6).El desarrollo del cap��tulo es el siguiente: se estudia el Problema Sim�etrico deValores Propios, y su resoluci�on por m�etodos de Jacobi cl�asico y c��clicos, y se enu-meran algunas de las aplicaciones en las que aparecen problemas de valores propios.A continuaci�on se analizan las ideas generales de los �ordenes de Jacobi y se estudianalgunos de los m�as usuales: c��clico por �las, par-impar, Round-Robin, de Eberlein,etc... Se estudian diferentes m�etodos que se usan para reducir el tiempo de ejecuci�on:el uso de umbrales para acelerar la convergencia, el uso de BLAS 1 para reducir eltiempo de ejecuci�on, y se presentan y analizan los que llamamos m�etodos de Jacobisemicl�asicos y se comparan los resultados que se obtienen con estos m�etodos con losobtenidos usando umbral. Por �ultimo, se presenta un m�etodo de Jacobi por bloquesque usa BLAS 3.1.1 El Problema Sim�etrico de Valores Propios1.1.1 El Problema de Valores PropiosDada una matriz A compleja y cuadrada, se llaman valores propios de A a los n�umeroscomplejos � para los que existe un vector complejo no nulo x que cumple la ecuaci�onAx = �x. El vector x se llama vector propio asociado al valor propio �.9



10 INTRODUCCIONAunque este es el planteamiento general del Problema de Valores Propios estu-diaremos el problema particular en que A sea una matriz cuadrada, real, sim�etrica ydensa, siendo en este caso � y x reales. En el cap��tulo 7 se analizar�a la extensi�on delos resultados aqu�� obtenidos al caso complejo.1.1.2 PropiedadesAlgunas propiedades sobre valores propios que se utilizar�an a lo largo de este trabajoy de las que se pueden encontrar demostraciones en cualquier libro de computaci�onmatricial [26, 52, 53, 80, 82, 90, 99, 102] son las siguientes:Proposici�on 1.1.1 Los valores propios de una matriz diagonal son sus elementos dia-gonales.Proposici�on 1.1.2 Si A y P son dos matrices complejas de tama~no n� n, con P nosingular, entonces � es un valor propio de A con vector propio x si y s�olo si � es unvalor propio de P�1AP con vector propio P�1x.Esta proposici�on sugiere la posibilidad de computar los valores propios de unamatriz A reduci�endola, por medio de transformaciones de semejanza (P�1AP es unatransformaci�on de semejanza), a otra matriz cuyos valores propios sean m�as f�aciles decalcular. En particular, es posible transformar una matriz sim�etrica A en una matrizdiagonal DA, siendo los valores propios de A los elementos diagonales de DA.El m�etodo de Jacobi es uno de los que operan de este modo.Proposici�on 1.1.3 � es un valor propio de A si y solo si A� �I es singular.Proposici�on 1.1.4 Una matriz compleja A, de tama~no n�n, tiene n valores propiosque son los ceros de su polinomio caracter��stico.Proposici�on 1.1.5 A y P�1AP tienen el mismo polinomio caracter��stico.Las proposiciones 1.1.3 y 1.1.4 sugieren otro posible m�etodo para calcular losvalores propios, que consiste en calcular el polinomio caracter��stico de A, det(A� �I),y encontrar las ra��ces de la ecuaci�on det(A��I) = 0. Este m�etodo se usa normalmentecuando la matriz A es estructurada y existe un procedimiento computacionalmentee�ciente para calcular det(A� �I).1.1.3 M�etodos de resoluci�onLos m�etodos de c�alculo de valores y vectores propios para matrices de tama~no mayorque cuatro son todos obligatoriamente iterativos pues de lo contrario se contradecir��ael teorema de Abel que asegura que no se puede calcular por radicales las ra��ces de



INTRODUCCION 11ecuaciones polin�omicas de grado mayor que cuatro. Es claro que para algunos tiposde matrices (diagonales, triangulares, ...) es posible calcular en un n�umero �nito depasos sus valores propios pero esto no contradice la a�rmaci�on anterior, pues lo queaseguramos es que no existen m�etodos directos para el c�alculo de los valores propiosde "cualquier matriz" para un tama~no dado mayor que cuatro.Aqu�� nos interesan los m�etodos que se aplican a matrices reales sim�etricas, pero lamayor��a de estos m�etodos se pueden aplicar tambi�en (a veces con algunas variaciones)a matrices complejas y no sim�etricas. Estos m�etodos se pueden encontrar en multitudde libros de computaci�on matricial [26, 49, 53, 82, 89, 98, 99, 102] y de la mayor��a deellos existen versiones para Multiprocesadores con Memoria Compartida y Distribuida.Como ya hemos dicho, una posiblilidad consiste en el c�alculo del polinomio ca-racter��stico det(A � �I) y la resoluci�on de la ecuaci�on det(A � �I) = 0 (proposici�on1.1.4), habiendo distintos m�etodos para la realizaci�on de cada una de estas dos fases.Estas t�ecnicas se usan normalmente para matrices estructuradas, pero no para matricesdensas debido a que en este caso el coste es grande y se introducen muchos errores deredondeo.Otros m�etodos m�as usados consisten en transformar la matriz A en otra matriz enforma condensada de la que podemos deducir directamente los valores propios (diago-nal, triangular) o para la que es m�as f�acil calcularlos (matrices tridiagonales o Hessen-berg).Normalmente se suele reducir la matriz mediante transformaciones de Householdero de Givens a forma tridiagonal si la matriz es sim�etrica, o Hessenberg si es no sim�etrica.Posteriormente se puede diagonalizar (o triangularizar) la matriz tridiagonal (o Hessen-berg) por medio de alg�un m�etodo como la iteraci�on QR, bisecci�on e iteraci�on inversa,o el algoritmo divide y vencer�as de Cuppen [4, 34]. Este m�etodo ha sido tradicio-nalmente el m�as usado por ser el de mayor e�ciencia, en monoprocesadores, de losconocidos y, aunque se han dise~nado multitud de algoritmos para Multiprocesado-res [7, 58, 86, 93, 95, 96, 97, 100], parece mucho menos adecuado para programaci�onparalela que los m�etodos de Jacobi.Los m�etodos de Jacobi reducen la matriz, si esta es sim�etrica, a forma diagonal, conlo que los valores propios son los elementos diagonales de esta matriz. Esta reducci�onse lleva a cabo sin realizar operaciones previas de tridiagonalizaci�on o paso a otrasformas condensadas intermedias.1.1.4 M�etodos de JacobiLos valores y vectores propios de una matriz sim�etrica A se pueden obtener por mediode m�etodos de Jacobi. Un m�etodo de Jacobi consiste en construir una secuencia dematrices fAlg por medio de Al+1 = QlAlQtl ; l = 1; 2; : : : (1.1.1)



12 INTRODUCCIONdonde A1 = A, y Ql es una rotaci�on de Givens en el plano (p; q), con1 � p; q � n. Bajo ciertas condiciones [47; 53], la secuencia fAlg converge a unamatriz diagonal D, D = QkQk�1 : : : Q2Q1AQt1Qt2 : : :Qtk�1Qtk (1.1.2)cuyos elementos diagonales son los valores propios de A, y los vectores propios son lascolumnas de Qt1Qt2 : : :Qtk�1Qtk.Cada producto QlAlQtl representa una transformaci�on de semejanza que anula unpar de elementos no diagonales, aij y aji, de la matriz Al. La matriz Ql coincide conla identidad excepto en los elementos qii = c, qij = s, qji = �s, y qjj = c, dondec = cos �, s = sin �, y [53] tan 2� = 2aijaii � ajj : (1.1.3)Las distintas maneras de elegir los pares (i; j) han dado lugar a diferentes versionesdel m�etodo de Jacobi.1.1.5 M�etodo cl�asicoEl m�etodo de Jacobi cl�asico procede eligiendo en cada iteraci�on como elemento a anularel de mayor valor absoluto de entre los no diagonales. Esto produce que el n�umero deiteraciones sea peque~no pero que el tiempo de ejecuci�on sea muy grande debido altrabajo adicional del c�alculo del m�aximo.Un esquema del m�etodo ser��a:Algoritmo 1.1.1 Esquema del m�etodo de Jacobi cl�asico.MIENTRAS off(A) > cotaCalcular aij con m�aximo valor absoluto de entre los no diagonalesCalcular Rotaci�on Q(i; j; �) tal que (QAQt)ij = 0A = QAQtFINMIENTRASdonde off(A) = qPnj=1;j 6=iPni=1 a2ij.El n�umero de 
ops necesario para la actualizaci�on de la matriz en cada pasadapor el n�ucleo del bucle es de orden O(n), pero el c�alculo del m�aximo produce que elorden de cada pasada por el n�ucleo del bucle teniendo en cuenta las comparacionessea O(n2). De este modo, las n(n�1)2 anulaciones suponen un coste de O(n3) 
ops,y de O(n4) comparaciones (es frecuente denominar barrido a la realizaci�on de n(n�1)2anulaciones, especialmente en los m�etodos c��clicos que se estudian a continuaci�on).



INTRODUCCION 131.1.6 M�etodos c��clicosOtros m�etodos de Jacobi [112, 19, 29, 41, 42, 47, 75, 77, 78, 80, 113, 85, 114, 91,115] proceden realizando sucesivos barridos, anulando en cada barrido una vez cadaelemento no diagonal (con lo que cada barrido constar�a de n(n�1)2 anulaciones). Paraello se utiliza un cierto orden de anulaci�on de los elementos, por ejemplo, el m�etodoc��clico por �las anula los elementos en el orden dado por los pares:(1; 2); (1; 3); : : : ; (1; n); (2; 3); (2; 4); : : : ; (2; n); : : : ; (n� 1; n) : (1.1.4)La convergencia del m�etodo de Jacobi con una ordenaci�on por �las se analiza en[47]. En [41, 42, 75, 87] se demuestra que el m�etodo de Jacobi converge con otrosesquemas de ordenaci�on bajo las mismas condiciones que con el orden c��clico por �las.Un m�etodo de Jacobi c��clico trabaja realizando sucesivos barridos hasta que secumple alg�un criterio de convergencia. Normalmente hasta que off(A) < cota.Un esquema en este caso podr��a ser:Algoritmo 1.1.2 Esquema de un m�etodo de Jacobi c��clico.MIENTRAS off(A) > cotaMIENTRAS queden pares en la ordenaci�onObtener el siguiente par (i; j)Calcular Rotaci�on Q(i; j; �) tal que (QAQt)ij = 0A = QAQtFINMIENTRASFINMIENTRASDe esta forma se evita el c�alculo del m�aximo y se obtiene un orden O(n3) porbarrido, pues cada anulaci�on necesita de 11 
ops en el c�alculo de los par�ametros delas rotaciones y 6n + 12 
ops en la actualizaci�on de A, lo que hace 6n + 23 
ops poranulaci�on y (6n+23)n(n�1)2 
ops por barrido para el c�alculo de los valores propios, lo queda un valor de 3n3 
ops para los t�erminos de mayor orden. El c�alculo de los valoresy vectores propios tendr�a un coste por barrido de 6n3 
ops, pues habr�a que acumularlas rotaciones. Por otro lado, ya sabemos que el coste del m�etodo cl�asico en n(n�1)2anulaciones, teniendo en cuenta las comparaciones, es O(n4). Sin embargo, con unm�etodo c��clico, al eliminarse los elementos en un orden predeterminado, para alcanzarla convergencia se necesita de m�as iteraciones que en el m�etodo cl�asico.En la tabla 1.1.1 comparamos los tiempos de ejecuci�on con el m�etodo cl�asico(JCLA) y con distintos m�etodos c��clicos (JFIL es el m�etodo por �las [47], JEBE con laordenaci�on de Eberlein [42], JRR con el Round-Robin [19]). Los resultados se muestranen segundos y han sido obtenidos en una HP Apollo 700, utilizando matrices reales,



14 INTRODUCCIONtama~no 128 192 256 320 384 448 512JCLA 479 2426 7868 20941JFIL 17 55 176 324 626 1004 1754JEBE 17 55 177 339 634 1015 1772JRR 17 55 179 340 642 1144 1787Tabla 1.1.1: Comparaci�on de m�etodos c��clicos y cl�asico. Tiempos de ejecuci�on ensegundos en una HP Apollo 700.sim�etricas y densas con elementos de doble precisi�on generados aleatoriamente convalores entre -10 y 10.En la tabla 1.1.2 comparamos la velocidad de convergencia con distintos m�etodosc��clicos y el m�etodo cl�asico. En los m�etodos c��clicos se representa el n�umero de barridosy en el m�etodo cl�asico el n�umero de anulaciones dividido por el n�umero de anulacionesde un barrido (n(n�1)2 ).tama~no 128 192 256 320 384 448 512JCLA 4 4 4 4JFIL 8 8 9 9 9 9 9JEBE 8 8 9 9 9 9 9JRR 8 8 9 9 9 10 9Tabla 1.1.2: Velocidad de convergencia de m�etodos c��clicos y cl�asico (se representa eln�umero de barridos en el caso de los m�etodos c��clicos y en el m�etodo cl�asico el n�umerode anulaciones dividido por el n�umero de anulaciones de un barrido). Resultadosobtenidos en una HP Apollo 700.Como se puede ver en las tablas 1.1.1 y 1.1.2, los resultados obtenidos con distintosm�etodos c��clicos son muy similares (el n�umero de barridos se considera que es del ordenO(log2 n) [19]) por lo que a lo largo de este trabajo utilizaremos distintos m�etodosc��clicos dependiendo de lo adecuados que sean para los esquemas de almacenamientoy para la topolog��a que utilicemos.Se puede comprobar tambi�en que el m�etodo cl�asico es mucho peor que los m�etodosc��clicos en tiempo de ejecuci�on, pero que necesita de menos anulaciones para alcanzar laconvergencia. Este hecho ser�a utilizado posteriormente para obtener un m�etodo mixtoentre el cl�asico y los c��clicos que llamaremos semicl�asico.



INTRODUCCION 151.2 AplicacionesHay multitud de aplicaciones donde hay que resolver problemas de valores propios[116, 43], siendo en muchos casos estos problemas de grandes dimensiones, de ah�� elinter�es en resolver estos problemas con algoritmos e�cientes que necesiten de un tiempode ejecuci�on reducido. En este sentido tiene especial inter�es la obtenci�on de algoritmospara Multiprocesadores tanto de Memoria Compartida como de Memoria Distribuida,y el an�alisis de los algoritmos para M�aquinas Masivamente Paralelas, con las que sepuedan abordar problemas cada vez de mayores dimensiones conforme el estado de laciencia y la ingenier��a lo exijan.Hay multitud de problemas de valores propios que tienen inter�es en diferentesaplicaciones. Aunque en esta tesis analizaremos principalmente la resoluci�on del Pro-blema Sim�etrico de Valores Propios con matrices densas, reales y sim�etricas por mediode m�etodos de Jacobi, y algunas posibles extensiones a problemas generalizados, conmatrices complejas y no sim�etricas, enumeraremos algunas de las aplicaciones m�asusuales de los problemas de valores propios.Algunas de las aplicaciones son:� En Qu��mica Cu�antica en la resoluci�on de ecuaciones de Scr�odinger. Esta esla aplicaci�on m�as clara donde aparecen problemas sim�etricos de valores propios[43], y normalmente se plantea en el estudio de un sistema mec�anico-cu�antico den part��culas donde se obtiene un operador hamiltoniano Ĥ o energ��a del sistemay se plantea un Problema Sim�etrico de Valores Propios de la formaĤ = E (1.2.1)donde los n�umeros E son los valores propios del operador de energ��a, que corres-ponden a las posibles energ��as del sistema [24, 73, 74].Este tipo de aplicaciones presenta una gran variedad de problemas, en algunoscasos interesa obtener s�olo los valores propios y en otros los valores y vectorespropios; en la mayor��a de los casos interesa obtener todos los valores (o un n�umerosu�cientemente grande para que sea preferible calcularlos todos) obteni�endosemayor precisi�on en la aproximaci�on que se obtiene a los valores reales que se quiereestimar cuanto mayor es el tama~no del problema; en algunos casos los problemasson densos y en otros dispersos [43]; siendo en la mayor��a de los problemas lasmatrices reales pero habiendo tambi�en aplicaciones con matrices complejas [10].Adem�as, tradicionalmente este tipo de problemas se ha venido resolviendo pormedio de m�etodos de Jacobi [74].� En el an�alisis de guiaondas. Tambi�en en este campo aparecen multitud deproblemas de valores propios aunque normalmente no se necesita resolver proble-



16 INTRODUCCIONmas de dimensiones tan grandes como en Qu��mica Cu�antica. As��, aparecen lossiguientes tipos de problemas:{ Est�andar de matrices sim�etricas densas de dimensiones unos pocos cientos,con valores complejos donde hay que calcular todos los valores propios [81].{ Generalizado (Ax = �Bx) sim�etrico de�nido positivo (A y B sim�etricas yB de�nida positiva), con matrices densas de dimensiones unos pocos cien-tos, con valores complejos donde hay que calcular todos los valores propiosgeneralizados [81].{ Cuadr�atico (�2Ax + �Bx + Cx = 0) donde las matrices A, B y C sonsim�etricas, complejas y densas [81].{ Generalizado sim�etrico de�nido positivo con matrices reales y dispersas [45,46].{ Generalizado con matrices reales y dispersas, siendo la matrizA no sim�etricay la B sim�etrica de�nida positiva [46].{ Generalizado disperso de�nido positivo con matrices reales no sim�etricas ocomplejas no Hermitianas, y necesitando calcular un conjunto de valores yvectores propios [44].� En an�alisis de estructuras. En [11] se estudian algunas posibles aplicacionesdel problema de valores propios en ingenier��a, en particular se analizan:{ El problema est�andar K� = �� (1.2.2)donde K es la matriz de rigidez de un elemento o un montaje de elementos,siendo K de�nida positiva o semipositiva.Tambi�en aparece el problema est�andar en el an�alisis de una matriz de masas,de conductividad o de calor.{ El problema generalizado K� = �M� (1.2.3)donde K es la matriz de rigidez y M la matriz de masa de un elemento oun montaje de elementos. Las matrices K y M son normalmente de�nidaspositivas y banda. Tambi�en aparece el problema generalizado en el an�alisisde transferencia de calor, siendo en este caso K la matriz de conductividaddel calor y M la matriz de capacidad del calor.� En reconocimiento de patrones. El c�alculo de valores y vectores propios sepuede usar en este caso para obtener una representaci�on reducida de una serie dedatos con una p�erdida m��nima de informaci�on [32, 33]. Se trata de encontrar los



INTRODUCCION 17valores propios mayores de una matriz de correlaciones, correspondiendo estosvalores propios a las caracter��sticas m�as discriminantes, con lo que ser�a su�cientecon almacenar los vectores propios asociados a dichos valores propios para obteneruna representaci�on aproximada de los objetos. En este caso las matrices sondensas y sim�etricas, y hay que calcular algunos de los valores propios, aunque enmuchos casos no se conoce de antemano la cantidad de valores a calcular.1.3 Ordenes de JacobiPara la obtenci�on de un m�etodo de Jacobi c��clico se ordenan los pares de ��ndicescorrespondientes a elementos no diagonales para realizar los barridos en el orden dado(cuando se trabaja con el par (i; j) se anula el elemento aij de la matriz y su sim�etrico).Los diferentes �ordenes que se pueden obtener con los n(n�1)2 ��ndices correspondientes aelementos no diagonales se llaman �ordenes de Jacobi.En la mayor��a de los �ordenes de Jacobi se agrupan los ��ndices en pares formandoconjuntos de pares de ��ndices que se llaman conjuntos de Jacobi. De este modo,se agrupan inicialmente los n ��ndices en n2 pares formando un conjunto de n2 pares de��ndices, y un orden de Jacobi se obtiene pasando de un conjunto de Jacobi al siguientepor medio de un intercambio de ��ndices que produce un nuevo emparejamiento de��ndices.Existe una amplia literatura [15, 41, 42, 75, 76, 77, 78, 80, 87] donde se estudiandiferentes m�etodos para generar �ordenes de Jacobi, la convergencia de los m�etodosc��clicos que usan esos �ordenes, la paralelizaci�on de estos m�etodos, el posible trabajopor bloques, ... Aunque en esta Tesis no pretendemos el estudio de los distintos m�etodosc��clicos de Jacobi. En este apartado haremos un repaso de algunos de los �ordenes deJacobi m�as usados, para presentar las ideas generales sobre el tema y para analizar lasordenaciones que usaremos en el resto del trabajo. Utilizaremos algunos de ellos encombinaci�on con diversos esquemas de almacenamiento de los datos para la obtenci�onde algoritmos e�cientes en Multiprocesadores.1.3.1 Ideas generales sobre �ordenes y conjuntos de JacobiEn varios de los art��culos antes citados se estudia la convergencia de diferentes m�etodosde Jacobi y se prueba experimentalmente que necesitan de un n�umero de barridos delorden de O(log2 n) [19] pudiendo este n�umero variar ligeramente de una ordenaci�ona otra. Aunque no se conoce con exactitud la velocidad de convergencia, Hansen [55]de�ni�o un "factor de preferencia" para comparar diferentes esquemas de ordenaci�on.Se pueden dar diferentes de�niciones de lo que es un orden paralelo �optimopara una determinada arquitectura:Luk y Park [76] lo de�nen como un orden tal que cada barrido se com-



18 INTRODUCCIONpleta en a lo sumo n pasos, s�olo se necesita comunicaci�on entre procesadoresvecinos en la comunicaci�on de datos, y el movimiento de datos entre dospasos consecutivos se realiza de una manera sistem�atica.Bischof [15] lo de�ne como un orden en el que la redistribuci�on de losdatos entre los procesadores, para pasar de un paso al siguiente, implicacomunicaci�on s�olo entre procesadores vecinos y cada procesador necesitatransferir un �unico bloque de datos. Esta de�nici�on puede ser adecuadapara anillo e hipercubo (los sistemas que estudia Bischof en [15]) pero noparece adecuada para malla, pues en este caso se realiza normalmente unatransferencia de columnas y de �las para obtener la nueva distribuci�on dela matriz en el sistema tras cada iteraci�on, con lo que es necesario transferiral menos dos bloques de datos.Est�a claro que cuando n es par el n�umero m��nimo de pasos para llevar a cabo unbarrido es n� 1, y cuando n es impar el n�umero m��nimo es n, y que es preferible quecada procesador trans�era un �unico bloque de datos en cada transferencia (conside-rando una distribuci�on unidimensional). Por todo ello, en nuestro caso consideraremosque un orden �optimo es aquel que cumple las propiedades exigidas por Luk y Park yBischof necesitando del n�umero m��nimo de iteraciones seg�un n sea par o impar (a lolargo del trabajo consideraremos n par, aunque hay �ordenes que son �optimos cuando nes par pero no cuando es impar y al rev�es) e implicando la comunicaci�on de un �unicobloque de datos cuando se utiliza una topolog��a de anillo. Por tanto, un orden �optimopodr�a implicar la comunicaci�on de m�as de un bloque de datos en una topolog��a demalla, mientras que en la de anillo implicar��a la comunicaci�on de un �unico bloque, porlo que lo consideraremos �optimo.1.3.2 El orden c��clico por �lasLa convergencia del m�etodo c��clico de Jacobi usando el orden por �las (descrito en(1.1.4)) est�a demostrada en [47], y la demostraci�on de la convergencia con otros �ordenesse basa normalmente en demostrar que son equivalentes al c��clico por �las (una orde-naci�on se puede obtener de otra simplemente renumerando los ��ndices [75]).Debido a que se anulan de manera consecutiva elementos en la misma �la, no pareceapropiado para obtener algoritmos paralelos, ya que para poder anular el elementoai;i+k+1, habr�a que haber anulado previamente ai;i+k y haber actualizado la �la i-�esima,con lo que se pierde la posibilidad de anulaci�on de varios elementos a la vez, mientrasque esta posibilidad si se da con otros �ordenes c��clicos.1.3.3 La ordenaci�on par-imparEs uno de los �ordenes de Jacobi m�as populares, habiendo sido introducido por Samehen [85] quien lo utiliz�o en memoria compartida, y habiendo sido utilizado por Stewart



INTRODUCCION 19[91] para dise~nar un m�etodo paralelo en un array lineal de procesadores. Van de Geijnlo us�o en [94] para dise~nar el primer m�etodo de Jacobi que explotaba la simetr��a de lamatriz en Multicomputadores, en concreto en un anillo de procesadores.En este trabajo lo usamos para dise~nar m�etodos de Jacobi que explotan la simetr��aen anillo y en malla, y para la obtenci�on de un m�etodo por bloques que explota lasimetr��a.En la �gura 1.3.1 mostramos, para n = 8, c�omo se obtienen los conjuntos de Jacobipara esta ordenaci�on. En esta �gura (y en las sucesivas de este apartado) se numeranlos ��ndices de 0 a n� 1, los procesadores en los que se almacenan los bloques de datoscorrespondientes a esos ��ndices se representan por cajas, y los movimientos de ��ndicespara pasar de un conjunto de Jacobi al siguiente se muestran por medio de 
echas.En esta �gura los pares de ��ndices se representan agrupando los 2 ��ndices por mediode par�entesis. Se puede observar que es una ordenaci�on no �optima pues en los pasosimpares el conjunto de pares consta de n2 elementos y en los pares de n2 � 1, con loque se necesita de n pasos para llevar a cabo un barrido. Adem�as, si se almacenanlas columnas correspondientes a los ��ndices en los procesadores tal como se muestraen la �gura, la ordenaci�on es apropiada para un array lineal de procesadores puesel movimiento de ��ndices implicar��a movimiento de columnas s�olo entre procesadoresvecinos. De forma similar se puede utilizar en una malla de procesadores implicandoen este caso los movimientos de ��ndices transferencias de �las y columnas de la matrizentre procesadores vecinos en la malla (tal como veremos en cap��tulos posteriores).1.3.4 La ordenaci�on de EberleinEs tambi�en una de las m�as populares [42] y es apropiada para un anillo bidireccionalde procesadores y de modo similar para un toro necesit�andose en este caso de trans-ferencias de �las y columnas. El orden es �optimo y el sistema de procesadores debeser bidireccional pues, como se ve en la �gura 1.3.2, en los pasos pares los ��ndices, ypor tanto los datos, se mueven en diferente sentido que en los pasos impares. En esta�gura los pares de ��ndices est�an formados por los elementos en un mismo procesador.La transferencia es diferente en los pasos pares y en los impares, y en la �gura semuestra c�omo se realizan los movimientos de ��ndices en los dos casos.Ha sido tambi�en usada en este trabajo en un anillo de procesadores.1.3.5 La ordenaci�on de EggersEsta ordenaci�on se estudia en [42] y se demuestra que es equivalente a la ordenaci�onde Eberlein y a la Round-Robin. Tiene como ventaja sobre la ordenaci�on de Eberleinel que se necesita comunicaci�on en un �unico sentido. En la �gura 1.3.3 se muestrael movimiento de ��ndices en los 4 primeros pasos. En los pasos pares el movimientoes siempre del mismo modo, y en los impares se mueven hacia la derecha los ��ndices



20 INTRODUCCIONpar 1(0,3) (2,5) (4,7) 6impar (2,3) (6,7)(4,5)(0,1)imparparimparparimparpar
(1,3) (0,5) (2,7) (4,6)3(1,5) (0,7) (2,6) 4(3,5) (1,7) (0,6) (2,4)5(3,7) (1,6) (0,4) 2(5,7) (3,6) (1,4) (0,2)(3,4)7(5,6) (1,2) 0Figura 1.3.1: Ordenaci�on par-impar.
Figura 1.3.2: Ordenaci�on de Eberlein.



INTRODUCCION 21superiores de la �gura, menos en el procesador en el que el elemento que participa enel movimiento es el de la parte inferior (en el paso 2i+ 1 el procesador distinguido esel i-�esimo, si numeramos los procesadores empezando por 0).
Figura 1.3.3: Ordenaci�on de Eggers.1.3.6 La ordenaci�on Round-RobinEs uno de los �ordenes m�as antiguos y fu�e introducido por Brent y Luk [19] que lousaron para dise~nar un algoritmo sist�olico en malla para el Problema Sim�etrico deValores Propios, aunque no explotaban la simetr��a de la matriz y suger��an que eraposible explotarla usando un array triangular de procesadores.En la �gura 1.3.4 se muestra el movimiento de��ndices tras cada paso (en este caso setiene siempre el mismo esquema de movimiento de los ��ndices). Se puede observar quepuede ser usado en un array lineal bidireccional de procesadores o en una malla abiertabidireccional (en este trabajo se usar�a en una malla abierta). En cada transferencia dedatos los procesadores no extremos del sistema necesitar�an transferir y recibir datosen los dos sentidos, por lo que no es �optimo al necesitarse transferir el doble de datosque con otros �ordenes.1.3.7 El caterpillar-trackEsta ordenaci�on fu�e introducida en [101]. Se muestra en la �gura 1.3.5, donde aparecenlos 4 primeros pasos. Los pares de ��ndices est�an formados por los ��ndices en una mismacolumna. En los pasos impares tenemos n2 pares de ��ndices y en los pares n2 � 1, por loque no es �optimo. Se llama caterpillar-track porque el movimiento de ��ndices es similaral de las ruedas en forma de oruga.En [76] se estudia este orden y algunas modi�caciones que se demuestra que sonequivalentes entre s�� y a las ordenaciones par-impar y Round-Robin.
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Figura 1.3.4: Orden Round-Robin.

Figura 1.3.5: Caterpillar-track.



INTRODUCCION 231.3.8 Ordenaciones por bloquesLa realizaci�on de algoritmos de Jacobi por bloques es conveniente por dos motivos:1. El uso de rutinas optimizadas de tipo BLAS 3 [36] har�a que con estos m�etodosse obtengan mejores tiempos de ejecuci�on.2. El trabajar por bloques permite agrupar los datos a la hora de hacer las transfe-rencias, con lo que se puede ahorrar algo de tiempo de ejecuci�on y evitar algunospuntos de sincronizaci�on.Esto hace que se hayan estudiado tambi�en �ordenes de Jacobi por bloques [42, 78,87]. En este caso, se agrupar��an los datos en bloques (por ejemplo bloques de columnas)y se trabajar��a sobre estos bloques del mismo modo que en los m�etodos anteriores sehac��a con una columna. Cada ��ndice se asocia ahora a una columna de bloques en vezde a una columna, y el trabajo sobre los bloques indicados por un par de ��ndices puedeconsistir en realizar un barrido (con alg�un orden que puede ser distinto del usado paradeterminar el movimiento de bloques) sobre elementos de ese bloque, mientras que enlos m�etodos anteriores el trabajo asociado a un par de ��ndices correspond��a a una �unicaanulaci�on.En la �gura 1.3.6 mostramos, para n = 8 y 2 procesadores, un orden por bloquesobtenido con la ordenaci�on de Eggers para los movimientos de bloques. Dentro decada bloque habr��a que utilizar alguna otra ordenaci�on para obtener todos los empa-rejamientos de ��ndices en el bloque (salvo los ya obtenidos previamente).En este trabajo hemos implementado un algoritmo de Jacobi por bloques ex-plotando la simetr��a, reorganizando las computaciones para obtener un algoritmo ricoen operaciones matriz-matriz y utilizando el orden par-impar para el movimiento debloques y el orden c��clico por �las para el trabajo dentro de cada bloque. Este m�etodose puede combinar con un esquema de almacenamiento adecuado para obtener algorit-mos paralelos, que ser�an descritos en un cap��tulo posterior.1.4 Uso de UmbralesHasta ahora hemos estudiado los m�etodos de Jacobi anulando un par de elementosno diagonales en cada iteraci�on. Para acelerar la convergencia es posible utilizarumbrales, de modo que cuando el valor absoluto del elemento a anular est�e por debajodel umbral no se realice la anulaci�on ni la actualizaci�on de la matriz. De este modo seevitar�an anulaciones de elementos peque~nos que contribuir��an poco a la convergencia.Utilizando una t�ecnica de umbralizaci�on adecuada se asegura la convergencia delm�etodo [102] y se disminuye el tiempo de ejecuci�on lleg�andose a obtener reducciones del33% en los tiempos de ejecuci�on dependiendo de la t�ecnica de umbralizaci�on utilizaday de la m�aquina en que se ejecuten los programas. En [82, 102] se enumeran algunasposibles t�ecnicas de umbralizaci�on:



24 INTRODUCCION0 12 30 1 4 56 72 34 5 6 70 12 34 5 6 7Figura 1.3.6: Ordenaci�on por bloques.1. Una primera posibilidad es usar un umbral �jo para todas las iteraciones. Si lacondici�on de �n es que off(A) < cota, tomando el umbral como cotan se aseguraque se cumple la condici�on de �n cuando se realiza un barrido completo sin anularning�un elemento.2. La t�ecnica de Rutishauser consiste en utilizar umbral variable durante los 4primeros barridos, y en los restantes usar umbral �jo. El umbral variable vienedado por la f�ormula: 15 0@n�1Xi=1 nXj=1;i<j jaijjn 1A2 (1.4.1)3. Utilizar una sucesi�on de umbrales, uno para cada uno de los barridos, disminu-yendo el valor del umbral al aumentar el n�umero de barrido, por ejemplo 2�3,2�6, 2�10, ...4. La t�ecnica de umbral variable de Kahan y Corneil, donde inicialmente se calcula! como: ! = n�1Xi=1 nXj=1;i<j a2ij (1.4.2)



INTRODUCCION 25y tras cada actualizaci�on se recalcula ! rest�andole a2ij. Para decidir si se aplica ono una rotaci�on al elemento aij estudiaremos sin(n � 1)2 a2ij > ! (1.4.3)lo que quiere decir que anularemos s�olo los elementos cuyo cuadrado est�e porencima de la media de los cuadrados.Un esquema para los m�etodos de Jacobi c��clicos con umbral podr��a ser:Algoritmo 1.4.1 Esquema de un m�etodo de Jacobi c��clico con umbral.MIENTRAS off(A) > cotaMIENTRAS queden pares en la ordenaci�onObtener el siguiente par (i; j)SI jaijj > umbralCalcular Rotation Q(i; j; �) tal que (QAQt)ij = 0A = QAQtActualizar umbralFINSIFINMIENTRASFINMIENTRASSe han realizado algunos experimentos con las diferentes t�ecnicas de umbralizaci�onque hemos enumerado utilizando la ordenaci�on c��clica por �las, en los que se observaque se reduce el tiempo de ejecuci�on con el uso de umbrales. Los mejores resultados loshemos obtenido con el umbral de Kahan y Corneil, por lo que en lo sucesivo utilizaremosesta t�ecnica.En la tabla 1.4.1 se comparan los tiempos de ejecuci�on con el orden c��clico por�las no utilizando y utilizando umbral, y en la tabla 1.4.2 se compara la velocidad deconvergencia. En el caso en que se usa umbral se representa el cociente del n�umero deanulaciones llevadas a cabo entre el n�umero de elementos por encima de la diagonal, ycuando no se usa umbral se representa el n�umero de barridos (que es tambi�en en estecaso el cociente entre el n�umero anulaciones y el n�umero de elementos por encima de ladiagonal). Los resultados que se muestran han sido obtenidos en un procesador i860.En la tabla 1.4.3 se muestran los cocientes de los tiempos de ejecuci�on y del n�umerode barridos obtenidos usando umbral y no us�andolo. Se puede observar que la gananciaen el n�umero de barridos es mucho mayor (alrededor de un 39%) que en el tiempo deejecuci�on (hasta un 27%), lo que es debido al coste adicional de la actualizaci�on delumbral, la comparaci�on para decidir si se anula el elemento, etc...En las tablas 1.4.4 y 1.4.5 se muestran los resultados obtenidos ejecutando losprogramas en una HP Apollo 700. La reducci�on en el n�umero de barridos es igual que laobtenida en el procesador i860, por lo que no se muestra. Sin embargo, se observa que en



26 INTRODUCCIONtama~no 256 320 384 448 512sin umbral 134.80 279.87 493.09 825.54 1230.12con umbral 114.39 224.88 383.82 618.49 907.56Tabla 1.4.1: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). Tiempos de ejecuci�on en segundosen el procesador i860.
tama~no 256 320 384 448 512sin umbral 10 10 10 10 10con umbral 5.93 6.03 6.08 6.10 6.14Tabla 1.4.2: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). N�umero de anulaciones partido porn(n�1)2 . En un procesador i860.
tama~no 256 320 384 448 512tiempo 0.84 0.80 0.77 0.74 0.73barridos 0.59 0.60 0.60 0.61 0.61Tabla 1.4.3: Cociente entre m�etodos usando umbral (de Kahan y Corneil) y no usandoumbral. En un procesador i860.



INTRODUCCION 27diferentes m�aquinas una misma reducci�on en los barridos produce reducciones distintasen los tiempos de ejecuci�on debido a la diferencia de los costes de las operacionesaritm�eticas, de comparaci�on y de acceso a memoria.tama~no 256 320 384 448 512sin umbral 87 151 319 506 1087con umbral 59 110 222 359 713Tabla 1.4.4: Uso de umbral (de Kahan y Corneil). Tiempos de ejecuci�on en segundos.En una HP Apollo 700.tama~no 256 320 384 448 512tiempo 0.68 0.72 0.69 0.71 0.65barridos 0.59 0.60 0.60 0.61 0.61Tabla 1.4.5: Cociente entre m�etodos usando umbral (de Kahan y Corneil) y no usandoumbral. En una HP Apollo 700.1.5 Uso de BLAS 1En los esquemas que hemos visto de m�etodos de Jacobi aparece una actualizaci�on dela matriz A (QAQt) que puede hacerse usando BLAS 1 [37] obteni�endose de este modoprogramas m�as e�cientes. Esta actualizaci�on de la matriz consiste en la aplicaci�on dela rotaci�on a las �las y columnas i y j de A, y esta aplicaci�on se puede hacer usandola rutina drot de BLAS 1, con tres llamadas a drot para actualizar las partes 1, 2 y 3de la matriz A en la �gura 1.5.1. Puesto que la matriz A es sim�etrica s�olo se trabajacon la parte triangular inferior de la misma.La rutina drot realiza una rotaci�on de �angulo �. Una llamada a esta rutina tienela forma drot(&dim;&v1;&ld1;&v2;&ld2;&c;&s), donde dim representa la dimensi�onde los vectores a actualizar, &v1 y &v2 son las posiciones de comienzo de los vectoresa actualizar, ldv1 y ldv2 son las leading dimension de los vectores v1 y v2, y c y sson el coseno y el seno, respectivamente, del �angulo �. De este modo, la llamadadrot(&dim;&v1;&ld1;&v2;&ld2;&c;&s) corresponde a un bucle del tipo:PARA i = 0; 1; : : : ; �dim� 1 HACERa = v1[i � (�ld1)]b = v2[i � (�ld2)]
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Figura 1.5.1: Actualizaci�on de A usando BLAS 1.v1[i � (�ld1)] = c � a+ s � bv2[i � (�ld2)] = �s � a+ c � bFINPARAEn la tabla 1.5.1 comparamos los tiempos de ejecuci�on obtenidos en un procesadori860 con la ordenaci�on c��clica por �las y usando el umbral de Kahan y Corneil, cuandose usa y cuando no se usa BLAS 1. En la tabla 1.5.2 se muestra el cociente entre lostiempos de ejecuci�on cuando se usa BLAS 1 y cuando no se usa. La reducci�on del tiempode ejecuci�on es de alrededor del 33% cuando se usa BLAS 1, adem�as, tal como pasat��picamente con el uso de estos n�ucleos computacionales, la mejora obtenida aumentaal aumentar el tama~no del problema hasta llegar a un punto donde se estabiliza.tama~no 256 320 384 448 512con BLAS 1 80.09 153.77 260.44 424.38 615.70sin BLAS 1 114.39 224.88 383.82 618.49 907.56Tabla 1.5.1: Uso de BLAS 1. Tiempos de ejecuci�on en segundos, en un procesadori860, con la ordenaci�on c��clica por �las y umbral de Kahan y Corneil.1.6 Metodo Semicl�asico1.6.1 Idea generalComo ya vimos en la secci�on 1.1 (tablas 1.1.1 y 1.1.2), los m�etodos c��clicos producenmucho mejores tiempos de ejecuci�on que el m�etodo cl�asico debido a que realizan un



INTRODUCCION 29tama~no 256 320 384 448 512con BLAS 1/sin BLAS 1 0.70 0.68 0.67 0.69 0.67Tabla 1.5.2: Uso de BLAS 1. Cociente entre los tiempos de ejecuci�on usando y nousando BLAS 1 en un procesador i860, con la ordenaci�on c��clica por �las y umbral deKahan y Corneil.barrido seg�un una determinada ordenaci�on evitando la obtenci�on del m�aximo antes decada anulaci�on, obteni�endose de este modo un costeO(n3) por barrido mientras que conel m�etodo cl�asico el coste por barrido (por n(n�1)2 anulaciones) es O(n4). Sin embargo,el m�etodo cl�asico necesita de un n�umero de anulaciones peque~no para alcanzar laconvergencia, y esto es debido a que en cada paso del algoritmo se anula el elemento demayor valor absoluto que ser�a el que m�as contribuya a la convergencia. En esta secci�onpretendemos estudiar un m�etodo que utilice caracter��sticas de los m�etodos cl�asico yc��clicos de manera que se acelere la convergencia (se reduzca el n�umero de barridosque se necesita con los m�etodos c��clicos) aumentando algo el tiempo de ejecuci�on porbarrido. Se trata de encontrar un punto intermedio en el que este aumento en el tiempode ejecuci�on por barrido se vea compensado por la reducci�on en el n�umero de barridos,obteni�endose de este modo mejores tiempos de ejecuci�on que con los m�etodos c��clicos.Ideas similares se encuentran en [69] donde se dise~na un m�etodo para Multiprocesadorescon Memoria Compartida y en [84] para m�etodos de Jacobi unilaterales.Una primera idea consiste en ordenar antes de cada barrido los elementos no dia-gonales de mayor a menor valor absoluto y realizar las anulaciones en este orden, conlo que necesitamos en cada barrido de una ordenaci�on previa de n(n�1)2 datos, lo quehaci�endolo con un m�etodo �optimo como el Quicksort [71], representa un orden promedioO(n2log2 n). Como el orden del m�etodo de Jacobi en cada barrido es O(n3) esta orde-naci�on previa no modi�car�a el orden por barrido. Por otra parte, la ordenaci�on previahar�a que en cada barrido anulemos primero los elementos de mayor valor absoluto, conlo que es posible que se rebaje el n�umero de barridos necesarios para la convergencia.Una vez hecha la ordenaci�on las primeras iteraciones se hacen sobre los elementoscon mayor valor absoluto, pero al anular estos elementos se modi�can los valores ini-ciales de los elementos no diagonales, con lo que estos elementos ya no est�an ordenadosseg�un el orden obtenido al principio del barrido. Por este motivo, en nuestro m�etodono haremos la ordenaci�on de los datos sino que, siguiendo el esquema del Quicksort,tomamos el primer elemento y obtenemos los mayores y los menores que �el en valorabsoluto, haciendo una nueva llamada a este procedimiento de "semi-ordenaci�on" conlos elementos mayores, y as�� recursivamente hasta que hagamos una llamada con un�unico elemento. Esta "semi-ordenaci�on" tiene un coste promedio de O(n2). Anulandoen cada barrido los elementos en el orden obtenido con la "semi-ordenaci�on" obtenemos



30 INTRODUCCIONunos tiempos de ejecuci�on que se muestran en la tabla 1.6.1 y el n�umero de barridosde la tabla 1.6.2 (datos obtenidos en un procesador i860).tama~no 256 320 384 448 512c��clico por �las 134.80 279.87 493.09 825.54 1230.12semicl�asico 129.05 267.69 465.66 777.96 1167.05Tabla 1.6.1: M�etodo semicl�asico. Tiempos de ejecuci�on en segundos en un procesadori860. tama~no 256 320 384 448 512c��clico por �las 10 10 10 10 10semicl�asico 9 9 9 9 9Tabla 1.6.2: M�etodo semicl�asico. N�umero de barridos en un procesador i860.En estas dos tablas se observa que utilizando el m�etodo semicl�asico que hemosexplicado se obtiene una peque~na reducci�on en el tiempo de ejecuci�on, y que estareducci�on es debida a que se necesita de un barrido menos para alcanzar la convergencia.Sin embargo, con este m�etodo no se mejoran los tiempos obtenidos con el uso deumbrales (tabla 1.4.1).Intentaremos modi�car este m�etodo para obtener mejores resultados. Al anularseen las �ultimas etapas de cada barrido t�erminos que inicialmente son los de menor valorabsoluto, estas anulaciones deben contribuir poco a la convergencia del m�etodo, porlo que consideramos preferible hacer en cada barrido n(n�1)2DIV ISION anulaciones, indican-do 1DIV ISION la porci�on de elementos no diagonales que anulamos en cada barrido(llamaremos a cada uno de estos barridos un subbarrido). Cuando DIV ISION = 1obtenemos el m�etodo anterior y cuando DIV ISION = n(n�1)2 el m�etodo es el de Jacobicl�asico donde hemos obtenido el m�aximo haciendo una "semi-ordenaci�on".Compararemos experimentalmente en distintos casos (distintas m�aquinas, uso deumbral y de BLAS 1) los resultados obtenidos con este segundo m�etodo semicl�asico ydistintos valores de DIV ISION con los obtenidos con el m�etodo c��clico por �las. Loque pretendemos es comprobar en qu�e casos se obtiene una mejora sobre los m�etodoshasta ahora presentados, y si se puede determinar de una manera emp��rica un valor�optimo de DIV ISION .



INTRODUCCION 311.6.2 Resultados experimentales sin uso de umbralEn la tabla 1.6.3 se compara la velocidad de convergencia del m�etodo c��clico por �lasy el semicl�asico para distintos valores de DIV ISION . Se representa el n�umero deanulaciones realizadas partido por el n�umero de elementos que hay por encima de ladiagonal, coincidiendo este valor con el n�umero de barridos en el m�etodo c��clico por�las. Los resultados se han obtenido en un procesador i860, pero ser��an similaresen otras m�aquinas. Se observa que el n�umero de anulaciones disminuye al aumentarDIV ISION y que tiende a estabilizarse entre 5 y 6 veces n(n�1)2 seg�un el tama~no dela matriz. tama~no 256 320 384 448 512c��clico por �las 10 10 10 10 10semicl�asico 2 7.50 8.00 9.50 8.00 9.00semicl�asico 4 6.75 8.00 9.50 8.00 9.00semicl�asico 6 6.17 6.50 6.67 6.50 6.50semicl�asico 8 5.88 6.25 6.38 6.25 6.25semicl�asico 10 5.60 5.90 6.00 6.00 6.10semicl�asico 12 5.42 5.58 5.67 5.67 5.83semicl�asico 14 5.43 5.36 5.57 5.64 5.78Tabla 1.6.3: Comparaci�on de la velocidad de convergencia del m�etodo c��clico por �lasy el m�etodo semicl�asico con distintos valores de DIV ISION . N�umero de anulacionespartido por n�umero de elementos por encima de la diagonal. En un procesador i860.Como se puede comprobar, se llega a obtener un n�umero de barridos ligeramentemenor que el que se obten��a usando el umbral de Kahan y Corneil (tabla 1.4.2). Perocon el m�etodo semicl�asico se divide cada barrido en un n�umero de subbarridos iguala DIV ISION realiz�andose en cada subbarrido una semiordenaci�on, con lo que elcoste por barrido ser�a O(n3) +DIV ISION O(n2). De este modo, se obtiene que unareducci�on en el n�umero de barridos no implicar�a siempre una reducci�on en el tiempode ejecuci�on, sino que depender�a del valor de DIV ISION y del coste de las diferentesoperaciones (aritm�eticas, de comparaci�on y de acceso a memoria) en la m�aquina enque se ejecuten los programas.Mostraremos los resultados obtenidos experimentalmente en diferentes casos.En la tabla 1.6.4 se muestran los tiempos obtenidos en una HP Apollo 700, y enla tabla 1.6.5 los obtenidos en un procesador i860. En ambas tablas se marcan losmejores tiempos obtenidos. Se observa que el valor �optimo de DIV ISION aumentacon el tama~no de la matriz y es distinto para distintos sistemas.Se puede ver, comparando los valores �optimos obtenidos en la tabla 1.4.1 y losobtenidos en la tabla 1.6.5 que este m�etodo mejora en tiempo de ejecuci�on muy ligera-



32 INTRODUCCIONtama~no 256 320 384 448 512c��clico por �las 87 151 319 506 1087semicl�asico 2 76 131 307 507 937semicl�asico 4 64 123 256 438 791semicl�asico 6 61 121 253 412 750semicl�asico 8 59 118 235 401 736semicl�asico 10 59 116 236 398 715semicl�asico 12 61 122 234 395 699semicl�asico 14 62 125 236 392 701semicl�asico 16 64 122 237 391 695Tabla 1.6.4: M�etodo semicl�asico con distintos valores de DIV ISION . Tiempo deejecuci�on en segundos en una HP Apollo 700.
tama~no 256 320 384 448 512c��clico por �las 134.80 279.87 493.09 825.54 1230.12semicl�asico 2 114.30 245.80 491.58 711.74 1158.88semicl�asico 4 109.87 221.75 393.70 649.02 987.96semicl�asico 6 106.86 223.42 393.15 629.75 927.83semicl�asico 8 106.29 226.44 393.96 623.41 919.83semicl�asico 10 107.95 220.81 379.42 616.63 927.87semicl�asico 12 108.96 216.58 375.63 597.92 902.46semicl�asico 14 113.82 216.31 376.57 611.24 917.39Tabla 1.6.5: M�etodo semicl�asico con distintos valores de DIV ISION . Tiempo deejecuci�on en segundos en un procesador i860.



INTRODUCCION 33mente los resultados obtenidos con un m�etodo c��clico usando umbral. Intentaremos,por tanto, combinar el uso de umbral con el m�etodo semicl�asico.1.6.3 Resultados experimentales usando umbralComo ya hemos visto, las mejoras relativas con el m�etodo semicl�asico pueden dependerde la m�aquina en que se ejecuten los programas. Adem�as, hemos visto que usando elm�etodo semicl�asico se puede reducir en algunos casos ligeramente el tiempo de ejecuci�onque se obten��a usando umbral, por lo que puede ser conveniente combinar las dost�ecnicas. Aqu�� estudiaremos la combinaci�on de estas dos t�ecnicas presentando losresultados obtenidos en un procesador i860 y en una HP Apollo 700. En el procesadori860 los mejores resultados se obtienen con el m�etodo semicl�asico y umbral �jo, y enla HP Apollo 700 los mejores resultados se obtienen con el m�etodo c��clico usando elumbral variable de Kahan y Corneil y con el m�etodo semicl�asico con el mismo umbralvariable y con DIV ISION = 1.En algunos casos es preferible no usar el mejor umbral junto con el semicl�asicoporque el uso de umbral hace que en cada barrido o subbarrido anulemos menos ele-mentos que si no us�aramos umbral, lo que producir��a con el m�etodo semicl�asico unmayor n�umero de subbarridos y por tanto una mayor cantidad de semiordenaciones,empeorando as�� el tiempo de ejecuci�on mientras se reduce el n�umero de anulaciones.Esto se muestra en las tablas 1.6.6, donde se muestran los resultados en la HPApollo 700, 1.6.7, donde se muestran los de i860 sin usar BLAS 1, y 1.6.8, donde semuestran los de i860 usando BLAS 1.tama~no 256 320 384 448 512c��clico con umbral 59 107 216 348 696semicl�asico 1, umbral variable 58 109 218 368 670semicl�asico 2, umbral �jo 67 135 272 478 926semicl�asico 4, umbral �jo 63 119 249 411 837semicl�asico 6, umbral �jo 61 116 238 407 749semicl�asico 8, umbral �jo 61 115 238 406 712semicl�asico 10, umbral �jo 62 117 234 393 707semicl�asico 12, umbral �jo 62 121 233 398 705semicl�asico 14, umbral �jo 64 119 237 395 689semicl�asico 16, umbral �jo 65 123 240 390 691Tabla 1.6.6: M�etodo semicl�asico con umbral. Tiempo de ejecuci�on en segundos en unaHP Apollo 700.



34 INTRODUCCIONtama~no 256 320 384 448 512c��clico con umbral 114.39 224.88 383.82 618.49 907.56sc 2, umbral �jo 110.65 237.35 419.25 738.36 1099.50sc 4, umbral �jo 103.01 212.83 381.59 616.19 997.19sc 6, umbral �jo 98.53 202.06 359.24 613.45 900.06sc 8, umbral �jo 95.51 196.68 354.67 592.14 857.55sc 10, umbral �jo 96.63 197.48 345.17 571.00 851.49sc 12, umbral �jo 95.71 200.86 340.74 583.95 850.12sc 14, umbral �jo 97.76 193.89 339.12 572.76 826.20sc 1, umbral variable 131 246 406 659 956sc 2, umbral variable 128 242 417 643 928sc 3, umbral variable 123 236 395 629 921sc 4, umbral variable 127 244 414 640 932Tabla 1.6.7: M�etodo semicl�asico con umbral. Tiempo de ejecuci�on en segundos en unprocesador i860 sin BLAS 1.tama~no 256 320 384 448 512c��clico con umbral 80.09 153.77 260.44 424.38 615.70sc 4, umbral �jo 68.18 141.77 245.07 424.23 620.59sc 6, umbral �jo 63.64 134.09 232.38 394.31 620.91sc 8, umbral �jo 64.30 137.46 233.60 402.80 570.84sc 10, umbral �jo 63.79 131.94 228.49 395.24 567.76sc 12, umbral �jo 65.31 130.22 231.15 397.25 578.66sc 14, umbral �jo 67.66 132.13 237.56 393.43 556.30sc 16, umbral �jo 68.21 137.15 235.98 382.06 566.23sc 1, umbral variable 96.29 180.76 295.52 476.59 685.41sc 2, umbral variable 93.76 176.51 301.01 463.41 660.60sc 3, umbral variable 88.98 171.21 291.66 456.87 655.93Tabla 1.6.8: M�etodo semicl�asico con umbral. Tiempo de ejecuci�on en segundos en unprocesador i860 con BLAS 1.



INTRODUCCION 35En la tabla 1.6.9 se muestran los cocientes entre los valores �optimos mostrados enlas tablas 1.6.6 a 1.6.8 y el tiempo de ejecuci�on con el m�etodo c��clico por �las correspon-diente. Se puede observar que los resultados que se obtienen son muy diferentes en lasdos m�aquinas en que se ha experimentado. Esto es debido a la diferencia en el coste delas operaciones aritm�eticas, de comparaci�on, de acceso a memoria, etc. Lo que se puedededucir es que en algunos casos el uso de un m�etodo semicl�asico en combinaci�on conuna estrategia de umbralizaci�on adecuada puede dar lugar a algoritmos que reducenel tiempo de ejecuci�on con respecto a los que s�olo usan umbral. As��, los resultadosobtenidos en la HP son muy parecidos usando umbral o usando el m�etodo semicl�asicoen combinaci�on con umbral �jo o variable, y lo m�as adecuado parece ser no usar unm�etodo semicl�asico. Sin embargo, en un procesador i860 lo m�as conveniente parece serusar el m�etodo semicl�asico en combinaci�on con un umbral �jo, tanto si se usa como sino se usa BLAS 1.tama~no 256 320 384 448 512HP: umbral/c��clico 0.67 0.70 0.67 0.68 0.64HP: sc umb �jo/c��clico 0.70 0.76 0.73 0.77 0.63HP: sc umb var/c��clico 0.66 0.72 0.68 0.72 0.61i860 sin BLAS: umbral/c��clico 0.95 0.85 0.82 0.71 0.78i860 sin BLAS: sc umb �jo/c��clico 0.71 0.69 0.69 0.69 0.67i860 sin BLAS: sc umb var/c��clico 0.91 0.84 0.80 0.76 0.75i860 con BLAS: umbral/c��clico 0.95 0.82 0.78i860 con BLAS: sc umb �jo/c��clico 0.76 0.72 0.72 0.64 0.70i860 con BLAS: sc umb var/c��clico 1.06 0.95 0.92 0.76 0.83Tabla 1.6.9: Ganancia con los distintos m�etodos respecto al c��clico por �las.1.6.4 Otras posibles mejoras y aplicacionesSe han realizado algunos otros experimentos intentando acelerar la convergencia delm�etodo, pero sin �exito:1. Ordenando los elementos que se van a anular (en vez de semiordenando) se con-sigue una mayor reducci�on en el n�umero de anulaciones necesarias para alcanzarla convergencia, pero esta reducci�on no compensa (al menos en los experimentosrealizados) el tiempo de ejecuci�on adicional necesario para realizar la ordenaci�on,con lo que los tiempos de ejecuci�on que se obtienen son peores ordenando.2. Utilizando el m�etodo propuesto en [69] se reduce a�un m�as el n�umero de anu-laciones necesarias para alcanzar la convergencia, pero a costa de un mayor



36 INTRODUCCIONtiempo de ejecuci�on en cada subbarrido, con lo que se obtienen peores tiem-pos de ejecuci�on. Este m�etodo consiste en tomar el m�aximo de cada columnaen valor absoluto, ordenar estos valores m�aximos y aplicar las rotaciones en esteorden, no anulando elementos en una �la o columna donde ya se ha anuladopreviamente otro elemento (el m�etodo est�a pensado para Multiprocesadores conMemoria Compartida, por lo que se toma una secuencia de pares de ��ndices quepermita aplicar las rotaciones en paralelo). Esta manera de proceder hace quecada barrido se divida en al menos n subbarridos, y el trabajo adicional en cadasubbarrido tiene un coste de n22 +n log2 n, con lo que el coste por barrido que hayque sumar a los 3n3 
ops es del orden O(n3). Combinando este m�etodo con elm�etodo semicl�asico se obtiene una peque~na reducci�on en el tiempo de ejecuci�onen algunos casos [22, 27], lo que hace que pensemos que utilizando una buenat�ecnica de ordenaci�on (o semiordenaci�on) en paralelo se pueda obtener un m�etodoapropiado para Memoria Compartida.Tambi�en se podr��a tratar de aplicar ideas similares a un m�etodo de Jacobi para elProblema Sim�etrico de Valores Propios Generalizado, pero utilizando el m�etodo tipoJacobi que se propone en [80] no se obtiene reducci�on en el tiempo de ejecuci�on [22].1.7 Problemas con distintas condicionesHasta ahora hemos realizado experimentos generando los elementos de la matriz demanera uniforme, pero puede ser interesante estudiar tambi�en el comportamiento deproblemas con otro tipo de condiciones. En particular, nos interesar�a conocer el com-portamiento (en cuanto a n�umero de anulaciones y barridos necesarios para la conver-gencia, y la precisi�on de los resultados obtenidos) de los algoritmos cuando los valorespropios de la matriz A se concentran alrededor de uno o varios valores.1.7.1 Generaci�on de los problemasPara generar los problemas con las condiciones mencionadas hemos seguido los siguientespasos:1. Se genera una matriz diagonal D con valores propios entre -1 y 1 distribuidosuniformemente.2. Se elevan esos valores propios a un exponente, con lo que se obtiene, a mayorexponente, valores propios m�as cercanos a 0. Los valores usados de exponentehan sido 1, 3, 5, 7 y 9.3. Opcionalmente, se suman a distintas partes de la diagonal de D distintos valoresvi, con lo que en las partes donde se haya sumado vi se tendr�an valores cercanos



INTRODUCCION 37a vi y m�as cercanos a mayor valor de exponente. Se han realizado experimentoscon matrices con valores propios cercanos a 1 y -1, a 1, 2, -1 y -2, y a 1, 2, 4, 8,-1, -2, -4 y -8.4. Por �ultimo, y para obtener una matriz no diagonal con los mismos valores propiosque D, se genera un vector unitario u y se realiza la actualizaci�on de rango dosde D utilizando u: D0 = �I � 2uut�D �I � 2uut� (1.7.1)En las restantes subsecciones de esta secci�on mostraremos algunos de los resultadosobtenidos con las matrices as�� generadas.En las tablas se mostrar�an resultados obtenidos con distintos m�etodos: FIL esel m�etodo de Jacobi con ordenaci�on c��clica por �las y sin usar umbral, SCd ser�a elm�etodo semicl�asico con valor de DIV ISION indicado por el n�umero d, KC ser�a elm�etodo c��clico por �las cuando se usa el umbral variable de Kahan y Corneil, SCUFdser�a el m�etodo semicl�asico con umbral �jo indicando d el valor de DIV ISION , ySCKCd ser�a el m�etodo semicl�asico con umbral de Kahan-Corneil indicando d el valorde DIV ISION .Debido a que, como ya hemos visto, los tiempos de ejecuci�on de las distintasversiones del m�etodo semicl�asico dependen en gran medida de las caracter��sticas de lam�aquina en que se est�e trabajando, no estudiaremos los tiempos de ejecuci�on, sino eln�umero de anulaciones y barridos y la precisi�on.Todos los experimentos se han realizado en una HP Apollo 700 pero, al no obtenertiempos de ejecuci�on, los resultados ser��an similares en otras m�aquinas.1.7.2 N�umero de anulacionesEn la tabla 1.7.1 se muestra el n�umero de anulaciones, dividido por el n�umero deelementos no diagonales, necesarias para alcanzar la convergencia con distintos m�etodosy con distintos tama~nos de matriz (con FIL coincidir�a con el n�umero de barridos)cuando la matriz A tiene todos sus valores propios cercanos a 0. Se utilizan valores deexponente 1, 3, 5 y 7 (al aumentar el valor de exponente se obtienen valores propiosm�as pr�oximos).El valor de DIV ISION que se utiliza en los m�etodos semicl�asicos es 12, que es unvalor intermedio que nos permite considerar que el n�umero de anulaciones con el valorde DIV ISION �optimo estar�a alrededor del que aqu�� se muestra.Se puede observar que al estar los valores propios m�as cerca aumenta el n�umero deanulaciones con todos los m�etodos, siendo este aumento considerable en el caso de FIL,y bastante m�as peque~no en los dem�as casos, necesitando los m�etodos semicl�asicos conumbral de menos anulaciones que el m�etodo c��clico que utiliza el umbral de Kahan-Corneil. Adem�as, el m�etodo que menos anulaciones necesita es el semicl�asico con



38 INTRODUCCIONumbral de Kahan-Corneil. Aunque de esto no se pueda concluir que con los m�etodossemicl�asicos se mejore el uso de umbral, s�� se deduce que cuando los valores propiosson cercanos tenemos resultados similares (en cuanto a n�umero de anulaciones) a losque obten��amos generando la matriz A de manera uniforme, por lo que, tambi�en eneste caso, cu�al sea el m�etodo m�as r�apido depender�a de la m�aquina a utilizar.exponente=1 128 192 256 320FIL 8 8 9 9KC 4.21 4.25 4.25 4.22SCUF12 3.81 3.80 3.81 3.64SCUV12 3.52 3.43 3.47 3.46exponente=3 128 192 256 320FIL 11 13 11 14KC 4.35 4.45 4.62 4.44SCUF12 3.90 3.76 3.82 4.05SCUV12 3.65 3.79 3.67 3.50exponente=5 128 192 256 320FIL 13 17 18 16KC 4.48 4.71 4.70 4.85SCUF12 4.08 4.11 4.10 4.03SCUV12 3.70 3.75 3.88 3.83exponente=7 128 192 256 320FIL 17 16 19 19KC 4.93 5.02 5.00 5.45SCUF12 4.05 4.45 4.32 5.28SCUV12 3.82 3.76 3.99 3.89Tabla 1.7.1: N�umero de anulaciones partido por n�umero de elementos no diagonales,con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nos de matriz, cuando los valorespropios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo 700.Resultados similares se obtienen cuando hay varios puntos donde se acumulan losvalores propios. En la tabla 1.7.2 se muestra el n�umero de anulaciones partido por eln�umero de elementos no diagonales, cuando los valores propios est�an cercanos a 1, 2,-1 y -2. A mayor valor de exponente los valores propios estar�an m�as cercanos a esoscuatro puntos.En este caso tambi�en aumenta el n�umero de anulaciones al aumentar exponente,aunque en menor medida que lo hace en la tabla 1.7.1 al estar los valores propios m�asdispersos. Hay un gran aumento en el n�umero de anulaciones en FIL y un aumento



INTRODUCCION 39peque~no en los dem�as m�etodos. Este aumento es especialmente peque~no en KC, loque hace que al aumentar la acumulaci�on de los valores propios alrededor de 1, 2, -1y -2 KC sea preferible a los m�etodos semicl�asicos, mientras que con exponente = 1 elmenor n�umero de anulaciones se obtiene con el m�etodo semicl�asico usando el umbralde Kahan-Corneil. exponente=1 128 192 256 320FIL 8 9 9 9KC 3.79 3.81 3.77 3.77SCUF12 3.77 3.67 3.80 3.74SCUV12 3.64 3.55 3.60 3.46exponente=3 128 192 256 320FIL 10 10 10 12KC 3.75 3.88 3.84 3.92SCUF12 3.87 4.08 4.05 4.24SCUV12 3.63 3.61 3.77 3.68exponente=5 128 192 256 320FIL 11 12 13 12KC 3.69 3.80 3.96 3.74SCUF12 4.20 4.13 4.44 4.49SCUV12 3.80 3.93 3.88 4.00exponente=7 128 192 256 320FIL 11 12 13 16KC 3.86 3.87 4.04 4.09SCUF12 4.50 4.58 4.81 4.83SCUV12 4.02 3.95 4.14 4.16Tabla 1.7.2: N�umero de anulaciones partido por n�umero de elementos no diagonales,con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nos de matriz, cuando los valorespropios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En una HP Apollo 700.1.7.3 N�umero de barridosAunque en los m�etodos que hasta ahora hemos visto una disminuci�on en el n�umero deanulaciones representa una disminuci�on proporcional en el n�umero de 
ops, no siemprees lo m�as interesante reducir el n�umero de anulaciones. Esto pasa por ejemplo conlos m�etodos semicl�asicos y como veremos en la secci�on siguiente con un m�etodo porbloques. Algunas veces puede ser interesante reducir el n�umero de barridos (el n�umero



40 INTRODUCCIONde veces que se trata cada uno de los elementos no diagonales ya sea anul�andolo o no).En la tabla 1.7.3 representamos el n�umero de barridos necesarios para alcanzarla convergencia con distintos m�etodos, distintos tama~nos de matriz y distintos valoresde exponente cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En los m�etodossemicl�asicos se utiliza DIV ISION = 1 porque este valor es el que nos da menorn�umero de barridos que es lo que pretendemos reducir.Se observa que el uso del umbral de Kahan-Corneil, aunque reduce el n�umero deanulaciones, aumenta el n�umero de barridos, mientras que la semiordenaci�on de loselementos para anularlos en ese orden reduce el n�umero de barridos, especialmente sise usa umbral �jo para evitar anular elementos de valor absoluto muy peque~no. Estehecho lo aplicaremos en la secci�on siguiente para combinar el m�etodo semicl�asico con unm�etodo por bloques de manera que se reduzca en algunos casos el n�umero de barridosy por tanto el tiempo de ejecuci�on.En la tabla 1.7.4 representamos el n�umero de barridos necesarios para alcanzar laconvergencia cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. Tambi�enen este caso es preferible un m�etodo semicl�asico, y no est�a claro si es preferible usarumbral �jo o no usar umbral. En cambio, s�� est�a claro que el uso de umbral variableaumenta el n�umero de barridos.1.7.4 Precisi�on de los resultadosPara comparar la precisi�on con que se obtienen los resultados con los distintos m�etodosse han sumado los valores absolutos de la diferencia entre los valores propios generadosy los obtenidos. En las tablas 1.7.5 y 1.7.6 se muestran estas sumas para distintosm�etodos, distintos tama~nos de matriz, distintos valores de exponente y cuando losvalores propios son cercanos a 0 (tabla 1.7.5) �o a 1, 2, -1 y -2 (tabla 1.7.6).Para el estudio de estas tablas hay que hacer las siguientes consideraciones:1. En todos los algoritmos se ha utilizado como cota para considerar que el m�etodoconverge el valor 10�15. Esta cota podr��a ser menor obteni�endose menores errores.2. En todos los casos se eval�ua off(A) y se compara con dicho valor tras cadabarrido.3. En las tablas se muestran diferencias en valor absoluto entre los valores propiosgenerados y los que obtienen los algoritmos, y estas diferencias se suman, con loque se obtendr�an valores mayores a mayor tama~no de la matriz.4. Hay que tener en cuenta que en el caso de valores propios cercanos a 0 (tabla1.7.5) los valores que se muestran estar�an m�as cercanos a 0 al aumentar el valorde exponente, pues en este caso los valores propios tienden a estar m�as cercanosa 0. Por el mismo motivo los valores que se muestran deben ser menores en latabla 1.7.5 que en la 1.7.6.



INTRODUCCION 41
exponente=1 128 192 256 320FIL 8 8 9 9KC 9 9 9 10SC1 7 7 8 7SCUF1 7 7 7 7SCUV1 11 12 12 12exponente=3 128 192 256 320FIL 11 13 11 14KC 14 15 16 16SC1 10 12 12 14SCUF1 8 10 11 11SCUV1 12 14 12 12exponente=5 128 192 256 320FIL 13 17 18 16KC 13 15 18 16SC1 11 11 13 13SCUF1 10 12 12 14SCUV1 13 16 16 15exponente=7 128 192 256 320FIL 17 16 19 19KC 15 17 17 20SC1 12 13 16 16SCUF1 15 14 14 15SCUV1 15 15 16 18Tabla 1.7.3: N�umero de barridos, con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nosde matriz, cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo700.



42 INTRODUCCION
exponente=1 128 192 256 320FIL 8 9 9 9KC 10 9 10 11SC1 7 7 7 7SCUF1 7 7 7 7SCUV1 12 13 13 13exponente=3 128 192 256 320FIL 10 10 10 12KC 10 11 11 12SC1 8 9 9 9SCUF1 7 9 10 10SCUV1 14 13 13 14exponente=5 128 192 256 320FIL 11 12 13 12KC 11 12 14 13SC1 10 11 10 11SCUF1 9 10 11 12SCUV1 13 13 16 15exponente=7 128 192 256 320FIL 11 12 13 16KC 11 14 14 16SC1 10 10 11 13SCUF1 10 11 12 12SCUV1 14 15 15 16Tabla 1.7.4: N�umero de barridos, con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nosde matriz, cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En unaHP Apollo 700.



INTRODUCCION 43A la vista de estas tablas se pueden sacar algunas conclusiones:� La precisi�on obtenida se puede considerar satisfactoria en todos los casos.� El m�etodo que presenta mayor imprecisi�on es el que usa la ordenaci�on c��clicapor �las. Esto puede ser debido a que en los dem�as m�etodos se realizan menosanulaciones y por lo tanto menos acumulaci�on de error.� La anulaci�on de elementos de entre los de mayor valor absoluto contribuye a unareducci�on en la imprecisi�on. De este modo, el uso de umbral es preferible cuandose quieren obtener valores propios de una manera muy precisa.� La acumulaci�on de los valores propios produce un aumento en la imprecisi�on,siendo este aumento muy peque~no en el caso de usar umbrales.1.8 Uso de BLAS 3Una metodolog��a de trabajo con la que es posible obtener buenos resultados en pro-blemas matriciales num�ericos consiste en el dise~no de algoritmos por bloques, reor-ganizando las operaciones para obtener algoritmos ricos en operaciones matriciales dealto nivel, y realizar estas operaciones con rutinas optimizadas, por ejemplo, rutinas deBLAS 3 [36]. De este modo, se pueden resolver problemas matriciales num�ericos de unamanera muy e�ciente y realizar programas independientes de la m�aquina, si suponemosque el BLAS 3 est�a disponible para la m�aquina en que queremos ejecutar los programas.Esta t�ecnica se viene usando recientemente para la obtenci�on de algoritmos e�cientesy portables [3, 4, 15, 28, 30, 31].En este apartado desarrollaremos un algoritmo de Jacobi rico en multiplicacionesmatriciales, con lo que se obtendr�a una gran reducci�on en el tiempo de ejecuci�on cuandoestas multiplicaciones se hagan usando BLAS 3. Se usar�a la ordenaci�on par-imparpara determinar los movimientos de bloques, y dentro de cada bloque se anular�an loselementos usando una ordenaci�on c��clica por �las.1.8.1 Idea generalSi la matriz A se divide en �las y columnas de bloques cuadrados de tama~no t, esposible hacer un barrido sobre estos bloques usando alg�un orden de Jacobi (aqu�� seusar�a el orden par-impar que se muestra en la �gura 1.3.1). De este modo, con n = 8t,los bloques se tratan en el orden indicado por los n�umeros en la �gura 1.8.1, dondeel trabajo se hace en la parte triangular inferior de la matriz. Dentro de cada bloqueel algoritmo trabaja haciendo un barrido sobre los elementos en el bloque, lo quequiere decir que se anular�a una vez cada elemento del bloque usando alg�un orden



44 INTRODUCCIONexponente=1 128 192 256 320FIL 2e-12 7e-12 1e-11 2e-11KC 3e-13 8e-13 1e-12 2e-11SC1 8e-13 5e-11 1e-11 2e-11SC12 3e-13 9e-13 2e-12 2e-12SCUF1 8e-13 5e-11 1e-11 2e-11SCUF12 3e-13 1e-12 2e-12 6e-12SCUV1 2e-13 7e-13 1e-12 2e-12SCUV12 3e-13 6e-13 1e-12 1e-12exponente=3 128 192 256 320FIL 1e-11 1e-11 1e-11 6e-11KC 3e-13 5e-13 1e-11 1e-11SC1 1e-12 4e-12 1e-11 8e-12SC12 2e-13 1e-12 8e-13 1e-12SCUF1 2e-12 1e-11 2e-11 1e-11SCUF12 5e-13 7e-13 8e-13 2e-12SCUV1 2e-13 4e-13 8e-13 1e-12SCUV12 2e-13 4e-12 6e-13 1e-12exponente=5 128 192 256 320FIL 3e-12 4e-11 1e-10 1e-10KC 1e-13 4e-13 8e-12 1e-11SC1 5e-13 7e-12 4e-12 1e-11SC12 2e-10 2e-12 1e-12 1e-12SCUF1 1e-12 2e-12 5e-12 2e-11SCUF12 2e-13 4e-13 1e-12 2e-12SCUV1 1e-13 3e-13 6e-13 1e-12SCUV12 1e-13 3e-13 5e-13 9e-13exponente=7 128 192 256 320FIL 1e-11 4e-11 8e-10 2e-10KC 3e-13 4e-13 1e-11 1e-11SC1 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11SC12 1e-12 8e-13 1e-12 8e-13SCUF1 1e-12 4e-12 1e-11 1e-11SCUF12 3e-13 3e-12 6e-13 1e-12SCUV1 1e-13 2e-13 5e-13 1e-12SCUV12 9e-14 3e-13 4e-13 7e-13Tabla 1.7.5: Suma de las diferencias en valor absoluto entre los valores propios gene-rados y los obtenidos, con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nos de matriz,cuando los valores propios se acumulan alrededor de 0. En una HP Apollo 700.



INTRODUCCION 45exponente=1 128 192 256 320FIL 2e-10 4e-11 6e-11 3e-10KC 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11SC1 7e-12 2e-11 3e-11 7e-11SC12 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11SCUF1 7e-12 2e-11 3e-11 7e-11SCUF12 1e-12 5e-12 8e-12 1e-11SCUV1 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11SCUV12 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11exponente=3 128 192 256 320FIL 4e-11 7e-11 2e-10 7e-10KC 1e-12 3e-12 7e-12 1e-11SC1 1e-11 1e-10 1e-10 2e-10SC12 7e-12 6e-12 9e-12 1e-11SCUF1 8e-10 5e-11 7e-11 4e-10SCUF12 3e-12 6e-12 9e-12 1e-11SCUV1 1e-12 3e-12 6e-12 1e-11SCUV12 1e-12 3e-12 7e-12 1e-11exponente=5 128 192 256 320FIL 3e-11 8e-10 2e-8 1e-8KC 1e-12 4e-12 7e-12 1e-11SC1 1e-11 5e-9 7e-11 3e-10SC12 4e-11 1e-9 9e-12 1e-11SCUF1 3e-11 4e-11 4e-10 4e-10SCUF12 2e-12 4e-11 7e-11 5e-11SCUV1 1e-12 4e-12 7e-12 1e-11SCUV12 1e-12 3e-12 7e-12 1e-11exponente=7 128 192 256 320FIL 5e-11 8e-10 5e-9 1e-9KC 2e-12 4e-12 8e-12 1e-11SC1 1e-8 1e-10 3e-10 3e-10SC12 3e-12 7e-12 1e-11 7e-10SCUF1 1e-12 4e-12 1e-11 1e-11SCUF12 2e-12 1e-9 3e-11 1e-10SCUV1 1e-12 4e-12 8e-12 1e-11SCUV12 1e-12 4e-12 8e-12 1e-11Tabla 1.7.6: Suma de las diferencias en valor absoluto entre los valores propios gene-rados y los obtenidos, con distintos m�etodos de Jacobi y distintos tama~nos de matriz,cuando los valores propios se acumulan alrededor de 1, 2, -1 y -2. En una HP Apollo700.



46 INTRODUCCIONpredeterminado (para programar el m�etodo se ha utilizado un orden por �las). Pero hayalgunos elementos no diagonales que no pertenecen a ninguno de los bloques cuadradosnumerados en la �gura 1.8.1 (los elementos subdiagonales en bloques en la diagonalprincipal). Para anular estos elementos, los bloques 1, 2, 3 y 4 de la �gura 1.8.1 seconsideran de tama~no 2t � 2t a~nadiendo a cada uno de estos bloques los dos bloquesdiagonales adyacentes y el bloque sim�etrico (�gura 1.8.2).t t
n

125 285 8 221 24 18 2712 6 15 3917 20 14 23 11 2613 16 10 19 7 22 4Figura 1.8.1: Orden par-impar por bloques.El algoritmo procesa los bloques en el orden 1, 2, 3, 4, ..., hasta que se completaun barrido, y realiza sucesivos barridos hasta que alcanza la convergencia.Es posible dise~nar un algoritmo rico en operaciones del nivel 3 (en este caso mul-tiplicaciones matriciales) realizando un subbarrido sobre el bloque 1, explotando lasimetr��a de la matriz y usando BLAS 1. Despu�es de esto, si se acumulan las rota-ciones sobre una matriz Q de tama~no 2t� 2t, se puede actualizar la primera columnade bloques 2t � 2t postmultiplicando Q por esta columna, y esta multiplicaci�on dematrices se puede realizar usando BLAS 3. El algoritmo trabaja sobre los bloques 2, 3y 4 de manera similar (con los bloques 2 y 3 habr�a que hacer pre y postmultiplicacionespor la matriz de rotaciones, y con el bloque 4 s�olo premultiplicaciones).Despu�es de esto se lleva a cabo un movimiento de �las y columnas, de acuerdo conel orden par-impar. Esto es un trabajo adicional pero produce como resultado que lossiguientes bloques de tama~no 2t� 2t que se van a anular queden en la diagonal, con lo



INTRODUCCION 472t 2t1 2 3 4Figura 1.8.2: Bloques triangulares.que ser�a posible trabajar con estos bloques del mismo modo como se hab��a hecho conlos bloques 1, 2, 3 y 4, aunque en este caso los elementos a anular est�an en bloques detama~no t� t dentro de bloques diagonales de tama~no 2t� 2t.De este modo, si inicialmente los pares de ��ndices son f(1; 2); (3; 4); (5; 6); (7; 8)g,tras el intercambio de��ndices se obtiene un nuevo conjunto de pares f(1; 4); (3; 6); (5; 8)g,e intercambiando �las y columnas de bloques del mismomodo que se hizo con los��ndicesse obtiene una nueva distribuci�on de los bloques (�gura 1.8.3). Ahora el trabajo se hacesobre los bloques diagonales de tama~no 2t � 2t que aparecen en la �gura 1.8.3, peroanulando �unicamente elementos en los bloques 5, 6 y 7, de tama~no t � t. Despu�es deesto, el algoritmo trabaja de una manera similar con el resto de los bloques hasta quese completa un barrido.El intercambio de �las y columnas se puede hacer e�cientemente usando BLAS 1para intercambiar y copiar partes de las �las (si la matriz A se almacena por �las)como se muestra en las �guras 1.8.4 y 1.8.5, donde se muestran los intercambios ylas copias que se hacen tras iteraciones impares y pares. En estas �guras una 
echa ! representa un intercambio y una 
echa ! una copia. Parte de este movimientode datos puede evitarse, ya que consiste en la pre y postmultiplicaci�on de la matrizactualizada A = QAQt por una matriz de permutaci�on P , y estas multiplicaciones sepueden reorganizar agrupando en la forma (PQ)A(QtP t), de modo que se puede evitarel movimiento de datos en A y hacerlo en Q que tiene casi todos sus elementos nulos,con lo que s�olo habr��a que mover datos en los bloques no nulos de Q (bloques en ladiagonal principal de bloques).



48 INTRODUCCION21436587 2 1 4 3 6 5 8 75 6 7Figura 1.8.3: Trabajo sobre bloques cuadrados.IR IR IR IRIRIRIRIRIR	� 	�	�	�	� 	�IR	 	 	 	Figura 1.8.4: Movimiento de bloques. Paso impar.



INTRODUCCION 49IR	 IR	 IR	IR	�IR	� IR	�6?6?6? �- �- �-Figura 1.8.5: Movimiento de bloques. Paso par.1.8.2 Demostraci�on de la convergenciaLa convergencia del m�etodo se puede demostrar f�acilmente utilizando algunos de losresultados que aparecen en [75, 87].Para hacer la demostraci�on necesitaremos de algunas de�niciones y resultados dedichos art��culos.De�nici�on 1.8.1 Ordenes equivalentes. Sean O1 y O2 dos �ordenes c��clicos, con T1 yT2 productos de transformaciones de la forma Tij que representan un barrido del m�etodode Jacobi con dichos �ordenes. Se dice que O1 y O2 son equivalentes si T1 se puedetransformar en T2 por un conjunto de transposiciones de pares de transformaciones Tijque conmuten.De�nici�on 1.8.2 M�etodo de Jacobi por bloques. Se obtiene un m�etodo de Jacobi porbloques si se considera la matriz A como una matriz b � b con b2 bloques cada uno detama~no d � d, y un par de ��ndices (i; j) identi�ca un bloque no diagonal Aij al que seasocia la submatriz P =  Aii AijAji Ajj ! (1.8.1)y se resuelve el subproblema en P por medio de un barrido de rotaciones de Jacobi enalguno o todos los elementos de la matriz P y se acumulan las rotaciones obteniendouna "matriz de rotaciones" que se aplica a las �las y columna de bloques i y j.De�nici�on 1.8.3 Orden Antidiagonal. Un orden antidiagonal es aquel en que unarotaci�on (i; j) con 1 � i < j � n va seguida por



50 INTRODUCCION(i+ 1; j � 1) si j � i > 2(1; i+ j) si j � i � 2; i+ j � n(i+ j + 1� n; n) si j � i � 2; n < i+ j < 2n � 1(1; 2) si j = n y i = n� 1 : (1.8.2)De�nici�on 1.8.4 Orden c��clico frontal. Si en un orden c��clico O de los paresf(i; j); 1 � i < j � ng llamamos I(i; j) el ��ndice en que aparece (i; j), diremos que Oes un orden c��clico frontal si se cumpleI(i; j � 1) < I(i; j) < I(i+ 1; j) (1.8.3)para todo 1 � i < j � n.Proposici�on 1.8.1 [75].Los �ordenes par-impar y por antidiagonales son equivalentes.Proposici�on 1.8.2 [87].Un orden de Jacobi c��clico es equivalente al orden c��clico por �las si y s�olo si esun orden c��clico frontal.Proposici�on 1.8.3 [87].Sean M1 y M2 dos m�etodos de Jacobi por bloques que usan los �ordenes O1 y O2para elegir los subproblemas. El orden usado en los subproblemas y la forma en que lamatriz es dividida en subbloques son los mismos en los dos m�etodos. Si M2 converge yO1 es equivalente a O2, entonces M1 converge.Proposici�on 1.8.4 El m�etodo de Jacobi por bloques aqu�� propuesto converge.Demostraci�onPara demostrar la convergencia de nuestro m�etodo por bloques es su�ciente con de-terminar unos m�etodos M1 y M2 con �ordenes O1 y O2 a los que se les pueda aplicar laproposici�on 1.8.3 siendo M1 nuestro m�etodo por bloques.El m�etodo por bloques que explicamos en la subsecci�on anterior, y que conside-raremos que es el m�etodo M1 de la proposici�on, es un m�etodo por bloques seg�un lade�nici�on 1.8.2, en el que se divide la matriz A de tama~no n � n en subbloques cua-drados de tama~no t� t, y se trabaja dentro de cada subbloque anulando los elementospor un orden c��clico por �las (en algunos bloques se anulan todos los elementos nodiagonales y en otros se anula una parte de esos elementos no diagonales). El ordenque se usa para generar los subproblemas es el par-impar, por tanto, en la proposici�on1.8.3 O1 ser�a el orden par-impar.



INTRODUCCION 51Consideraremos O2 la ordenaci�on por antidiagonales y M2 el m�etodo por bloquesobtenido generando los subproblemas con el orden O2 y anulando los elementos en lossubproblemas asociados a cada bloque de la misma forma que se hace en M1.El m�etodo c��clicoM2 converge pues es frontal, y O1 es equivalente a O2. Por tanto,y como consecuencia de la proposici�on 1.8.3, M1 converge.1.8.3 Costes te�oricosPara estudiar el coste del algoritmo s�olo consideraremos el n�umero de 
ops, aunquehabr�a un tiempo adicional debido al movimiento de datos.Como se ve en la �gura 1.8.1, el n�umero de bloques de tama~no t� t (q = nt ) esnt (nt � 1)2 = q (q � 1)2 : (1.8.4)Los primeros q2 bloques son bloques triangulares de tama~no 2t � 2t, con lo quese necesitan 3(2t)3 
ops para realizar un barrido sobre un bloque y 3(2t)3 
ops paraacumular las rotaciones, con lo que se obtienen 6(2t)3 
ops.En el resto de los bloques s�olo se anulan t2 elementos, con lo que se necesitan 24t3
ops por bloque.De este modo, el n�umero total de 
ops necesarios para llevar a cabo un barridosobre todos los bloques es:q26(2t)3 +  q22 � q!24t3 = 12n2t flops : (1.8.5)Los dos valores extremos de t son 1 y n2 , con lo que los valores extremos en (1.8.5)son 12n2 y 6n3, pero se obtienen tiempos de ejecuci�on �optimos con valores moderadosde t (tal como veremos en los resultados experimentales).En el algoritmo se realizan tambi�en actualizaciones de �las y columnas de bloques.Despu�es de un barrido sobre un bloque de tama~no 2t � 2t, se actualizan matrices detama~nos 2t�(n� 2t� i) y i�2t (donde i toma los valores 0; t; 2t; : : : ; n�2t), y estasactualizaciones se realizan pre y postmultiplicando por matrices de tama~no 2t�2t, conlo que se necesitan 2 (2t)2 (n� 2t) = 8t2 (n� 2t) 
ops. Como la cantidad de bloquest� t es q(q�1)2 , el coste de actualizaci�on de la matriz es:q(q � 1)2 8t2 (n� 2t) = 4n3 � 12n2t+ 8nt2 flops: (1.8.6)De esta manera, sumando las f�ormulas (1.8.5) y (1.8.6) se obtiene el coste delalgoritmo (si t es peque~no), pero es importante observar que la f�ormula (1.8.5) est�aafectada por un coe�ciente correspondiente al nivel 1, y la (1.8.6) por un coe�cientecorrespondiente al nivel 3. As��, se obtiene un coste de 4n3 
ops, pero este coste esobtenido con operaciones de nivel 3, y es posible que se obtenga una reducci�on en el



52 INTRODUCCIONtiempo de ejecuci�on con respecto al obtenido con una versi�on del m�etodo de Jacobique use operaciones de nivel 1. La mejora obtenida depende de las implementacionesde BLAS 1 y BLAS 3 disponibles en la m�aquina donde se ejecute el programa pero, sit es peque~na en comparaci�on con n (como se deduce de los resultados experimentales),el cociente entre los tiempos de ejecuci�on usando BLAS 1 y BLAS 3 ser�a3k14k3 (1.8.7)donde k1 y k3 son constantes que afectan al coste en 
ops cuando se usa BLAS 1 yBLAS 3, respectivamente, y que dependen tambi�en de la m�aquina.1.8.4 C�alculo de vectores propiosPara calcular los vectores propios es necesario acumular las transformaciones orto-gonales, y esto se puede hacer usando multiplicaciones matriciales. Despu�es de unsubbarrido sobre un bloque de tama~no 2t�2t, es necesario multiplicar la matriz 2t�2tdonde se han acumulado las transformaciones y las �las correspondientes de la matrizQ donde se obtendr�an los vectores propios. Para hacer esto e�cientemente es necesarioun movimiento de �las en Q despu�es de cada paso de la ordenaci�on, y este movimientose hace para agrupar bloques que van a ser tratados juntos en el siguiente paso. Igualque en el c�alculo de los valores propios, este movimiento se hace permutando �las enla matriz 2t� 2t donde se acumularon las rotaciones antes de multiplicar la matriz porQ. El coste de actualizar Q en cada iteraci�on es 2(2t)2n = 8t2n, y son necesarios q(q�1)2pasos por barrido. Con lo que el coste por barrido de actualizar Q es:4n3 � 4n2t flops : (1.8.8)Por tanto, el coste por barrido cuando se computan los valores y los vectores propioses: 8k3n3 + (12k1 � 16k3)n2t+ 8k3nt2 flops (1.8.9)y en este caso se obtiene el mismo cociente (1.8.7) que se obten��a en el c�alculo de losvalores propios.1.8.5 Resultados experimentalesLos resultados que presentamos aqu�� se han obtenido en un procesador i860. Lasmatrices han sido generadas aleatoriamente con elementos entre -10 y 10, y los pro-gramas se han hecho en C usando doble precisi�on. El n�umero de barridos necesariospara alcanzar la convergencia es similar al obtenido con otros m�etodos c��clicos, y esaproximadamente log2 n, por tanto, s�olo estudiaremos tiempos por barrido.



INTRODUCCION 53En la tabla 1.8.1 se muestran los tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos,cuando s�olo se calculan los valores propios. Los tiempos que se muestran son losobtenidos con el algoritmo que usa BLAS 1 y con el que usa BLAS 3 con distintostama~nos de bloque. En la tabla se marcan los valores �optimos obtenidos. El valor�optimo del tama~no de los bloques aumenta al aumentar el tama~no de la matriz, y conlas matrices usadas se sit�ua entre 16 y 32.tama~no B1 B3. 4 B3. 8 B3. 16 B3. 32 B3. 64128 1.14 1.27 0.92 0.89 1.10256 9.25 8.86 5.73 4.92 5.48 7.64384 35.36 28.77 17.44 14.18 15.10 21.12512 88.54 68.09 40.11 30.83 31.81 43.62640 179.20 128.87 74.65 57.21 57.72 76.37768 306.29 220.16 126.73 94.15 92.30 117.47896 505.91 344.50 196.94 146.41 141.28 175.101024 738.13 510.51 291.65 211.12 207.18 244.391152 1128.88 718.58 407.78 298.87 279.90 332.86Tabla 1.8.1: Tiempo de ejecuci�on por barrido en segundos de los algoritmos que usanBLAS 1 y BLAS 3 con diferentes tama~nos de bloque, en un procesador i860, cuandose calculan �unicamente los valores propios.La tabla 1.8.2 muestra los tiempos por barrido cuando se computan los valoresy los vectores propios. S�olo se muestran tiempos obtenidos con el algoritmo que usaBLAS 3, y se marcan los valores �optimos obtenidos.tama~no B3. 4 B3. 8 B3. 16 B3. 32 B3. 64128 2.08 1.33 1.15 1.27256 17.47 9.87 7.56 7.38 9.06384 59.40 32.05 23.59 21.96 26.53512 143.53 75.88 53.57 48.23 57.15640 144.92 102.84 91.48 104.01Tabla 1.8.2: Tiempo de ejecuci�on por barrido en segundos del algoritmo que usa BLAS3 con diferentes tama~nos de bloque, en un procesador i860, cuando se calculan losvalores y los vectores propios.En este caso, el valor �optimo de t aumenta m�as r�apidamente que cuando s�olose calculan los valores propios, y esto es debido a que la cantidad de computaci�on



54 INTRODUCCIONes mayor cuando se calculan los valores y los vectores propios, con lo que es posibleobtener mayores prestaciones usando BLAS 3.La tabla 1.8.3 muestra el cociente entre los tiempos de ejecuci�on que se obtienenusando BLAS 3 con tama~no �optimo de bloque y usando BLAS 1, cuando s�olo se calculanlos valores propios. Este cociente tiende a 14 cuando aumenta el tama~no de la matriz.tama~no 128 256 384 512 640 768 896 1024 1152cociente 0.78 0.53 0.40 0.34 0.31 0.30 0.27 0.28 0.24Tabla 1.8.3: Cociente entre los tiempos de ejecuci�on usando BLAS 3 y BLAS 1, en unprocesador i860, cuando se calculan los valores propios.La tabla 1.8.4 muestra los M
ops que se obtienen con el algoritmo que usa BLAS 3con tama~no de bloque �optimo, y cuando se calculan valores propios y valores y vectorespropios. Se puede observar en esta tabla que se obtienen mejores prestaciones cuandose calculan los valores y los vectores propios, debido a un mayor coste aritm�etico eneste �ultimo caso.tama~no 128 256 384 512 640 768 896 1024 1152valores 9.42 13.64 15.97 17.41 18.32 19.63 20.36 20.73 21.84val-vec 14.58 18.18 20.62 22.26 22.92Tabla 1.8.4: M
ops obtenidos usando BLAS 3 con tama~no de bloque �optimo, en unprocesador i860.Finalmente, decir que se han realizado otros experimentos intentando mejorar losresultados obtenidos con este algoritmo, pero estos experimentos no han tenido �exito:1. Cuando se trabaja siempre con bloques de tama~no 2t � 2t (haciendo cada sub-barrido sobre estos bloques como un barrido completo y no como un barridosobre los subbloques de tama~no t � t). En algunos casos, con tama~no peque~node las matrices, se ha obtenido una reducci�on de 1 �o 2 barridos, pero el tiempode ejecuci�on total ha sido peor que con el algoritmo presentado.2. Cuando se aumenta el n�umero de barridos que se hace sobre cada bloque en losbarridos iniciales, tambi�en se obtiene una peque~na reducci�on en el n�umero debarridos en algunos casos cuando la matriz es peque~na, pero se sigue teniendo unpeor tiempo de ejecuci�on.



INTRODUCCION 551.8.6 Problemas con distintas condicionesAl igual que hicimos con los m�etodos que no trabajan por bloques, podr��a ser intere-sante analizar el comportamiento de este m�etodo por bloques con distintas condicionesdel problema, por lo que se han realizado el mismo tipo de experimentos que se realiz�ocon los algoritmos que no trabajan por bloques y se han obtenido resultados similares:� El n�umero de barridos necesarios para la convergencia aumenta al aumentar laproximidad de los valores propios, y este aumento en el n�umero de barridos essimilar al que se obten��a con el m�etodo c��clico por �las.� La precisi�on que se obtiene es similar a la que se obten��a con los m�etodos que notrabajan por bloques.En las tablas 1.8.5 y 1.8.6 se muestran, respectivamente, en n�umero de barridospara alcanzar la convergencia y la suma de los valores absolutos de la diferencia entrelos valores propios generados y los obtenidos cuando se generan las matrices como seexplic�o en la secci�on anterior. Los resultados han sido obtenidos en un procesador i860.128 256 384exponente=1 7 8 9exponente=3 11 13 14exponente=5 13 17 18exponente=7 14 19 20Tabla 1.8.5: N�umero de barridos necesarios para la convergencia con el m�etodo porbloques con tama~no de bloque �optimo para matrices con valores propios cercanos, enun procesador i860. 128 256 384exponente=1 6e-12 2e-11 1e-10exponente=3 7e-12 3e-11 9e-11exponente=5 5e-11 1e-10 2e-9exponente=7 5e-11 1e-10 7e-10Tabla 1.8.6: Suma de los valores absolutos de la diferencia entre los valores propiosgenerados y los calculados con el m�etodo por bloques con tama~no de bloque �optimopara matrices con valores propios cercanos, en un procesador i860.



56 INTRODUCCION1.8.7 Combinaci�on con el m�etodo semicl�asicoLas ideas del m�etodo semicl�asico y del trabajo por bloques usando BLAS 3 son total-mente contrapuestas pues en un caso se acelera la convergencia trabajando elementoa elemento y en otro se reduce el tiempo de ejecuci�on trabajando por bloques de ele-mentos. De cualquier modo, hemos intentado combinar estas dos ideas de manera queel trabajo se siga haciendo por bloques con el mismo esquema que hemos estudiado,pero el orden en que se anulen los elementos dentro de cada bloque se determine rea-lizando una semiordenaci�on de los datos en el bloque. El trabajo sobre cada bloquese puede realizar con distintos valores de DIV ISION y realizando una cantidad de-terminada de subbarridos (SB) sobre cada bloque antes de realizar los intercambios debloque. De este modo, si por ejemplo DIV ISION = 2 y SB = 4 sobre cada bloquese har�a el doble de anulaciones que se hac��a en el algoritmo por bloques previamenteestudiado. Valores de DIV ISION altos deber��an contribuir a una mayor aceleraci�onde la convergencia aunque a costa de unos tiempos adicionales por la semiordenaci�onde los elementos (tal como pasaba en el m�etodo semicl�asico), y valores de SB altoscontribuir�an a un mayor aprovechamiento del uso de los bloques pues se realizar�an m�asanulaciones antes de realizar los intercambios de bloques, pero har�an que se postpongael trabajo sobre los bloques que no est�an siendo tratados y por tanto la anulaci�on delos mayores elementos en valor absoluto en esos bloques, haciendo que se ralentice laconvergencia necesitando de m�as barridos para alcanzarla.Hemos realizado experimentos con distintos valores de DIV ISION y SB y estosexperimentos con�rman las ideas que hemos expuesto. Los mejores resultados se hanobtenido con DIV ISION = 1 y SB = 1. En la tabla 1.8.7 se muestran los resultadosobtenidos en un i860. Aparecen los tiempos en segundos y los barridos necesariospara la convergencia usando el m�etodo por bloques (BLAS 3) y el m�etodo h��brido(BLAS 3.sem) cuando se calculan los valores propios y con tama~no de bloque 16 y 32.Se observa que en algunos casos se consigue una peque~na reducci�on en el tiempo deejecuci�on usando el m�etodo h��brido y que esta reducci�on es debida al ahorro de unbarrido para alcanzar la convergencia.1.9 ConclusionesHemos estudiado los m�etodos de Jacobi para resolver el Problema de Valores PropiosSim�etrico en Monoprocesadores. Se ha hecho un resumen de los diferentes m�etodos yse han analizado algunas ideas para la obtenci�on de m�etodos e�cientes. Algunas de lasideas son ampliamente conocidas y otras tienen algo de nuevo o son aplicaciones a esteproblema de ideas que se han aplicado con �exito a otros problemas.En concreto, se han utilizado como m�etodos para reducir el tiempo de ejecuci�on,las siguientes t�ecnicas:1. Uso de umbrales. Esta t�ecnica es bien conocida y puede llegar a producir una



INTRODUCCION 57m�etodo BLAS 3 BLAS 3.sembloque 16 32 16 32barridos tiempo barridos tiempo barridos tiempo barridos tiempo128 9 7.70 10 10.31 9 8.18 9 9.10256 10 49.06 10 53.59 9 46.62 9 50.65384 10 144.43 11 162.20 10 148.35 10 156.51512 11 346.78 11 344.42 10 325.77 10 329.23640 11 628.29 10 604.41 10 601.55768 11 1012.94 10 999.24 10 956.28Tabla 1.8.7: Combinaci�on del m�etodo por bloques y el semicl�asico. Tiempos en segun-dos y n�umero de barridos obtenidos en un i860.reducci�on de un 33% en el tiempo de ejecuci�on, aunque el porcentaje de reducci�ondepende de la m�aquina en que se ejecute el programa. Una buena t�ecnica es lade usar el umbral variable propuesto por Kahan y Corneil [82].2. Uso de BLAS 1. Consiste en utilizar rutinas optimizadas de nivel 1, lo que sepuede hacer f�acilmente con la rutina drot de BLAS 1 [37]. Utilizando este tipode rutinas se obtiene una reducci�on de alrededor del 33%, y se deja parte deltrabajo de obtener algoritmos e�cientes a la implementaci�on de estas rutinas.3. M�etodo semicl�asico. Es un nuevo m�etodo [23, 50] aunque se han aplicadoideas semejantes en otros casos [69, 84]. La reducci�on obtenida en el tiempo deejecuci�on depende ampliamente de la m�aquina y de las opciones de compilaci�on.En los experimentos realizados se llega a obtener unas reducciones de entre el30% y el 40%.4. Uso de BLAS 3. Consiste en utilizar rutinas optimizadas de nivel 3. En estecaso no es tan sencilla la utilizaci�on de estas rutinas como en el caso de BLAS1, sino que hay que redise~nar el algoritmo para obtener un esquema por bloquesque d�e lugar a un m�etodo rico en operaciones del tipo matriz-matriz [51]. Hemosvisto c�omo hacer esto realizando las operaciones de nivel 3 (multiplicaciones dematrices) con BLAS 3, con lo que se obtiene una reducci�on en el tiempo deejecuci�on de hasta el 75% y los algoritmos que se obtienen de esta manera sonmuy portables al dejarse el trabajo de obtener una buena e�ciencia en las rutinasde BLAS 3.Algunas de estas t�ecnicas se pueden combinar para obtener mejores prestaciones.De este modo se puede combinar el uso de BLAS 1 con el de umbrales o con elm�etodo semicl�asico.



58 INTRODUCCIONSin embargo, la combinaci�on del uso de umbrales con el m�etodo semicl�asico noest�a tan clara, y puede dar buenos resultados o no dependiendo de la m�aquina. Enel caso de una HP Apollo 700 los resultados experimentales muestran que los mejoresresultados en la combinaci�on de estas dos t�ecnicas se obtienen usando umbral variable,pero que los resultados que se obtienen son similares a los obtenidos usando �unicamenteumbral. En un i860 los mejores resultados se obtienen utilizando umbral �jo con elm�etodo semicl�asico.El mejor m�etodo es el de dise~nar un algoritmo rico en operaciones de nivel 3y utilizar BLAS 3. Este m�etodo da buenos resultados en Monoprocesadores y puededarlos tambi�en en Multiprocesadores con Memoria Compartida siempre que se dispongadel BLAS 3 optimizado para esa m�aquina (en el cap��tulo 3 se ver�a como hacerlo). Ideassimilares se pueden utilizar para dise~nar algoritmos en Multiprocesadores con MemoriaDistribuida (en el cap��tulo 6 se estudiar�a un algoritmo por bloques en una malla deprocesadores).La combinaci�on del m�etodo por bloques con las t�ecnicas de umbralizaci�on y conel m�etodo semicl�asico no parece que llegue a dar buenos resultados, aunque hemosmostrado que un m�etodo h��brido usando BLAS 3 y el m�etodo semicl�asico puede reduciren algunos casos muy ligeramente el tiempo de ejecuci�on que se obtiene usando s�oloBLAS 3.
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Cap��tulo 2ARQUITECTURAS PARALELASEn este cap��tulo presentamos una panor�amica general de los sistemas Multiprocesa-dores con los que vamos a trabajar en el resto de la tesis. Nuestro objetivo principales obtener algoritmos paralelos e�cientes para la resoluci�on del Problema Sim�etrico deValores Propios de matrices densas de tama~no elevado. Para conseguir este objetivo,utilizaremos Multiprocesadores con Memoria Compartida (Multiprocesadores) y conMemoria Distribuida (Multicomputadores). Intentaremos tambi�en dise~nar algoritmosque sean v�alidos para M�aquinas Masivamente Paralelas, ya que �esta es una de las ten-dencias actuales en el campo del Procesamiento Paralelo. Se analizar�an estos sistemasde una manera general y se describir�an los equipos con los que se ha trabajado. En elcaso de Multicomputadores analizaremos las distintas topolog��as que se han usado enel dise~no de los algoritmos que se estudian (anillo, hipercubo y malla), detallando losprocedimientos de comunicaci�on de datos que se han usado en los algoritmos imple-mentados.En la primera secci�on se analizan las caracter��sticas generales de los sistemasMultiprocesadores tanto con Memoria Compartida como Distribuida as�� como de lasm�aquinas comerciales utilizadas para obtener resultados experimentales de los algorit-mos dise~nados.En la segunda secci�on se estudian las caracter��sticas generales de las comunicacionesen los sistemas Multicomputadores que se han usado, y las primitivas de comunicaci�onutilizadas en los algoritmos dise~nados para estos sistemas.2.1 Multiprocesadores2.1.1 Memoria CompartidaCaracter��sticas generalesLas caracter��sticas principales de los sistemas de Memoria Compartida son [63, 66, 70]:55



56 INTRODUCCION1. Todos los procesadores comparten una memoria global y cada uno de ellos disponede una memoria local de menor dimensi�on. Por este motivo, los sistemas se llamanfuertemente acoplados.2. Los procesadores comparten los datos y la comunicaci�on entre ellos se realiza pormedio de esta memoria global.3. El acceso a esta memoria se realiza por medio de un bus com�un, una red crossbaro una red multietapa.4. Son sistemas del tipo MIMD y adecuados para paralelismo de grano grueso.5. Suelen tener procesadores vectoriales, con lo que se puede obtener paralelismo ados niveles: de forma global dividiendo el trabajo entre los procesadores, y encada procesador utilizando procesamiento vectorial.Por tanto, las ideas generales a tener en cuenta a la hora de desarrollar algoritmosparalelos para estos sistemas ser�an:1. Divisi�on del trabajo de forma global, evitando los con
ictos de acceso a memoriay propiciando la reusabilidad de los datos por los procesadores.2. Organizaci�on del trabajo en cada procesador para aprovechar al m�aximo el pro-cesamiento vectorial.3. El uso de n�ucleos computacionales del mayor nivel posible, lo que har�a que losprogramas sean m�as e�cientes y portables. Esto producir�a la necesidad de re-dise~nar los algoritmos para obtener el mayor provecho de dichos n�ucleos.Equipos comercialesEl equipo de Memoria Compartida que se ha usado es un Alliant FX/80 [104]. Estees un Multiprocesador t��pico de Memoria Compartida por lo que tiene todas las carac-ter��sticas enumeradas usando una arquitectura de bus. Consta de 8 procesadores concapacidad vectorial y el compilador usado tiene opciones de compilaci�on para paraleli-zar y/o vectorizar los programas. Se pueden utilizar tambi�en n�ucleos computacionalescomo BLAS [105].2.1.2 Memoria DistribuidaCaracter��sticas generalesLas caracter��sticas principales de los sistemas de Memoria Distribuida son [63, 66, 70]:



INTRODUCCION 571. El sistema est�a formado por varios procesadores cada uno con una memoria local.Por este motivo, los sistemas se llaman d�ebilmente acoplados.2. Los procesadores comparten los datos por medio de paso de mensajes. Paraestudiar el tiempo de las comunicaciones en estos sistemas se consideran dospar�ametros: el tiempo de inicio de la comunicaci�on (start-up time) que desig-naremos por �, y el tiempo de transmisi�on de un dato (sending word time) quedesignaremos por � . El coste de enviar N datos desde un procesador a otro vecinoser�a � + �N .3. La comunicaci�on entre los distintos procesadores se hace utilizando una red de in-terconexi�on por la que circulan los mensajes. Esta red de interconexi�on determinala topolog��a del sistema.4. Son sistemas del tipo MIMD y adecuados para paralelismo de grano grueso.5. Para obtener paralelismo ser�a necesario determinar el esquema de divisi�on deltrabajo entre los procesadores y el tiempo de comunicaci�on que conlleva esadivisi�on.Equipos comercialesLos sistemas de Memoria Distribuida que se han usado para obtener los resultadosexperimentales que se muestran en este trabajo son:1. Un Supernodo PARSYS SN-1040 basado en Transputers T800 en el que se puedenusar hasta 16 procesadores.2. Un Intel iPSC/2 con 4 procesadores.3. Dos Intel iPSC/860, uno con 8 procesadores y otro con 32.4. Un Intel Touchstone DELTA con 512 procesadores.De estos sistemas describimos a continuaci�on las caracter��sticas principales:SupernodoUn Supernodo es un Multicomputador basado en Transputers [106]. El que hemosusado para obtener resultados experimentales de las implementaciones de los algorit-mos que aqu�� se presentan es un PARSYS SN-1040 con 23 Transputers T800. En losexperimentos realizados se han utilizado hasta 18 Transputers, uno como HOST, 16como nodos, con 4 Mb de memoria RAM cada uno, y un Transputer auxiliar que hasido usado de puente entre dos nodos del sistema para trabajar en un hipercubo de



58 INTRODUCCIONdimensi�on 4. Cada Transputer tiene cuatro enlaces por los que se puede realizar comu-nicaciones, conectados a una red crossbar (Backplane Switch) con la que se implementala topolog��a de la red de interconnexi�on. Adem�as hay otra red crossbar (C004 Switch)que permite la comunicaci�on con el mundo exterior a trav�es de un PC (�gura 2.1.1).Un estudio de las prestaciones del Supernodo se puede encontrar en [2].
0 1 15

HOST C004 SwitchBackplane Switch
Figura 2.1.1: Arquitectura de un Supernodo.Por medio del Backplane Switch se pueden con�gurar distintas topolog��as. En la�gura 2.1.2 se tiene un hipercubo de dimensi�on 3.En cada procesador se pueden declarar varios procesos que trabajar��an compar-tiendo el tiempo de ejecuci�on y enviando mensajes utilizando enlaces l�ogicos. Los en-laces l�ogicos y las conexiones entre enlaces f��sicos que quedan libres se hacen utilizandoun lenguaje especial para ese �n [110].Trabajando en OCCAM [?] la declaraci�on de distintos procesos se hace de formanatural y es posible hacer transferencias y recepciones de datos al mismo tiempo, perohemos trabajado con 3L C [110] y considerado que las comunicaciones son simples (esdecir, consideraremos que cada procesador, en un momento dado, puede enviar o recibirdatos, pero no las dos cosas a la vez, y que esta recepci�on o env��o se realiza por un �unicocanal). Se podr��a haber asociado a cada procesador, aparte del proceso que realiza eltrabajo aritm�etico, otros procesos para recepci�on y env��o de mensajes, con lo que lascomunicaciones no ser��an simples pero habr��a m�as procesos compartiendo el tiempo



INTRODUCCION 59HOST 0 1 2 3 4 5 6 7 8 15Figura 2.1.2: Hipercubo de dimensi�on 3 en un Supernodo.de ejecuci�on y necesitar��amos sincronizaci�on en cada procesador entre el proceso querealiza el trabajo aritm�etico y los procesos auxiliares.Intel iPSC/2Un iPSC/2 [108] tiene topolog��a de hipercubo y puede constar de hasta 128 pro-cesadores 80386, cada uno con una memoria local de 1, 4, 8 �o 16 Mb, un coprocesadornum�erico 80387 que puede ser sustituido por un procesador SX para acelerar la arit-m�etica en coma 
otante, y se puede a~nadir un procesador vectorial VX (en este casola m�axima memoria permitida es de 8 Mb). Adem�as, en cada procesador hay un DCM(Direct-Connect Module) encargado de llevar a cabo las comunicaciones, y que posi-bilita el ver el sistema como completamente conectado, pues al encargarse este DCMde las comunicaciones no se necesita "store and forward" para transmitir los mensajes.De este modo, se pueden ejecutar los algoritmos para cualquier topolog��a en un iPSC/2sin tener en cuenta que �este tiene topolog��a de hipercubo, aunque el olvidarnos de estacaracter��stica reducir�a un poco las prestaciones de los programas.Un System Resource Manager (SRM) sirve como interface entre el usuario y losnodos. En �el se ejecutan los comandos que manejan el sistema: reserva de cubos, cargade programas en los procesadores reservados, liberaci�on del cubo, etc...Va acompa~nado por compiladores de C y FORTRAN con algunas funciones parapaso de mensajes. El lenguaje que se ha usado para implementar los algoritmos hasido C [107].El iPSC/2 que se ha utilizado consta de cuatro nodos, cada uno con 8 Mb dememoria y un procesador escalar, y un HOST que es un PC.Un estudio de las prestaciones del iPSC/2 se puede encontrar en [18].Intel iPSC/860Un iPSC/860 [109], al igual que el iPSC/2, tiene topolog��a de hipercubo de di-mensi�on hasta 7. En este caso el procesador de cada uno de los nodos es un i860.Cada nodo tiene una memoria local que puede variar en tama~no. Tambi�en tiene un



60 INTRODUCCIONDCM que se encarga de las comunicaciones pudiendo tratarse por tanto el sistemacomo completamente conectado.Tambi�en en este caso un SRM realiza las mismas funciones que en el iPSC/2, yse dispone de compiladores C y FORTRAN con las mismas caracter��sticas que en eliPSC/2 [109].Se han utilizado dos iPSC/860, uno con 8 nodos y otro con 32, el primero con 16Mb de memoria local en cada nodo y el segundo con 8 Mb, y en ambos casos el HOSTes una estaci�on SUN.Estudios de las prestaciones de esta m�aquina se pueden encontrar en [40, 56, 62].



INTRODUCCION 61Intel Touchstone DELTAEn el Touchstone Delta [111] cada nodo tiene un procesador i860 (como eliPSC/860), pero el sistema est�a organizado como una malla de 16 por 32 procesa-dores. Cada procesador tiene asociado un MRC (Mesh Routing Chip) con lo que elsistema se puede ver tambi�en en este caso como completamente conectado. Los MRCse encargan de las comunicaciones enviando los datos primero en la �la de procesadoresy una vez que se ha llegado a la columna destino moviendo los datos en esta columna.Tambi�en en este caso un SRM realiza las mismas funciones que en los iPSC, y sedispone de compiladores C y FORTRAN con las mismas caracter��sticas que en estossistemas.La potencia aritm�etica de un iPSC/860 y el Touchstone Delta es la misma, perocon el Touchstone Delta se pueden obtener mejores prestaciones debido a la mejora enlas comunicaciones [62].2.2 Comunicaciones en MulticomputadoresEn esta secci�on estudiaremos los procedimientos b�asicos de comunicaci�on que utiliza-mos en los algoritmos dise~nados para Multicomputadores.Las caracter��sticas principales de los procedimientos de comunicaci�on que aqu�� semuestran y de su utilizaci�on en los programas realizados son las siguientes:� Consideraremos que en cada procesador se ejecuta el mismo programa y quecada procesador tiene un identi�cador con lo que se podr�a decidir, testeando elidenti�cador del procesador, que diferentes procesadores ejecuten partes distintasdel programa.� En los programas, cuando se va a realizar una comunicaci�on se realiza una llamadaa una funci�on de comunicaci�on del tipo de las que estudiaremos en esta secci�on.Al trabajar los procesadores de forma as��ncrona las llamadas a estas funcionesde comunicaci�on no las hacen todos los procesadores al mismo tiempo, e inclusopuede que no todos los procesadores se vean envueltos en esa comunicaci�on.� Los procesadores comparten datos por medio de env��o y recepci�on de mensajes.En los algoritmos que estudiaremos una petici�on de recepci�on de mensaje semostrar�a con "recibir", y el env��o de un mensaje se mostrar�a con "enviar". Estasprimitivas ("recibir" y "enviar") tienen sus equivalentes en los sistemas utilizados,que son chan in message y chan out message en el PARSYS SN-1040 y crecv ycsend en los iPSC y el Touchstone Delta.� Cuando se realiza un env��o se especi�ca el procesador al que se env��a. En elPARSYS SN-1040 esto se realiza con un par�ametro de chan out message que esel canal por el que se realiza la comunicaci�on, y un canal une dos procesadores. En



62 INTRODUCCIONlos dem�as Multicomputadores utilizados se especi�ca en csend el identi�cador delprocesador destino. Despu�es de que un procesador realice un env��o el procesadorpuede seguir trabajando o esperar a que el procesador destino reciba los datos.En el PARSYS SN-1040 se espera a que los datos se reciban pero en los dem�ascasos el procesador que env��a puede seguir trabajando debido a que el DCM oel MRC se encargan de gestionar las comunicaciones. En los procedimientos queaqu�� estudiaremos suponemos que la comunicaci�on es s��ncrona y que se realizacuando el procesador origen y destino est�an preparados.� Cuando se realiza una recepci�on se puede especi�car o no cu�al es el procesadororigen. En en PARSYS SN-1040 se especi�ca el procesador origen al ser unpar�ametro de chan in message el canal por el que se realiza la comunicaci�on.En los dem�as sistemas no se especi�ca el origen como un par�ametro de crecv,pero se puede utilizar un par�ametro de crecv que indica el tipo de comunicaci�onpara decir entre que dos procesadores se est�a realizando. En algunos casos no esnecesario conocer el origen de la comunicaci�on, pero en la mayor��a de los casoss��, por lo que consideraremos que en una recepci�on se especi�ca el procesadororigen.� Cuando un procesador realiza una petici�on de recepci�on no contin�ua hasta queno ha recibido los datos que solicita. Esto se puede evitar en los iPSC y elTouchstone Delta utilizando procedimientos de comunicaci�on as��ncrona (isend eirecv), pero incluso si se realiza una recepci�on as��ncrona, en los algoritmos quehemos implementado, cuando llega el momento de utilizar los datos que se hansolicitado en dicha comunicaci�on hay que esperar su recepci�on (por medio deuna funci�on como msgwait), por lo que supondremos que las comunicaciones sons��ncronas.� En todos los procedimientos de comunicaci�on que estudiaremos cada procesadorconocer�a el procesador o procesadores origen de la comunicaci�on y los destinos,pues estos datos depender�an de por donde vaya ejecut�andose el programa. Deeste modo, cada procesador determina por medio de su identi�cador el trabajoque tiene que realizar en la funci�on de comunicaci�on.� Una comunicaci�on supondremos que se realiza entre dos procesadores adyacentesseg�un la topolog��a que tengamos. En el PARSYS SN-1040 habr�a que utilizarla topolog��a determinada por los canales (f��sicos o l�ogicos) del sistema, y en losdem�as casos se trata de una topolog��a l�ogica pues, aunque la topolog��a f��sicadel sistema sea de hipercubo o malla, en estos casos al ser posible la comunica-ci�on directa entre cualesquiera dos procesadores se puede considerar una red deinterconexi�on completa.



INTRODUCCION 63� Aunque en algunos sistemas un procesador puede enviar y/o recibir por varios en-laces a la vez y estos env��os y/o recepciones se pueden realizar en los dos sentidosdel canal (MLA: Multiple Link Assumption), en nuestro caso supondremos queen un momento dado un procesador s�olo puede enviar o recibir y que la comu-nicaci�on se hace por un solo enlace, y que por un enlace dado en un momentodeterminado los datos circulan en una �unica direcci�on (SLA: Single Link Assump-tion). Esto har�a que los tiempos te�oricos de comunicaci�on que se obtengan seancotas superiores de los que se obtendr��an teniendo en cuenta las caracter��sticasdel sistema. De cualquier modo, esto no es muy importante en los algoritmosimplementados pues para poder obtener buenas prestaciones es necesario que eltiempo aritm�etico sea de mayor orden que el de comunicaciones y el considerarSLA o MLA no modi�ca el orden de las comunicaciones en los procedimientos decomunicaci�on dise~nados.Estudiaremos los procedimientos b�asicos de comunicaci�on que utilizamos en losalgoritmos y que son:1. En anillo e hipercubo:� difusi�on simple (env��o de un mismo dato desde un procesador a todos losdem�as),� acumulaci�on simple (dual de la difusi�on simple y que consiste en recibir enun �unico nodo informaci�on de todos los dem�as),� difusi�on m�ultiple (consiste en una difusi�on simple desde cada uno de losnodos del sistema),� y comunicaci�on entre procesadores adyacentes en un anillo (en el caso delhipercubo, de un anillo inmerso en el hipercubo).2. En malla:� difusi�on simple desde el procesador P00 (nos referiremos al procesador en la�la i, columna j, como Pij , y numeraremos las �las y columnas empezandopor 0) a todos los dem�as procesadores en el sistema,� acumulaci�on simple de todos los procesadores sobre el procesador P00,� difusi�on desde los procesadores en la diagonal o en la antidiagonal principaldel sistema (Pii o Pi;r�1�i, con i = 0; 1; :::; r� 1 y r2 = p siendo p el n�umerode procesadores en el sistema) a los dem�as procesadores en la misma �la ycolumna de procesadores (la llamaremos difusi�on m�ultiple restringida),� y comunicaci�on entre procesadores adyacentes en el array lineal formado porcada �la o columna de procesadores.



64 INTRODUCCIONCon los algoritmos b�asicos de comunicaci�on que aqu�� estudiamos se obtienen resul-tados satisfactorios en cuanto a tiempo de ejecuci�on. Hay que tener en cuenta que lostiempos de ejecuci�on te�oricos que se obtendr�an ser�an cotas superiores de los tiemposreales debido a las consideraciones que hemos hecho, y adem�as estos procedimientosde comunicaci�on b�asicos se usar�an siempre, en nuestras implementaciones, dentro deprogramas con partes de computaci�on aritm�etica. Al trabajar el sistema de modoas��ncrono, habr�a solapamiento entre las partes de comunicaci�on y las de c�omputo arit-m�etico de los programas, por lo que para determinar las prestaciones reales de losalgoritmos que se estudien ser�a necesario realizar, adem�as del estudio te�orico, un estudioexperimental.M�as referencias sobre funciones de comunicaci�on pueden encontrarse para todaslas topolog��as en [13], para la topolog��a de hipercubo en [12, 60, 61], y para la de mallaen [8, 9].2.2.1 AnilloSupongamos que tenemos p procesadores numerados 0; 1; 2; : : : ; p� 1 y p enlaces entrelos procesadores (i; (i+1) mod p), con i = 0; 1; : : : ; p� 1. Cuando la comunicaci�on porlos enlaces es posible en un �unico sentido (de i a (i+ 1) mod p) decimos que tenemosun anillo unidireccional (�gura 2.2.1), y cuando la comunicaci�on es posible en los dossentidos (de i a (i+ 1) mod p y de (i+ 1) mod p a i) tenemos un anillo bidireccional(�gura 2.2.2). 0 - - --? 1 2 p-1Figura 2.2.1: Anillo unidireccional.El di�ametro de un anillo unidireccional es p � 1, pues para enviar un dato delprocesador i al (i�1)mod p hay que recorrer un camino con p�1 enlaces, sin embargo,el di�ametro de un anillo bidireccional es bp2c. Esto da idea de que las comunicacionesser�an menos costosas en un anillo bidireccional.Difusi�on simpleSupogamos que se quiere enviar un paquete de N datos desde el procesador 0 a todoslos dem�as procesadores. En el caso de un anillo unidireccional, como el di�ametro es



INTRODUCCION 650 � - � - � - � - ?? 1 2 p-1Figura 2.2.2: Anillo bidireccional.p � 1, los datos tendr�an que pasar por p � 1 enlaces hasta llegar al procesador p � 1,y tendr�an que ser enviados sucesivamente por los procesadores 0; 1; 2; : : : ; p � 2; portanto, tendremos p � 1 inicializaciones de transmisi�on y p � 1 env��os de los datos. Elcoste de la comunicaci�on ser�a (� + �N)(p � 1) : (2.2.1)Hay que tener en cuenta que, cuando este algoritmo se utilice dentro de otroprograma, mientras unos procesadores est�an realizando comunicaciones otros puedenestar realizando otros trabajos.El c�odigo del algoritmo es:Algoritmo 2.2.1 Difusi�on simple en anillo unidireccional.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI r = origenenviar datos a (r + 1) mod pEN OTRO CASO SI r 6= (origen� 1) mod precibir datos de (r � 1) mod penviar datos a (r + 1) mod pEN OTRO CASOrecibir datos de (r � 1) mod pFINSIPara poder entender este algoritmo y los sucesivos en este cap��tulo hay que teneren cuenta las consideraciones hechas anteriormente:� Todos los procesadores tienen el mismo c�odigo en el procedimiento de comunica-ci�on, y la parte que cada procesador ejecuta se decide testeando su identi�cador(r en el algoritmo 2.2.1).� Todos los procesadores saben, porque depende del paso de la ejecuci�on del pro-grama en que se encuentren, cu�al es el origen de la comunicaci�on. De este modose pueden determinar distintos conjuntos de procesadores que hacen distintas



66 INTRODUCCIONoperaciones: el procesador origen, el �ultimo al que llegan los datos y que s�olo losrecibe y no los manda a ning�un otro procesador (procesador (origen�1) mod p),y los procesadores intermedios que reciben y env��an los datos (r 6= origen yr 6= (origen � 1) mod p).� Los env��os y recepciones de datos se especi�can con las palabras "enviar" y"recibir", especi�cando en ambos casos los procesadores destino y origen, res-pectivamente.En el caso de anillo bidireccional el procesador origen enviar�a a (origen+1) mod py (origen�1) mod p, los procesadores (origen+bp2c) mod p y (origen+bp2c+1) mod precibir�an de (origen + bp2c � 1) mod p y (origen+ bp2c + 2) mod p respectivamente, ylos dem�as procesadores reciben y env��an seg�un la �gura 2.2.3 y el algoritmo 2.2.2.0 - - - ?- - ?��p=61 2 31 2 31 2
2 32 34 5

p=50 1 2 3 4Figura 2.2.3: Difusi�on simple en anillo bidireccional.Algoritmo 2.2.2 Difusi�on simple en anillo bidirecional.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI r = origenenviar datos a (r + 1) mod penviar datos a (r � 1) mod pEN OTRO CASO SI r entre (origen+ 1) mod p y(origen+ bp2c � 1) mod precibir datos de (r � 1) mod penviar datos a (r + 1) mod pEN OTRO CASO SI r entre (origen+ bp2c+ 2) mod p y(origen� 1) mod p



INTRODUCCION 67recibir datos de (r + 1) mod penviar datos a (r � 1) mod pEN OTRO CASO SI r = origen+ bp2crecibir datos de (r � 1) mod pEN OTRO CASOrecibir datos de (r + 1) mod pFINSIEste algoritmo tiene un tiempo de ejecuci�on(� + �N) �p2� : (2.2.2)Acumulaci�on simpleTendremos un procesador destino al que todos los dem�as env��an un paquete de N datos,y hay que realizar alg�un tipo de operaci�on entre los pN datos (los datos en el procesadordestino tambi�en se combinan), pudiendo realizarse esta combinaci�on durante el caminode llegada al destino o una vez han llegado todos los datos. En el caso del anillounidireccional el tiempo de comunicaci�on es igual que en la difusi�on simple, pues losdatos que se env��an desde (destino+1) mod p a destino deben pasar por p� 1 enlacesy ser enviados por p� 1 procesadores, es decir:(� + �N)(p � 1) : (2.2.3)En el caso bidireccional el coste de las comunicaciones tambi�en ser�a(� + �N) �p2� : (2.2.4)Difusi�on m�ultipleEn este caso se trata de transferir un paquete de N datos desde cada uno de losprocesadores del sistema a todos los dem�as, de modo que al �nal todos dispongan delos pN datos.En un anillo unidireccional cada paquete de N datos tendr�a que cruzar p�1 enlacesy ser enviado por p� 1 procesadores, por lo que el coste de las comunicaciones resultaser: (� + �N)(p � 1) : (2.2.5)El algoritmo correspondiente es el siguiente.



68 INTRODUCCIONAlgoritmo 2.2.3 Difusi�on m�ultiple en anillo unidireccional.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:PARA i = 1; 2; :::; p� 1SI r es parrecibir paquete (r � i) mod p de (r � 1) mod penviar paquete (r � i+ 1) mod p a (r + 1) mod pEN OTRO CASOenviar paquete (r � i+ 1) mod p a (r + 1) mod precibir paquete (r � i) mod p de (r � 1) mod pFINSIFINPARAComo las transmisiones son simples (SLA), al no poderse hacer la transmisi�on yrecepci�on a la vez, el coste es 2(� + �N)(p � 1) : (2.2.6)Cuando el anillo es bidireccional el coste es el mismo si las comunicaciones sonsimples.Comunicaci�on entre procesadores adyacentes en un anilloEsta comunicaci�on es muy simple pero la tratamos por ser una de las que aparecen enlos algoritmos de los cap��tulos siguientes. Se trata de enviar un paquete de N datosdesde cada nodo i a su nodo vecino (i+ 1) mod p.Al ser las comunicaciones simples el coste ser�a2(� + �N) : (2.2.7)Algoritmo 2.2.4 Comunicaci�on entre procesadores adyacentes en anillo.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI r es parenviar datos a (r + 1) mod precibir datos de (r � 1) mod pEN OTRO CASOrecibir datos de (r � 1) mod penviar datos a (r + 1) mod pFINSI



INTRODUCCION 692.2.2 HipercuboUn hipercubo cero dimensional consta de un �unico nodo numerado con 0. Un hipercubode dimensi�on k consta de p = 2k nodos y se forma a partir de dos hipercubos dedimensi�on k � 1, conectando mediante un enlace bidireccional los nodos con la mismanumeraci�on en los dos hipercubos. Los nodos de uno de los dos hipercubos se renumerancon el n�umero que ten��an, en el hipercubo de dimensi�on k� 1, mas 2k�1 (�gura 2.2.4).
0 12 30 12 3a) 0 12 3b) 4 56 7

Figura 2.2.4: Construcci�on de un hipercubo tridimensional.El di�ametro de un hipercubo de p nodos es log2 p, por lo que las comunicacionespueden ser menos costosas que en otras topolog��as (en concreto ser�an menos costosasque en anillo). Adem�as, muchas topolog��as se pueden mapear sobre el hipercubo, enparticular se puede mapear un anillo conectando los nodos utilizando el c�odigo de Gray:0 1 2 3 4 5 6 7 (2.2.8)0 1 3 2 6 7 5 4obteni�endose un anillo inmerso en el hipercubo tal como se muestra en la �gura 2.2.5.Difusi�on simpleSupongamos que se quiere enviar un paquete de N datos desde el procesador cero atodos los dem�as procesadores. Como el di�ametro es log2 p necesitaremos recorrer uncamino de longitud log2 p. En la �gura 2.2.6 se muestra, en un hipercubo de dimensi�on3, un m�etodo para realizar la difusi�on en ese orden de tiempo. El paquete lo env��a 000a 001, 010 y 100, en este orden; 001 lo env��a a 011 y 101, en este orden.De este modo, su coste es: (� + �N)log2 p : (2.2.9)



70 INTRODUCCION
0 12 34 56 7

Figura 2.2.5: Anillo inmerso en un hipercubo.
0 12 34 56 71 22 3 33 3000010110100 001101 0111113 2 13 3 23Figura 2.2.6: Difusi�on simple desde el nodo 0 en un hipercubo de dimensi�on 3.



INTRODUCCION 71Un algoritmo podr��a ser el siguiente:Algoritmo 2.2.5 Difusi�on simple en hipercubo.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI r = 0PARA i = 0; 1; :::; log2 p � 1enviar datos al nodo 2iFINPARAEN OTRO CASOrecibir datoss = minfi=2i > rgPARA i = s; s+ 1; :::log2 p � 1enviar datos al nodo r + 2iFINPARAFINSIAunque en los programas s�olo haremos difusiones simples con origen el nodo cero,si el origen fuera otro nodo se modi�car��a el �arbol de la �gura 2.2.6 haci�endose el orexclusivo del nuevo origen con cada nodo del �arbol. La �gura 2.2.7 corresponde, porejemplo, al caso de origen = 101.
0 12 34 56 73 33 33 2 13 3 23 2 21101001 111 100011 000 110010Figura 2.2.7: Difusi�on simple desde el nodo 5 en un hipercubo de dimensi�on 3.Acumulaci�on simpleEn este caso el proceso es el dual de la difusi�on simple y se representa en la �gura2.2.8. Se puede observar que es igual a la �gura 2.2.6 pero cambiando los instantes enque se realizan las comunicaciones y siendo en este caso las comunicaciones en sentidoascendente.



72 INTRODUCCION000010110100 001101 0111112 21 31 1 1Figura 2.2.8: Acumulaci�on simple en un hipercubo de dimensi�on 3.Por tanto el coste de las comunicaciones es tambi�en(� + �N)log2 p : (2.2.10)El algoritmo resultante es el siguiente:Algoritmo 2.2.6 Acumulaci�on simple en hipercubo.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI r = 0PARA i = log2 p � 1; :::; 0recibir datos de 2iFINPARAEN OTRO CASOs = minfi=2i > rgPARA i = log2 p � 1; :::; srecibir datos del nodo r + 2iFINPARAenviar datos al nodo r � 2s�1FINSIDifusi�on m�ultipleSe proceder�a intercambiando un paquete de N datos entre procesadores cuyo n�umerodi�era en 20, a continuaci�on intercambiando dos paquetes entre procesadores que di-�eran en 21, y as�� sucesivamente log2 p veces (�gura 2.2.9).En cada paso cada nodo recibe y env��a. Hay 2log2 p inicializaciones de comunica-ciones. Se env��an 1+2+4+: : :+ p2 paquetes de N datos y se reciben la misma cantidad,por lo que en cada nodo se env��an p� 1 paquetes y se reciben la misma cantidad, con
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1 11 12 2 223 33 3Figura 2.2.9: Difusi�on m�ultiple en un hipercubo de dimensi�on 3.lo que el coste de env��o y recepci�on de datos ser��a 2(p� 1)N . Por tanto, el coste de lascomunicaciones es: 2�log2 p + 2(p � 1)�N : (2.2.11)Se comprueba que se obtiene mejora respecto al coste en anillo en el t�ermino queafecta a �.El algoritmo correspondiente viene dado por:Algoritmo 2.2.7 Difusi�on m�ultiple en hipercubo.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:pos = rNnodo = rPARA i = 0; 1; :::; log2 p � 1bit = nodo mod 2SI bit = 0enviar datos pos a pos + 2iN � 1 al nodo r + 2irecibir datos pos + 2iN a pos + 2i+1N � 1 del nodo r + 2iEN OTRO CASOrecibir datos pos � 2iN a pos � 1 del nodo r � 2ienviar datos pos a pos + 2iN � 1 al nodo r � 2ipos = pos � 2iNFINSInodo = nodo div 2FINPARA



74 INTRODUCCIONDonde suponemos que los datos se almacenan en cada procesador en un bu�er de pbloques de datos de tama~no N , teniendo por tanto pN datos en el bu�er, y que los datosa enviar por el procesador Pi est�an inicialmente entre las posiciones iN y (i+1)N�1 desu bu�er local, y que al �nal de la difusi�on m�ultiple cada procesador debe contener losp bloques de datos en su bu�er local, estando los datos difundidos desde el procesadorPi entre las posiciones iN y (i + 1)N � 1 de cada bu�er local. La variable pos indicala posici�on de inicio de los datos a enviar en cada paso del algoritmo.Comunicaci�on entre procesadores adyacentes en un anilloEl algoritmo ser�a igual al algoritmo 2.2.4, pero consideramos el anillo inmerso en elhipercubo, por lo que en el procesador r trabajaremos con su numeraci�on en el anilloinmerso que es ginv(r), y se enviar�an datos a gray((ginv(r)+ 1) mod p) y se recibir�ande gray((ginv(r)� 1) mod p). En la �gura 2.2.10 tenemos un hipercubo de dimensi�ontres con la numeraci�on de los nodos en el hipercubo y la que tienen en el anillo inmersoy que se obtiene con la funci�on ginv. Se observa, con el ejemplo de los nodos 1 y 3,c�omo las f�ormulas dadas determinan al nodo (con numeraci�on en el hipercubo) al quese env��an los datos y del que se reciben.
0; ginv(0)=0 1; ginv(1)=11=gray((ginv(3)-1) mod 8)
2; ginv(2)=3 3; ginv(3)=23=gray((ginv(1)+1) mod 8)4; ginv(4)=7 5; ginv(5)=6

6; ginv(6)=4 7; ginv(7)=5
Figura 2.2.10: Uso de gray y ginv para la obtenci�on del anillo inmerso en un hipercubo.Los iPSC tienen las funciones ginv y gray [108], siendo estas funciones la queproporciona el c�odigo de Gray (gray) y su inversa (ginv).



INTRODUCCION 75El algoritmo 2.2.4 se modi�ca para dar lugar al siguiente algoritmo:Algoritmo 2.2.8 Comunicaci�on entre procesadores vecinos en un anillo inmerso enel hipercubo.EN PARALELO para r = 0; 1; :::; p� 1 en Pr:SI ginv(r) es parenviar datos a gray((ginv(r) + 1) mod p)recibir datos de gray((ginv(r)� 1) mod p)EN OTRO CASOrecibir datos de gray((ginv(r)� 1) mod p)enviar datos a gray((ginv(r) + 1) mod p)FINSIEl coste de comunicaci�on ser�a el mismo de la expresi�on 2.2.7.2.2.3 MallaEn la �gura 2.2.11 se muestran distintos tipos de mallas bidimensionales. La mallaque se ha usado en este trabajo es una malla abierta cuadrada, aunque el esquemade almacenamiento de los datos que se utiliza puede servir para otros tipos de malladependiendo de la ordenaci�on que se utilice para dise~nar el m�etodo de Jacobi.
a) b) c)Figura 2.2.11: Mallas bidimensionales: a) malla abierta, b) toro, c) malla cerrada.En este trabajo se presentar�an esquemas de almacenamiento para anillo y paramalla, y se estudiar�an en anillo, hipercubo y malla. Los algoritmos para anillo e hiper-cubo di�eren s�olo en las comunicaciones al hacerse �estas teniendo en cuenta la topolog��aen la que se est�a trabajando, pero usar�an los mismos esquemas de almacenamiento altrabajarse siempre con un anillo de procesadores (en el caso del hipercubo con un anillo



76 INTRODUCCIONinmerso). En la topolog��a de malla se usa otro esquema de almacenamiento distinto, loque hace que las funciones de comunicaci�on que se utilizan no sean en algunos casos last��picas, por lo que para esta topolog��a analizaremos los procedimientos de comunicaci�onque se utilizar�an en los algoritmos sobre malla.Difusi�on simpleEstudiaremos la difusi�on desde el procesador P00 a todos los dem�as procesadores dela malla. El esquema es bien simple y consiste en enviar los datos por la primera �lade procesadores y despu�es hacerlos circular por cada columna de procesadores hastallegar a la �ultima �la.Un algoritmo podr��a ser:Algoritmo 2.2.9 Difusi�on simple en malla abierta.EN PARALELO para i = 0; 1; :::; r� 1; j = 0; 1; :::; r � 1,con r2 = p, en Pij :SI i = 0 y j = 0enviar datos a P0;1enviar datos a P1;0EN OTRO CASO SI i = 0 y j 6= r � 1recibir datos de P0;j�1enviar datos a P0;j+1enviar datos a P1;jEN OTRO CASO SI i = 0recibir datos de P0;r�2enviar datos a P1;r�1EN OTRO CASO SI i 6= r � 1recibir datos de Pi�1;jenviar datos a Pi+1;jEN OTRO CASOrecibir datos de Pr�2;jFINSIEl coste de este procedimiento es2 (pp� 1) (� + �N) ; (2.2.12)y corresponde al tiempo que tardan los datos en llegar desde el procesador P00 alPr�1;r�1, para lo que atraviesan 2pp� 2 enlaces.



INTRODUCCION 77Acumulaci�on simpleLa acumulaci�on simple sobre el procesador P00 sigue el esquema inverso a la difusi�onsimple (algoritmo 2.2.9).Algoritmo 2.2.10 Acumulaci�on simple en malla abierta.EN PARALELO para i = 0; 1; :::; r� 1; j = 0; 1; :::; r� 1,con r2 = p, en Pij:SI i = 0 y j = 0recibir datos de P10recibir datos de P01EN OTRO CASO SI i = 0 y j 6= r � 1recibir datos de P1jrecibir datos de P0;j+1enviar datos a P0;j�1EN OTRO CASO SI i = 0recibir datos de P1;r�1enviar datos a P0;r�2EN OTRO CASO SI i 6= r � 1recibir datos de Pi+1;jenviar datos a Pi�1;jEN OTRO CASOenviar datos a Pr�2;jFINSIEl coste en este caso es el mismo de (2.2.12), que corresponde al tiempo que tardaen llegar a P00 los datos enviados desde Pr�1;r�1.Difusi�on m�ultiple restringidaComo ya hemos dicho, estudiaremos la difusi�on de datos desde los procesadores en ladiagonal principal (Pii) y en la antidiagonal principal (Pi;r�1�i) a los procesadores enla misma �la y columna de procesadores.Un esquema en el caso de difundir desde la diagonal principal podr��a ser:Algoritmo 2.2.11 Difusi�on desde procesadores en la diagonal principal a los dem�asprocesadores en la misma �la y columna, en una malla abierta.EN PARALELO para i = 0; 1; :::; r� 1; j = 0; 1; :::; r� 1,con r2 = p, en Pij:SI i = 0 y j = 0enviar datos a P01enviar datos a P10



78 INTRODUCCIONEN OTRO CASO SI i = r � 1 y j = r � 1enviar datos a Pr�1;r�2enviar datos a Pr�2;r�1EN OTRO CASO SI i = jSI i < r2enviar datos a Pi;j+1enviar datos a Pi�1;jenviar datos a Pi;j�1enviar datos a Pi+1;jEN OTRO CASOenviar datos a Pi;j�1enviar datos a Pi+1;jenviar datos a Pi;j+1enviar datos a Pi�1;jFINSIEN OTRO CASO SI i < r2SI i < jrecibir datos de Pi;j�1SI j 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi;j+1FINSIrecibir datos de Pi+1;jSI i 6= 0enviar datos recibidos a Pi�1;jFINSIEN OTRO CASOrecibir datos de Pi�1;jenviar datos recibidos a Pi+1;jrecibir datos de Pi;j+1SI j 6= 0enviar datos recibidos a Pi;j�1FINSIFINSIEN OTRO CASOSI i < jrecibir datos de Pi+1;jenviar datos recibidos a Pi�1;jrecibir datos de Pi;j�1SI j 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi;j+1FINSI



INTRODUCCION 79EN OTRO CASOrecibir datos de Pi;j+1SI j 6= 0enviar datos recibidos a Pi;j�1FINSIrecibir datos de Pi�1;jSI i 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi+1;jFINSIFINSIFINSIEn la �gura 2.2.12 se muestra c�omo trabaja esta difusi�on en una malla abiertacuadrada con 16 procesadores. En esta �gura un n�umero al lado de una 
echa indicael orden en que un procesador inicia la comunicaci�on correspondiente.
P 1 P 1 P 1 PP 1 P 1 P2 PP2 P 1 P P2P00 12 P P P201 02 0310 11 12 1320 21 22 2330 31 32 33

1 2 1 23 11 3 3 24 1 4 23 1 323 2 34 1 4 3 3 212 2 3 2 3 1 2
3

Figura 2.2.12: Difusi�on desde procesadores en la diagonal principal.El coste de las comunicaciones con esta difusi�on es



80 INTRODUCCIONpp (� + �N) : (2.2.13)Y en el caso de difundir desde la antidiagonal principal:Algoritmo 2.2.12 Difusi�on desde procesadores en la antidiagonal principal a los dem�asprocesadores en la misma �la y columna, en una malla abierta.EN PARALELO para i = 0; 1; :::; r� 1; j = 0; 1; :::; r � 1,con r2 = p, en Pij :SI j = 0 y i = r � 1enviar datos a Pr�1;1enviar datos a Pr�2;0EN OTRO CASO SI i = 0 y j = r � 1enviar datos a P0;r�2enviar datos a P1;r�1EN OTRO CASO SI i = r � 1� jSI i < r2enviar datos a Pi;j�1enviar datos a Pi+1;jenviar datos a Pi;j+1enviar datos a Pi�1;jEN OTRO CASOenviar datos a Pi;j+1enviar datos a Pi�1;jenviar datos a Pi;j�1enviar datos a Pi+1;jFINSIEN OTRO CASO SI i < r2SI i < r � 1� jrecibir datos de Pi;j+1SI j 6= 0enviar datos recibidos a Pi;j�1FINSIrecibir datos de Pi+1;jSI i 6= 0enviar datos recibidos a Pi�1;jFINSIEN OTRO CASOrecibir datos de Pi�1;jenviar datos recibidos a Pi+1;jrecibir datos de Pi;j�1



INTRODUCCION 81SI j 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi;j+1FINSIFINSIEN OTRO CASOSI i < r � 1� jrecibir datos de Pi+1;jenviar datos recibidos a Pi�1;jrecibir datos de Pi;j+1SI j 6= 0enviar datos recibidos a Pi;j�1FINSIEN OTRO CASOrecibir datos de Pi;j�1SI j 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi;j+1FINSIrecibir datos de Pi�1;jSI i 6= r � 1enviar datos recibidos a Pi+1;jFINSIFINSIFINSIEn la �gura 2.2.13 se muestra c�omo trabaja esta difusi�on en una malla abiertacuadrada con 16 procesadores. En esta �gura un n�umero al lado de una 
echa indicael orden en que un procesador inicia la comunicaci�on correspondiente.En este caso el coste de las comunicaciones es tambi�en el dado por la f�ormula(2.2.13).Comunicaci�on entre procesadores adyacentesEn este caso realizamos una comunicaci�on de paquetes de N datos entre procesadoresadyacentes en cada array lineal de procesadores formado por los procesadores en una �lao columna, enviando y recibiendo cada procesador datos de sus procesadores vecinosen el array lineal, por lo que los procesadores extremos se comunican con un �unicoprocesador y los internos con dos.El seudoc�odigo de la comunicaci�on en una �la de procesadores puede ser:Algoritmo 2.2.13 Comunicaci�on entre procesadores adyacentes por �las en una mallaabierta.
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P 1 P P PP P 1 P PP2 P 1 P P2P00 12 P P P201 02 0310 11 12 1320 21 22 2330 31 32 33
3 11 42 4 1 22 3 3 1 2

2 13 2 13 1 2 43 32 3 131 3 2 3 2 1 31 2 1 24Figura 2.2.13: Difusi�on desde procesadores en la antidiagonal principal.



INTRODUCCION 83EN PARALELO para i = 0; 1; :::; r� 1; j = 0; 1; :::; r� 1,con r2 = p, en Pij:SI j = 0enviar datos a Pi1recibir datos de Pi1EN OTRO CASO SI j = r � 1recibir datos de Pi;r�2enviar datos a Pi;r�2EN OTRO CASOSI j mod 2 = 0enviar datos a Pi;j+1recibir datos de Pi;j�1recibir datos de Pi;j+1enviar datos a Pi;j�1EN OTRO CASOrecibir datos de Pi;j�1enviar datos a Pi;j+1enviar datos de Pi;j�1recibir datos de Pi;j+1FINSIFINSIEl coste de las comunicaciones es:4� + 4N� : (2.2.14)2.3 ConclusionesEn este cap��tulo hemos hecho un an�alisis general de los sistemas multiprocesadoresque se han utilizado para la obtenci�on de resultados experimentales. Se han analizadolas caracter��sticas principales de los sistemas multiprocesadores en general, tanto dememoria compartida como memoria distribuida, y de los equipos comerciales sobre losque se han hecho las implementaciones. En el caso de los multicomputadores (memoriadistribuida) se han enumerado las caracter��sticas que les suponemos a la hora del dise~noy el an�alisis de los algoritmos que estudiamos.
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Cap��tulo 3METODOS DE JACOBI ENMULTIPROCESADORESEn este cap��tulo analizaremos distintas t�ecnicas de paralelizaci�on de m�etodos de Jacobien Multiprocesadores, cuando se usan algoritmos basados en BLAS 1 y algoritmos porbloques basados en BLAS 3, y compararemos los resultados obtenidos con los que seobtienen usando LAPACK. Previamente estudiaremos algunas opciones de compilaci�ondel FX/C [103], entre ellas las que nos permiten paralelizar y vectorizar de maneraautom�atica (secci�on 1).La t�ecnica m�as usada en Multiprocesadores con Memoria Compartida para explotarel paralelismo del sistema en la resoluci�on de problemas de Algebra Lineal suele serla de dise~nar algoritmos que hagan llamadas a rutinas b�asicas optimizadas para lam�aquina en que se est�e trabajando (rutinas tipo BLAS [36, 37]) de manera que si estasrutinas est�an optimizadas para esta m�aquina explotar�an todas sus caracter��sticas deprocesamiento vectorial y paralelo obteni�endose programas e�cientes y portables. Unproblema con este tipo de aproximaci�on es que en algunos casos las rutinas de BLAS noest�an lo su�cientemente optimizadas para explotar el paralelismo del sistema (para usare�cientemente todos los procesadores de que se dispone), lo que produce una reducci�ondr�astica en las prestaciones al aumentar el n�umero de procesadores; mientras que sedispone de una versi�on secuencial e�ciente de BLAS, lo que ocasiona que pueda serpreferible dise~nar algoritmos por bloques bas�andose en el uso de la versi�on secuencialde BLAS, tal como se hace en [31] con la multiplicaci�on de matrices. De este modo,otra posibilidad de explotaci�on del paralelismo en este tipo de sistemas consiste en ladivisi�on del trabajo entre los distintos procesadores del sistema y la utilizaci�on en cadaprocesador de las rutinas de BLAS. Esta aproximaci�on puede dar lugar a programasm�as e�cientes, aunque esto ser�a a costa de una menor portabilidad de los programas,al hacerse la divisi�on del trabajo entre los procesadores de manera distinta en distintasm�aquinas. De cualquier modo, esta reducci�on de la portabilidad no es muy importantepues ligeras modi�caciones en los programas dise~nados para una determinada m�aquina81



82 INTRODUCCIONproducir�an de una manera muy sencilla programas para un nuevo Multiprocesador desimilares caracter��sticas.En este cap��tulo compararemos estas dos formas de paralelizaci�on en un AlliantFX/80, que es un Multiprocesador con 8 procesadores con Memoria Compartida a laque se accede por medio de un bus com�un.3.1 El compilador FX/CEl compilador C del Alliant FX/80 (FX/C) permite diferentes opciones de optimizaci�onautom�atica, entre ellas las de vectorizaci�on y paralelizaci�on autom�atica. Una referenciacompleta se encuentra en [103].La opci�on de optimizaci�on global (sin paralelizar ni vectorizar) se especi�ca con -Ogen la l��nea de compilaci�on. Esta opci�on realiza las siguientes optimizaciones: c�alculo deconstantes en tiempo de compilaci�on, eliminaci�on de expresiones redundantes, almace-namiento temporal en registros de variables referenciadas frecuentemente, eliminaci�onde variables no referenciadas, eliminaci�on de expresiones que dan lugar a una modi-�caci�on constante en un bucle, reducci�on de algunas operaciones de multiplicaci�on asumas, extracci�on de los bucles de c�odigo que produce siempre el mismo resultado,secuenciamiento de instrucciones para aprovechar el pipeline, eliminaci�on de ramas in-necesarias, minimizaci�on de desplazamiento, y optimizaci�on de c�odigo eliminando testsy copias innecesarios y usando instrucciones m�as r�apidas.La opci�on de vectorizaci�on autom�atica es -Ov. De esta manera se puede llegar aobtener una divisi�on por 4 en el tiempo de ejecuci�on, cuando se usa un �unico procesador.La opci�on de paralelizaci�on autom�atica es -Oc. De esta manera el compiladorintenta distribuir la ejecuci�on de los bucles entre los procesadores. Se puede llegara obtener que con 8 procesadores la ejecuci�on sea 8 veces m�as r�apida que con unprocesador.Estas opciones se pueden combinar, con lo que el uso de -Ogvc realizar�a unacompilaci�on global, con vectorizaci�on y paralelizaci�on autom�atica.Con paralelizaci�on y vectorizaci�on autom�atica se pueden llegar a conseguir unostiempos de ejecuci�on de entre 30 y 32 veces menores que cuando s�olo se usa optimi-zaci�on global. Pero para conseguir que el compilador optimice de manera adecuadallegando a reducciones considerables en el tiempo de ejecuci�on es necesario preparar losprogramas de manera que sea posible la vectorizaci�on y paralelizaci�on autom�atica de losbucles que aparecen en el programa, lo que no siempre es posible debido a dependenciasde datos. Adem�as, el paralelismo que obtiene el compilador lo extrae siempre de losbucles, mientras que nosotros estamos interesados en una paralelizaci�on lo m�as globalposible del problema, puesto que con ella se consiguen mejores tiempos de ejecuci�on.En este sentido, se puede utilizar una llamada al sistema concurrent call que permitela ejecuci�on concurrente de tantos procesos como procesadores estemos utilizando.Esta aproximaci�on ser�a la que utilicemos para paralelizar nuestros programas. De



INTRODUCCION 83este modo, nuestros programas estar�an divididos en una serie de pasos haci�endose encada uno de ellos una ejecuci�on concurrente con tantos procesos como procesadorestengamos. Utilizaremos la llamada concurrent call, estando pasos consecutivos delprograma sincronizados pues no continuar�a la ejecuci�on del programa global que hacela llamada a concurrent call hasta que todos los procesadores no acaben de hacer eltrabajo que se les ha encomendado. Con la llamada a concurrent call se ponen enmarcha los procesadores y se les pasa una funci�on que tienen que ejecutar, trabajandocada procesador sobre las variables que se les pasan como par�ametros, variables loca-les y variables globales. Como la matriz de datos estar�a en la memoria global, paraobtener programas e�cientes tendremos que determinar en cada paso de los algoritmos(en cada llamada a concurrent call) zonas disjuntas de la matriz y asignar estas zonasdisjuntas a procesadores distintos, entendiendo que lo que se hace no es asignar datosa procesadores (pues los datos est�an todos en la memoria global y todos los procesa-dores tienen acceso a ellos), sino que lo que se asigna a los procesadores es trabajo aldeterminar con qu�e zonas de la matriz tiene que trabajar cada uno de ellos.3.2 Uso de BLAS 1Como ya vimos en el cap��tulo 1, en los m�etodos de Jacobi, la actualizaci�on de la matrizA (QAQt) puede hacerse usando BLAS 1, obteni�endose de este modo programas m�ase�cientes. Esta actualizaci�on de la matriz consiste en la aplicaci�on de la rotaci�on a las�las y columnas i y j de A, y esta aplicaci�on se puede hacer usando la rutina drot deBLAS 1, con tres llamadas a drot.Trabajando de esta manera en el Alliant FX/80 se obtendr��a un programa paraleloy que explota las caracter��sticas de vectorizaci�on y paralelizaci�on del sistema, dej�andoseel trabajo de vectorizar y paralelizar a BLAS 1. Para ver si puede ser conveniente laparalelizaci�on de otra manera alternativa a la del uso de BLAS 1 estudiaremos elfuncionamiento de la rutina drot en el Alliant FX/80. En la tabla 3.2.1 mostramosla velocidad en M
ops obtenida ejecutando la rutina drot con distintos tama~nos devectores y utilizando distinto n�umero de procesadores. Se observa un comportamientoirregular en cuanto a las prestaciones al aumentar el tama~no de los vectores, lo cual est��pico de esta m�aquina [48] y ocurre debido a que se obtienen mejores prestaciones convectores cuyo tama~no se acomoda m�as al tama~no de la cach�e.En las tablas 3.2.2 y 3.2.3 se muestran, respectivamente, el speed-up y la e�cienciaobtenidas con drot, cuando se deja la extracci�on del paralelismo y la vectorizaci�onexclusivamente al compilador y a BLAS. A lo largo de este cap��tulo, y mientras no sediga otra cosa, obtendremos la e�ciencia y el speed-up considerando como programasecuencial el que estamos paralelizando pero ejecut�andolo en un �unico procesador.En general, al aumentar el n�umero de procesadores disminuyen las prestaciones,y esto se nota principalmente con 8 procesadores (la e�ciencia est�a por debajo de 0.5,utilizando exclusivamente concurrencia), y se observa que con 2 y 4 procesadores se



84 INTRODUCCIONprocesadores 1 2 4 88 0:66 0:70 0:75 0:7016 1:14 1:34 1:38 1:2932 1:70 2:25 2:42 2:4364 1:97 3:55 4:04 4:64128 2:17 3:75 6:50 9:26256 2:74 4:79 9:06 7:62512 2:81 6:62 14:07 10:321024 2:43 6:15 10:96 7:822048 2:84 7:07 14:88 9:28Tabla 3.2.1: M
ops obtenidos con la rutina drot para distintos tama~nos de vector.obtienen buenas prestaciones, obteni�endose valores por encima del �optimo te�orico (porencima del n�umero de procesadores en el caso del speed-up y por encima de 1 en elcaso de la e�ciencia), lo que es una caracter��stica tambi�en t��pica de estos sistemas yes debido al trabajo en cada procesador con menos memoria al trabajar en paralelo.Esta reducci�on en las prestaciones al aumentar el n�umero de procesadores apoya laidea de dividir el trabajo para hacer las llamadas a drot en cada nodo del sistemacomo alternativa a dejar todo el trabajo de paralelizaci�on y vectorizaci�on a BLAS 1.procesadores 2 4 88 1:06 1:13 1:0616 1:17 1:21 1:1332 1:32 1:42 1:4264 1:80 2:05 2:35128 1:72 2:99 4:26256 1:74 3:30 2:78512 2:35 5:00 3:671024 2:53 4:51 3:212048 2:48 5:23 3:26Tabla 3.2.2: Speed-up obtenida con la rutina drot para distintos tama~nos de vector.Estudiaremos a continuaci�on el comportamiento de BLAS 1 en el m�etodo de Ja-cobi para el Problema Sim�etrico de Valores Propios en el Alliant FX/80 comparandodistintos algoritmos:� Un m�etodo de Jacobi usando la ordenaci�on par-impar (PI), utilizando la idea de[91] para evitar movimientos de datos, haci�endose estos en la actualizaci�on de la



INTRODUCCION 85procesadores 2 4 88 0:53 0:28 0:1316 0:58 0:30 0:1432 0:66 0:35 0:1764 0:90 0:51 0:29128 0:86 0:74 0:53256 0:87 0:82 0:34512 1:17 1:25 0:451024 1:26 1:12 0:402048 1:24 1:30 0:40Tabla 3.2.3: E�ciencia obtenida con la rutina drot para distintos tama~nos de vector.matriz. Se ha utilizado para analizar las prestaciones de la m�aquina en cuanto aparalelizaci�on cuando no se vectoriza.� Un m�etodo de Jacobi usando la ordenaci�on par-impar y BLAS 1 (PIB1), reali-zando las actualizaciones con drot y posteriormente los movimientos de datospor medio de la rutina dswap, lo que producir�a un empeoramiento de las presta-ciones, haciendo que no se obtengan las que se muestran en la tabla 3.2.1.� Un m�etodo de Jacobi usando la ordenaci�on c��clica por �las y BLAS 1 (FIB1)para explotar las posibilidades de paralelizaci�on y vectorizaci�on, cuando se dejaesta tarea al compilador. S�olo usar�a la rutina drot de BLAS 1, no habiendointercambio de datos.� Un m�etodo de Jacobi usando la ordenaci�on par-impar utilizando BLAS 1 en cadaprocesador de manera individual y balanceando la carga en la actualizaci�on dela matriz (PIBB1).� Un m�etodo de Jacobi usando la ordenaci�on par-impar utilizando BLAS 1 en cadaprocesador de manera individual y distribuyendo el trabajo a los procesadores enla actualizaci�on de la matriz asignando los pares de �las o columnas c��clicamente(PICB1).Explicaremos de una manera m�as detallada la distribuci�on del trabajo entre losprocesadores cuando se balancea la carga y cuando se distribuyen los datos c��clicamente.3.2.1 Balanceo de la cargaEste es el m�etodo de distribuci�on del trabajo utilizado en PI y PIBB1.Cada barrido tiene el esquema:



86 INTRODUCCIONAlgoritmo 3.2.1 Esquema de un barrido en el m�etodo de Jacobi con ordenaci�on par-impar. PARA i = 1; 2; : : : ; n2calcular rotaciones imparespremultipicar por las rotaciones imparespostmultiplicar por rotaciones imparescalcular rotaciones parespremultipicar por las rotaciones parespostmultiplicar por rotaciones paresFINPARAEn el c�alculo de rotaciones impares hay que calcular n2 rotaciones, calculando cadaprocesador n2p rotaciones, si suponemos que n es m�ultiplo de 2p y siendo p el n�umerode procesadores.Para la premultiplicaci�on por las rotaciones impares se supone la matriz dividida enpares de �las consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente a n2ppares de �las (los elementos de la parte triangular inferior), asign�andose al procesadorPi (numeraremos los procesadores de 0 a p� 1 y los pares de �las consecutivas de 0 an2 � 1) los pares de �las del i n4p al (i + 1) n4p � 1 y del n2 � (i+ 1) n4p al n2 � i n4p � 1, talcomo se muestra el la �gura 3.2.1, donde se muestra una matriz de tama~no 32� 32 (laparte triangular inferior) agrupando las �las por pares, y suponemos que se dispone de4 procesadores, con lo que a cada procesador le corresponden 4 pares de �las.Para la postmultiplicaci�on por las rotaciones impares se supone la matriz divididaen pares de columnas consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo corres-pondiente a n2p pares de columnas (los elementos de la parte triangular inferior),asign�andose al procesador Pi los pares de columnas del i n4p al (i + 1) n4p � 1 y deln2 � (i+ 1) n4p al n2 � i n4p � 1.De esta manera, la actualizaci�on de la matriz en los pasos impares est�a balanceada,necesit�andose sincronizaci�on despu�es de cada uno de los tres procedimientos del paso,pero trabajando los procesadores en cada paso de manera independiente al trabajarcon datos independientes.En el c�alculo de las rotaciones pares un procesador calcula una rotaci�on menos quelos dem�as, al tener que anularse n2 � 1 elementos.Del mismo modo, la premultiplicaci�on y la postmultiplicaci�on por las matrices derotaci�on tampoco estar�a totalmente balanceada.Para la premultiplicaci�on por las rotaciones pares se supone la matriz dividida enpares de �las consecutivas, tal como en los pasos impares pero habiendo en este cason2 �1 pares de �las, y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente a n2p paresde �las (los elementos de la parte triangular inferior) salvo al procesador P0 al que sele asigna una menos.Para la postmultiplicaci�on por las rotaciones pares se supone la matriz dividida en



INTRODUCCION 87P0PPPP0P0PPPPP
PPPPP0112233112233Figura 3.2.1: Distribuci�on por balanceo de la cargapares de columnas consecutivas, tal como en los pasos impares pero habiendo en estecaso n2�1 pares de columnas, y se asigna a cada procesador el trabajo correspondiente an2p pares de columnas (los elementos de la parte triangular inferior) salvo al procesadorP0 al que se le asigna una menos.Despu�es de un paso hay que hacer un intercambio de �las y columnas entre �las ycolumnas correspondientes a los ��ndices de ese paso, pero estos intercambios consistenen la premultiplicaci�on y postmultiplicaci�on de la matriz resultado de la actualizaci�on(QAQt) por una matriz de permutaci�on P y su traspuesta.En PI se puede agrupar la actualizaci�on de A por la matriz de rotaciones Q y lapermutaci�on de �las y columnas multiplicando por P de la forma:P (QAQt)P t = (PQ)A(QtP t) (3.2.1)por lo que si se realiza la multiplicaci�on PQ antes de la actualizaci�on de A nos evitare-mos la parte de intercambios de �las y columnas en A [91]. Esta multiplicaci�on PQconsiste simplemente en considerar los bloques diagonales 2� 2 de la matriz Q (que esuna matriz con todos los elementos 0 salvo los que est�an en bloques diagonales 2 � 2correspondientes a las rotaciones de Givens) de la forma:



88 INTRODUCCION �s cc s ! (3.2.2)en vez de de la forma:  c s�s c ! (3.2.3)En PIBB1, al utilizarse la rutina drot en las actualizaciones, no se puede incluir elintercambio de �las y de columnas junto con las actualizaciones, por lo que despu�es decada llamada a drot habr�a una llamada a la rutina dswap para intercambiar las �laso columnas que se acaban de actualizar, habiendo en este caso un trabajo adicional alde actualizaci�on de la matriz, lo que no ocurre en PI.3.2.2 Distribuci�on c��clicaEs el m�etodo de distribuci�on del trabajo entre los procesadores usado en PICB1.En el paso impar la matriz se divide en pares de �las consecutivas y se asignaa cada procesador el trabajo correspondiente a n2p pares de �las (los elementos de laparte triangular inferior), asign�andose al procesador Pi los pares de �las i; i+p; i+2p; :::(�gura 3.2.2).Para la postmultiplicaci�on por las rotaciones impares se supone la matriz divididaen pares de columnas consecutivas y se asigna a cada procesador el trabajo corres-pondiente a n2p pares de columnas, asign�andose al procesador Pi los pares de columnasi; i+ p; i+ 2p; :::.De modo similar es la actualizaci�on en los pasos impares.3.2.3 Resultados experimentalesEn esta subsecci�on estudiaremos experimentalmente el comportamiento de los algorit-mos descritos (PI, PIB1, FIB1, PIBB1 y PICB1). Usaremos en todos los casos matricescon valores en doble precici�on entre -10 y 10 generados aleatoriamente. En todas lastablas se mostrar�an tiempos de ejecuci�on en segundos por barrido, ya que el n�umero debarridos necesarios para la convergencia es siempre el mismo y es del orden O(log2 n).En la tabla 3.2.4 se muestran los tiempos obtenidos con el algoritmo PI para distin-tos tama~nos de matriz y del sistema. Se muestra tambi�en la e�ciencia. Se observan unasbuenas prestaciones en cuanto a e�ciencia obtenida, siendo en algunos casos mayor que1 y teniendo valores alrededor de 0.98 con 2 procesadores, de 0.94 con 4 procesadoresy 0.85 con 8 procesadores, siendo normal que al aumentar el n�umero de procesadoresdisminuya la e�ciencia. Los tiempos de ejecuci�on no son muy buenos debido a que nose usa BLAS 1 ni se ha vectorizado el programa, por lo que los resultados de la tabla



INTRODUCCION 89P0PPPPPPPPPP
PPPPP31
1230120123023 Figura 3.2.2: Distribuci�on c��clica3.2.4 s�olo nos sirven para ver el comportamiento del sistema en cuanto a paralelizaci�ony compararlo con el comportamiento con los dem�as programas.En las tablas 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7 se muestran los resultados de tiempos de ejecuci�ony e�ciencias obtenidos con PIBB1, PICB1 y FIB1, respectivamente. En general se ob-serva un comportamiento m�as irregular que el obtenido con PI, debido al uso de BLAS1 (las rutinas drot y dswap en PIBB1 y PICB1, y la rutina drot en FIB1). Com-parando los tiempos obtenidos en un procesador con PI y FIB1 (tablas 3.2.4 y 3.2.7)observamos que el uso de BLAS 1 produce una gran mejora en el tiempo de ejecuci�ondebido al uso e�ciente de los recursos de la m�aquina, entre ellos la vectorizaci�on, siendoFIB1 alrededor de 7 veces m�as r�apido que PI en un procesador, pero se observa quemientras que con PI se obtienen buenas e�ciencias con FIB1 estas son muy bajas,principalmente al aumentar el n�umero de procesadores. Comparando PI con PIBB1y PICB1 se observa tambi�en una reducci�on en el tiempo de ejecuci�on, pero en estecaso los programas PIBB1 y PICB1 llegan a ser s�olo aproximadamente 3 veces m�asr�apidos que PI en un procesador, pero hay que tener en cuenta que en este caso seest�an creando procesos con la llamada concurrent call para llevar a cabo cada unode los 6 procedimientos en cada paso del barrido, y que tras las actualizaciones sehace un intercambio de �las y de columnas, lo cual es bastante costoso en este tipode sistemas, produciendo un tiempo de ejecuci�on adicional que puede ser importante.



90 INTRODUCCIONtiempos eficienciaprocesadores 1 2 4 8 2 4 8128 17:51 8:65 4:22 2:50 1:01 1:05 0:87192 59:26 30:25 15:18 7:65 0:97 0:97 0:96256 140:88 71:43 36:89 19:65 0:98 0:95 0:89320 276:97 139:32 72:87 39:68 0:99 0:95 0:87384 488:01 252:02 127:03 70:03 0:96 0:96 0:87448 773:54 398:51 206:40 113:31 0:97 0:93 0:85512 1190:47 606:77 321:38 183:42 0:98 0:92 0:81576 1658:82 846:82 443:80 248:83 0:97 0:93 0:83640 2282:27 1168:21 625:31 347:11 0:97 0:91 0:82Tabla 3.2.4: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos y e�ciencia, con PI.En cuanto a la e�ciencia, se observa que con FIB1 se obtienen unas e�ciencias muypobres al paralelizarse s�olo a nivel de las llamadas a drot, en las que se paraleliza yvectoriza, y adem�as se obtiene la mayor e�ciencia en un punto concreto (alrededor detama~no de la matriz 384) y a partir de ah�� la e�ciencia vuelve a caer, lo que puedeser debido a que el trabajo con unos ciertos tama~nos de matriz permita a BLAS hacerun mejor uso de la cach�e. Tambi�en se observa una gran reducci�on en la e�ciencia alutilizar 8 procesadores, lo que se corresponde con el mal funcionamiento de drot alaumentar el tama~no del sistema, lo que se hab��a mostrado en las tablas 3.2.2 y 3.2.3.En cualquier caso, no se pueden extrapolar los resultados obtenidos con drot a losm�etodos de Jacobi que estamos estudiando, ya que en la tabla 3.2.1 mostr�abamos losM
ops obtenidos con unos tama~nos de vector �jos y estando los datos almacenados enposiciones contiguas de memoria, pero en los m�etodos de Jacobi, en cada paso de unbarrido tenemos 3 procedimientos, uno de ellos es de c�alculo de rotaciones, donde nose usa BLAS, otro es de actualizaci�on de la matriz premultiplicando por las rotacionesobtenidas, lo que se hace sobre vectores almacenados en posiciones contiguas de me-moria, pero de tama~nos variables, teniendo vectores desde tama~no 2 hasta n� 2, y enel procedimiento de actualizaci�on de la matriz postmultiplicando se trabaja sobre vec-tores de distinto tama~no y adem�as almacenados en posiciones no contiguas de memoria(siendo la distancia entre dos elementos consecutivos de un vector de n posiciones dememoria). En la tabla 3.2.8 se muestran los M
ops obtenidos con PICB1, que es elmejor algoritmo de los que usa BLAS. Si comparamos con la tabla 3.2.1 se observanunas prestaciones mucho peores que las que se obtienen con drot, lo que es debido a loque hemos mencionado adem�as de al movimiento de datos en memoria usando dswapen PICB1. Adem�as, en PICB1 se produce una gran reducci�on en las prestaciones alaumentar el tama~no de la matriz y del sistema debido a que la carga no est�a total-mente balanceada entre los procesadores, y este desbalanceo se nota m�as al aumentar



INTRODUCCION 91los tama~nos. tiempos eficienciaprocesadores 1 2 4 8 2 4 8128 5:83 2:32 1:53 0:66 1:25 0:95 1:10192 17:52 8:93 5:41 3:11 0:98 0:80 0:70256 39:94 20:08 12:39 8:18 0:99 0:80 0:61320 76:18 39:57 23:26 15:77 0:96 0:81 0:60384 132:04 69:04 45:04 33:03 0:95 0:73 0:49448 216:33 130:89 76:37 50:56 0:82 0:70 0:53512 410:39 233:34 158:47 127:38 0:87 0:64 0:40576 488:82 256:82 193:81 121:83 0:87 0:57 0:46640 751:26 382:64 272:80 220:10 0:98 0:68 0:42Tabla 3.2.5: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos y e�ciencia, con PIBB1.tiempos eficienciaprocesadores 1 2 4 8 2 4 8128 5:83 2:32 1:56 0:67 1:25 0:93 1:08192 17:54 8:93 4:56 3:29 0:98 0:96 0:66256 39:95 20:12 11:81 7:38 0:99 0:84 0:67320 76:11 39:64 23:13 15:79 0:96 0:82 0:60384 132:22 77:63 41:15 27:56 0:85 0:80 0:59448 221:15 118:66 81:30 50:02 0:93 0:68 0:55512 414:56 226:35 145:99 110:04 0:91 0:70 0:47576 545:80 252:48 148:17 122:74 1:08 0:92 0:55640 714:04 354:53 208:35 160:45 1:00 0:85 0:55Tabla 3.2.6: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos y e�ciencia, con PICB1.Comparando los tiempos de ejecuci�on obtenidos con PIBB1 y PICB1 (tablas 3.2.5y 3.2.6) se observa que, aunque en PIBB1 el trabajo est�a m�as balanceado que en PICB1,en este �ultimo los tama~nos de los vectores con los que trabajan los procesadores en lasactualizaciones de la matriz son m�as uniformes, lo que produce un uso m�as equilibradode BLAS 1 obteni�endose mejores tiempos de ejecuci�on generalmente, y principalmentecuando se aumenta el tama~no del sistema.En la tabla 3.2.9 se muestran los cocientes entre los tiempos de ejecuci�on obtenidoscon PIBB1 y PICB1 y los obtenidos con FIB1 (PIBB1/FIB1 y PICB1/FIB1), indicandoun valor mayor que 1 que FIB1 tiene mejor tiempo de ejecuci�on y un valor menorque 1 que tiene peor tiempo de ejecuci�on. Se muestran tambi�en los cocientes medios



92 INTRODUCCIONtiempos eficienciaprocesadores 1 2 4 8 2 4 8128 3:15 2:27 2:32 2:32 0:69 0:23 0:16192 11:82 8:06 5:61 5:65 0:73 0:52 0:26256 26:34 16:50 11:80 11:18 0:79 0:55 0:29320 49:32 30:93 22:41 19:85 0:79 0:55 0:31384 107:01 51:04 37:04 32:04 1:04 0:72 0:41448 152:01 94:27 59:39 50:23 0:80 0:63 0:37512 280:11 192:97 160:89 155:58 0:72 0:43 0:22576 222:79 248:77 170:80 209:75 0:44 0:32 0:13640 317:87 311:07 249:97 197:27 0:51 0:31 0:20Tabla 3.2.7: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos y e�ciencia, con FIB1.
procesadores 1 2 4 8128 1:07 2:71 4:03 9:39192 1:21 2:37 4:65 6:45256 1:25 2:50 4:26 6:82320 1:29 2:47 4:25 6:22384 1:28 2:18 4:12 6:16448 1:21 2:27 3:31 5:39512 0:97 1:77 2:75 3:65576 1:05 2:27 3:86 4:67640 1:10 2:21 3:77 4:90Tabla 3.2.8: M
ops con PICB1.



INTRODUCCION 93obtenidos para cada tama~no del sistema y de la matriz, y se marca en cada caso lamejor de las medias obtenidas, correspondiendo �esta en la gran mayor��a de los casos aPICB1/FIB1. Se observa que los mejores tiempos de ejecuci�on se obtienen con PIBB1y PICB1, con lo que podemos concluir que en algunos casos es preferible, para obtenermejores tiempos de ejecuci�on en un Multiprocesador, paralelizar dividiendo el trabajoentre los procesadores y utilizar BLAS 1 en cada procesador en vez de dejar todoel trabajo de paralelizaci�on y vectorizaci�on a BLAS 1. Adem�as, y tal como ya hemosdicho, algunas veces es preferible no balancear perfectamente la carga en la distribuci�onde los datos entre los procesadores sino que permitiendo un ligero desbalanceo de lacarga que permita un uso m�as equilibrado de BLAS se pueden obtener mejores tiemposde ejecuci�on (el cociente correspondiente a PICB1 es menor que el correspondiente aPIBB1 en la tabla 3.2.9 en la mayor��a de los casos).PIBB1/FIB1 PICB1/FIB1procesadores 2 4 8 media 2 4 8 media128 1.02 0.65 0.28 0.65 1.02 0.67 0.28 0.66192 1.10 0.96 0.55 0.87 1.10 0.81 0.58 0.83256 1.21 1.05 0.73 1.00 1.21 1.00 0.66 0.96320 1.27 1.03 0.79 1.03 1.28 1.03 0.79 1.03384 1.35 1.21 1.03 1.19 1.52 1.11 0.86 1.16448 1.38 1.28 1.00 1.22 1.25 1.36 0.99 1.20512 1.20 0.98 1.03 1.07 1.17 0.90 0.70 0.93576 1.03 1.13 0.58 0.92 1.01 0.86 0.58 0.82640 1.23 1.09 1.11 1.14 1.13 0.83 0.81 0.93media 1.19 1.04 0.79 1.00 1.18 0.96 0.70 0.95Tabla 3.2.9: Cocientes entre los tiempos de ejecuci�on obtenidos con PIBB1 y PICB1 ylos obtenidos con FIB1.Finalmente, en la tabla 3.2.10 mostramos los tiempos de ejecuci�on por barrido ylas e�ciencias obtenidas con PIB1. Comparando los resultados de las tablas 3.2.7 y3.2.10 observamos que los tiempos de ejecuci�on son mucho mejores con FIB1 que conPIB1, a pesar de dejar en los dos casos la explotaci�on del paralelismo del sistema enel BLAS 1. Esto se explica porque con PIB1, despu�es de cada llamada a la rutinadrot, se utiliza la rutina dswap para intercambiar las �las o columnas que se acabande actualizar. Esto explica tambi�en la ventaja tan reducida que se obtiene con PICB1al compararlo con FIB1 (tabla 3.2.9), ya que en FIB1 no se realiza el intercambio dedatos que se lleva a cabo en PIB1 y PICB1.



94 INTRODUCCIONtiempos eficienciaprocesadores 1 2 4 8 2 4 8128 4:96 3:16 2:25 2:26 0:78 0:55 0:27192 16:15 10:14 7:99 7:15 0:80 0:51 0:28256 37:63 22:86 16:79 14:22 0:82 0:56 0:33320 77:88 43:00 31:54 27:52 0:91 0:62 0:35384 143:26 87:29 54:25 58:06 0:82 0:66 0:31448 205:58 154:93 91:30 88:03 0:66 0:56 0:29512 404:83 264:56 224:41 245:96 0:77 0:45 0:21576 505:24 328:32 224:15 334:66 0:77 0:56 0:19640 694:08 451:60 354:03 290:11 0:77 0:49 0:30Tabla 3.2.10: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos y e�ciencia, con PIB1.3.3 Uso de BLAS 3En esta secci�on estudiaremos la utilizaci�on del m�etodo de Jacobi por bloques para lasoluci�on del Problema Sim�etrico de Valores Propios, que se estudi�o en el cap��tulo 1, enel Multiprocesador Alliant FX/80. Las implementaciones que se estudiar�an son:� Un m�etodo que deja la explotaci�on de las caracter��sticas del sistema en BLAS 3(B3). Que es el m�etodo secuencial estudiado cuando se deja la tarea de explotarel paralelismo y la vectorizaci�on a BLAS 3.� Un m�etodo que divide el trabajo entre los procesadores de manera c��clica y usaBLAS 3 en cada procesador (B3C).� Un m�etodo que divide el trabajo entre los procesadores balanceando la carga ycon bloques adyacentes y usa BLAS 3 en cada procesador (B3B).� Un m�etodo que divide el trabajo entre los procesadores balanceando la carga yde manera c��clica y usa BLAS 3 en cada procesador (B3CB).� Un m�etodo que divide el trabajo ente los procesadores balanceando la carga demanera c��clica y que trabaja con la parte triangular inferior de la matriz utilizandola parte triangular superior como auxiliar para evitar copias de datos (B3M).El esquema b�asico de todos los m�etodos es el algoritmo que se muestra en el cap��tulo1. Este algoritmo trabaja por bloques generando los bloques a tratar con la ordenaci�onpar-impar (por lo que las ideas de la secci�on anterior se pueden aplicar en este caso siconsideramos cada bloque como un elemento de la matriz de bloques) y anulando loselementos de cada bloque con una ordenaci�on c��clica por �las.



INTRODUCCION 95Compararemos el algoritmo por bloques dejando la explotaci�on del paralelismo aBLAS 3 (B3) con otros m�etodos en los que se explota el paralelismo por divisi�on deltrabajo entre los procesadores y haciendo llamadas a la rutina dgemm de BLAS 3 encada procesador (B3C, B3B, B3CB y B3M).Los m�etodos en los que se divide el trabajo entre los procesadores se diferencianen la forma en que se realiza esta divisi�on. El trabajo se divide en B3C asignandoa los procesadores pares de �las (o columnas) de bloques de forma c��clica, tal comose muestra en la �gura 3.2.2 para BLAS 1. En B3B se divide balanceando la cargaasignando a cada procesador una serie de �las (o columnas) consecutivas de la mitadsuperior de la matriz y otra de la mitad inferior, tal como se muestra en 3.2.1 para BLAS1. De esta manera, en B3C se consigue una buena distribuci�on en cuanto al trabajocon BLAS 3, al hacerse las actualizaciones sobre matrices de tama~nos similares, peroesto es a costa de un desequilibrio de la carga; mientras en B3B tenemos un mejorbalanceo de la carga pero hay una mayor diferencia en los tama~nos de matrices queactualiza cada procesador, lo que puede producir un uso m�as desequilibrado de BLAS3. Para buscar un punto intermedio entre B3C y B3B se puede utilizar una distribuci�onc��clica balanceada (B3CB) dividiendo la matriz en dos partes, la superior formada porla primera mitad de �las (o columnas) de bloques y la inferior formada por la segundamitad; de esta forma se asignan a los procesadores pares de �las de bloques de manerac��clica siguiendo el orden P0, P1, ..., Pp�1 en la parte superior y el orden Pp�1, Pp�2, ...,P0 en la parte inferior. En B3M se utiliza la misma divisi�on del trabajo que en B3CB yse utiliza la parte triangular superior de la matriz como auxiliar para evitar las copiasque hay que hacer con dcopy (BLAS 1) tras cada llamada a dgemm (BLAS 3) al nopermitir esta �ultima rutina sobreescribir la matriz que se est�a actualizando.3.3.1 Prestaciones de BLAS 3En esta subsecci�on analizaremos las prestaciones que se pueden obtener con la ru-tina dgemm de BLAS 3 ya que con esta rutina se actualiza la matriz, siendo esta laparte del algoritmo que ocasiona que tengamos un coste de 4n3 por barrido. La ru-tina dgemm multiplica dos matrices dando como resultado una tercera, no pudiendoutilizarse como zona de almacenamiento en la memoria para la matriz resultado zonasocupadas por las matrices a multiplicar, lo que producir�a que en la mayor��a de losalgoritmos implementados que una llamada a dgemm sea seguida de una copia (conllamadas a drot) de la matriz resultado sobre una de las matrices a multiplicar.En la tabla 3.3.1 se muestran los M
ops obtenidos con dgemm con distinto n�umerode procesadores (se deja la explotaci�on del paralelismo a BLAS 3) y con distintostama~nos de matrices (en esta tabla y en las 3.3.2 y 3.3.3 cada �la corresponde a M
opsobtenidos al multiplicar matrices de tama~nos los que se indica en la primera columnade la tabla). Se observa que se obtienen buenas e�ciencias, principalmente al aumentarel tama~no de las matrices que se multiplican. Pero el algoritmo por bloques presenta



96 INTRODUCCIONun par de inconvenientes:1. La rutina dgemm no nos permite sobreescribir la matriz que estamos actuali-zando, por lo que en la mayor��a de los m�etodos que estudiamos se necesitar�a deuna copia de datos usando dcopy tras cada llamada a dgemm, lo que producir�auna reducci�on en las prestaciones que podemos esperar. En la tabla 3.3.2 semuestran los M
ops obtenidos cuando tras la llamada a dgemm se realiza unacopia de la matriz resultado realizando sucesivas llamadas a dcopy. Comparandolos resultados de esta tabla con los de la tabla 3.3.1 se puede observar la reducci�onen las prestaciones que hemos comentado.2. Al aumentar el tama~no de los subbloques aumenta el trabajo a realizar conBLAS 1 al hacerse los subbarridos para obtener las matrices de rotaciones sobresubbloques mayores, lo que har�a disminuir las prestaciones que se obtienen usandoBLAS 3. Por tanto, los resultados �optimos se obtendr�an normalmente contama~nos de bloque peque~nos (entre 8 y 32). Adem�as, los resultados que semuestran en la tabla 3.3.1 han sido obtenidos con matrices muy grandes, peroen la actualizaci�on de la matriz hay que actualizar bloques de tama~nos muy dife-rentes al actualizarse s�olo la parte triangular inferior. De este modo, resultadosm�as realistas de acuerdo a los tama~nos de matrices con los que se va a trabajarson los que se muestran en la tabla 3.3.3, donde podemos ver que los buenosresultados de e�ciencia que se obten��an en las tablas 3.3.1 y 3.3.2 se han reducidoconsiderablemente, por lo que puede ser aconsejable la divisi�on del trabajo entrelos procesadores y el uso de BLAS 3 en cada procesador.procesadores : 1 2 4 6 88� 8; 8 � 512 5:60 12:39 22:26 31:76 30:5816� 16; 16 � 256 7:39 15:13 36:65 35:17 71:1432� 32; 32 � 128 10:32 18:47 33:47 97:66 58:4764� 64; 64 � 64 10:05 19:97 47:51 62:42 100:86Tabla 3.3.1: M
ops con dgemm. Para distintos tama~nos de las dos matrices a multi-plicar.3.3.2 Resultados experimentalesEn esta subsecci�on analizaremos los resultados obtenidos con los distintos m�etodos porbloques implementados (B3, B3C, B3B, B3CB y B3M), compar�andolos entre s�� y conlos m�etodos que usan BLAS 1. Todos los resultados se han obtenido con matrices dereales de doble precisi�on generados aleatoriamente, y los programas se han hecho en el



INTRODUCCION 97procesadores : 1 2 4 6 88 � 8; 8 � 512 4:43 9:06 16:94 19:89 21:1516 � 16; 16 � 256 6:37 12:94 25:53 29:09 37:6232 � 32; 32 � 128 8:23 15:96 25:60 44:44 46:9064 � 64; 64 � 64 9:02 17:21 44:98 46:59 46:60Tabla 3.3.2: M
ops con dgemm seguido de copia de la matriz resultado usando dcopy.Para distintos tama~nos de las dos matrices a multiplicar.
procesadores : 1 2 4 6 88 � 8; 8 � 8 1:45 1:77 1:95 1:95 2:058 � 8; 8 � 32 2:87 4:02 5:11 6:18 6:238 � 8; 8 � 128 3:58 6:75 10:60 12:71 16:308 � 8; 8 � 512 4:43 9:06 16:98 19:89 21:1516 � 16; 16 � 8 2:95 3:90 4:51 4:65 4:7316 � 16; 16 � 32 5:08 8:12 11:38 12:37 13:7816 � 16; 16 � 128 5:99 11:84 22:37 24:56 35:9516 � 16; 16 � 512 6:17 13:31 26:25 30:79 33:0432 � 32; 32 � 8 5:05 7:23 9:61 9:21 9:5232 � 32; 32 � 32 7:53 12:13 17:93 24:20 29:7932 � 32; 32 � 128 8:23 15:96 25:60 44:44 46:9032 � 32; 32 � 512 8:25 19:49 30:98 71:39 46:08Tabla 3.3.3: M
ops con dgemm seguido de copia de la matriz resultado usando dcopy.Para distintos tama~nos de las dos matrices a multiplicar.



98 INTRODUCCIONlenguaje C. Los tiempos que se mostrar�an ser�an en todos los casos tiempos en segundosy por barrido, ya que el n�umero de barridos es en todos los casos del orden de log2 n.Los resultados se han obtenido con tama~nos de matriz desde 128 a 640 y variando eltama~no de 64 en 64, y para tama~nos de bloque 8, 16, 24, 32, ..., siempre que el tama~node la matriz fuera m�ultiplo del tama~no del bloque. En las tablas no se mostrar�an todoslos resultados debido a la gran cantidad de datos que se han generado, sino que sepresentar�an los m�as signi�cativos.En la tabla 3.3.4 se muestran los tiempos de ejecuci�on obtenidos cuando se dejala explotaci�on del paralelismo exclusivamente a BLAS 3 (B3). Se representan tiemposde ejecuci�on para 1, 2, 4, 6 y 8 procesadores , tama~nos de matriz 256, 384, 512 y 640y diversos tama~nos de bloque. Se marcan los tiempos �optimos obtenidos para cadan�umero de procesadores y tama~no de matriz. Observando esta tabla se pueden sacaralgunas conclusiones:1. En cuanto al tama~no de bloque �optimo, este est�a en todos los casos entre 16y 32, aumentando al aumentar el tama~no de la matriz. Adem�as, los tiemposde ejecuci�on cuando se toman tama~nos de bloque cercanos al �optimo son muyparecidos.2. Se observa que al aumentar el n�umero de procesadores disminuye en general eltiempo de ejecuci�on, aunque las e�ciencias que se obtienen son muy bajas (talcomo pasaba cuando se dejaba la explotaci�on del paralelismo a BLAS 1, tabla3.2.7), debido a la pobre utilizaci�on de los recursos del sistema que se hace cuandose deja todo el trabajo a BLAS 3.3. Comparando los resultados con los de la tabla 3.2.7 observamos que se obtieneuna reducci�on en el tiempo de ejecuci�on usando BLAS 3 en vez de BLAS 1 alaumentar el tama~no de la matriz (tama~nos mayores que 256) y que esta reducci�onaumenta al aumentar el tama~no de la matriz.En las tablas 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.7 se muestran los tiempos de ejecuci�on obtenidoscon los programas B3C, B3B y B3CB, respectivamente, para los mismos tama~nos desistema y matriz mostrados en la tabla 3.3.4.Algunas conclusiones que se pueden sacar observando las tablas y comparando conla tabla 3.3.4 son:1. En cuanto al tama~no de bloque �optimo, es en casi todos los casos 16, aumentandoal aumentar el tama~no de la matriz. En este caso el tama~no de bloque �optimo esmenor que con B3. Adem�as, los tiempos de ejecuci�on cuando se toman tama~nosde bloque cercanos al �optimo son muy parecidos, tal como ocurr��a con B3.2. Las e�ciencias que se obtienen est�an lejos de ser �optimas pero son mucho mayoresque las que se obten��an con B3, lo que produce que, aunque los tiempos de



INTRODUCCION 991 procesadorbloque: 8 16 32 64256 23.56 20.61 22.78 30.90384 70.01 57.81 59.97 76.66512 154.20 121.41 123.22 152.16640 281.29 215.63 213.90 253.132 procesadoresbloque: 8 16 32 64256 18.56 15.94 16.96 20.71384 53.02 43.28 42.21 50.95512 111.21 86.06 82.42 95.63640 198.27 149.70 140.37 158.764 procesadoresbloque: 8 16 32 64256 16.56 14.67 14.11 16.85384 44.00 35.38 33.53 38.59512 90.20 69.25 64.18 70.46640 158.28 115.50 105.93 114.726 procesadoresbloque: 8 16 32 64256 15.56 12.38 12.67 15.09384 41.01 31.81 30.47 33.69512 84.21 62.53 59.43 65.08640 148.25 105.72 97.18 104.228 procesadoresbloque: 8 16 32 64256 15.57 13.42 13.59 15.08384 41.04 32.17 30.60 33.59512 82.21 62.12 56.82 61.32640 142.25 102.23 93.02 98.53Tabla 3.3.4: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos de B3.



100 INTRODUCCIONejecuci�on en un procesador son muy parecidos con los cuatro programas debidoa que se basan todos en el mismo algoritmo, se obtenga una gran reducci�on en eltiempo de ejecuci�on usando la t�ecnica de utilizaci�on de BLAS 3 en cada procesa-dor de manera individual, aumentando esta reducci�on al aumentar el n�umero deprocesadores y lleg�andose a obtener programas entre dos y tres veces m�as r�apidoscon ocho procesadores.3. El mejor de los tres m�etodos parece B3CB (dividir de manera c��clica y balan-ceando), pero las diferencias no son muy grandes por lo que no se pueden obtenerconclusiones de�nitivas.Para analizar con m�as detalle c�omo evoluciona el tama~no de bloque �optimo, repre-sentamos este tama~no en la tabla 3.3.8 para los distintos tama~nos de matriz con quese ha experimentado, 2, 4, 6 y 8 procesadores y los programas B3, B3C, B3B y B3CB.Se pueden hacer los siguientes comentarios:1. El uso que BLAS 3 hace de la jerarqu��a de memorias hace que el tama~no debloque �optimo no evolucione uniformemente con el tama~no de la matriz. Esto seobserva principalmente con B3.2. En B3 los tama~nos de bloque �optimo son casi siempre 32 �o 64, a pesar de haberexperimentado con tama~nos que no son potencias de 2. Este comportamientodebe ser ocasionado por el uso que de la memoria hace BLAS.3. En los programas B3C, B3B y B3CB se observa que el aumento del tama~no dela matriz produce un ligero aumento en el tama~no de bloque �optimo, y que unaumento en el n�umero de procesadores produce una disminuci�on en el tama~node bloque �optimo, aunque se puede considerar que un tama~no de bloque de 16puede ser el adecuado.Para comparar los m�etodos por bloques presentados (B3, B3C, B3B y B3CB)mostramos en la tabla 3.3.9 los cocientes de los tiempos de ejecuci�on obtenidos conB3C, B3B y B3CB con relaci�on a los obtenidos con B3, utilizando siempre el tama~node bloque �optimo. Un valor mayor de 1 indicar��a que B3 es mejor que el m�etodo conel que se est�a comparando. Se observa que los m�etodos que se basan en llamadas adgemm en cada procesador son claramente mejores que B3 al ser todos los valoresde la tabla menores que 1. Los m�etodos con balanceo de la carga (B3B y B3CB)son algo mejores que el que utiliza una distribuci�on c��clica, pero no se encuentra unadiferenciaci�on clara entre ellos. En la tabla 3.3.10 se muestra la media de los cocientesde la tabla 3.3.9 para cada uno de los m�etodos y los distintos tama~nos de matriz, y en latabla 3.3.11 se hace lo mismo para los distintos n�umeros de procesadores. Los resultadosde estas tablas con�rman las apreciaciones que hemos hecho sobre la comparaci�on deB3C, B3B y B3CB. Se observa que al aumentar el tama~no de las matrices la ganancia



INTRODUCCION 1011 procesadorbloque: 8 16 24 32 40 48256 25.25 22.01 23.97384 71.32 58.88 59.27 61.60 68.86512 153.97 121.72 124.29640 285.32 218.64 217.00 229.232 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 13.41 11.75 14.27384 37.67 31.91 33.15 34.82 41.60512 80.58 65.43 69.43640 149.30 116.58 119.70 129.334 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 7.48 6.70 8.35384 20.82 18.99 19.74 24.26 25.97512 44.87 36.63 41.22640 83.72 66.18 75.31 78.306 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 5.50 6.20 8.33384 15.88 14.09 17.88 17.71 28.17512 34.97 30.08 38.94640 62.87 53.21 61.54 71.808 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 4.51 4.35 9.15384 13.90 13.21 13.51 17.63 27.22512 30.00 25.77 29.65640 52.89 44.60 55.17 55.32Tabla 3.3.5: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos de B3C.



102 INTRODUCCION1 procesadorbloque: 8 16 24 32 40 48256 24.25 21.16 23.23384 70.31 58.13 59.47 60.89 69.27512 154.95 121.74 120.95640 281.30 215.25 214.23 226.552 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 13.40 12.01 13.87384 36.66 31.02 32.05 34.69 39.74512 78.55 63.08 66.17640 148.23 114.22 118.82 124.354 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 7.47 7.20 9.40384 19.82 18.90 17.54 24.81 26.28512 43.85 35.32 38.93640 80.71 66.64 76.28 69.266 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 5.50 6.22 8.30384 13.87 12.31 17.80 17.33 25.90512 34.95 30.85 40.08640 64.86 53.13 55.40 73.138 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 3.51 3.95 8.77384 13.89 13.48 14.30 17.76 26.69512 26.99 21.70 28.76640 53.92 47.23 59.54 54.34Tabla 3.3.6: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos de B3B.



INTRODUCCION 1031 procesadorbloque: 8 16 24 32 40 48256 23.26 20.47 22.71384 69.32 57.57 58.60 60.69 68.72512 152.97 121.08 122.69640 287.29 215.44 213.33 226.792 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 13.41 12.10 14.00384 35.67 30.18 32.15 33.84 39.89512 80.58 64.25 67.02640 147.29 114.16 118.29 124.104 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 6.48 6.21 8.47384 18.83 18.00 16.89 24.21 25.69512 42.87 34.49 36.56640 80.73 65.62 75.78 68.176 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 5.50 6.25 8.32384 13.88 12.38 17.92 16.55 25.41512 33.96 30.53 39.40640 63.88 52.66 56.78 73.038 procesadoresbloque: 8 16 24 32 40 48256 3.51 3.98 8.80384 12.90 12.94 13.81 16.42 26.43512 27.01 22.09 29.44640 53.93 47.33 60.18 54.01Tabla 3.3.7: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos de B3CB.



104 INTRODUCCIONB3 B3C B3B B3CB2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8128 16 16 32 32 8 8 8 8 8 16 8 8 8 16 8 8192 64 64 64 64 16 24 8 8 16 24 8 8 16 24 16 8256 16 32 16 16 16 16 8 16 16 16 8 8 16 16 8 8320 64 64 64 64 16 16 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8384 32 32 32 32 16 16 16 16 16 24 16 16 16 24 16 8448 32 64 64 64 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16512 16 32 32 32 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16576 32 64 64 64 16 16 16 16 32 32 24 24 16 24 24 24640 32 32 32 32 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16Tabla 3.3.8: Tama~no de bloque �optimo con los diferentes algoritmos que trabajan porbloques.que se obtiene distribuyendo el trabajo disminuye, lo que es normal al hacer B3 unmejor uso de las caracter��sticas paralelas del sistema con mayor tama~no de matriz. Sinembargo, al aumentar el tama~no del sistema la ganancia que se obtiene distribuyendoel trabajo entre los procesadores es mayor, y tambi�en es mayor la mejora obtenida porbalanceo de la carga.Para obtener una versi�on m�as e�ciente modi�camos B3CB para obtener un m�etodoen el que se eviten las copias que se hacen en los m�etodos estudiados despu�es de cadallamada a dgemm. De este modo se puede obtener una reducci�on en el tiempo deejecuci�on; y usando la parte triangular superior de la matriz como auxiliar utiliz�andolacomo destino en las premultiplicaciones por matrices de rotaci�on y como origen (y laparte triangular inferior como destino) en las postmultiplicaciones se consigue adem�asun peque~no ahorro de memoria al no necesitar la memoria auxiliar donde se alma-cenaban los resultados de las multiplicaciones. Este m�etodo es el que hemos llamadoB3M, y su comportmiento es similar al de B3CB en cuanto a tama~no de bloque �optimo.Los tiempos de ejecuci�on por barrido de este m�etodo se muestran en la tabla 3.3.12,siendo estos tiempos los obtenidos con el tama~no de bloque �optimo. Comparando conla tabla 3.3.7 se observa una reducci�on en el tiempo de ejecuci�on con B3M, reducci�onque aumenta al aumentar el tama~no de las matrices y que se llega a situar alrededorde un diez por ciento.Comparamos las prestaciones de B3M con las de PICB1, mostrando en la tabla3.3.13 el cociente de los tiempos de B3M en relaci�on a los de PICB1. En esta tabla seobserva una mejora relativa de B3M respecto a PICB1 tanto al aumentar el tama~no dela matriz como el del sistema, lleg�andose a obtener que B3M es cerca de 4 veces m�asr�apido que PICB1 con tama~nos de matriz y de sistema grandes.



INTRODUCCION 1052 4 6 8B3C B3B B3CB B3C B3B B3CB B3C B3B B3CB B3C B3B B3CB128 0.59 0.59 0.59 0.35 0.21 0.21 0.35 0.35 0.35 0.36 0.36 0.36192 0.83 0.86 0.86 0.58 0.57 0.57 0.56 0.35 0.43 0.55 0.35 0.55256 0.73 0.75 0.75 0.47 0.51 0.44 0.44 0.44 0.44 0.33 0.26 0.26320 0.74 0.73 0.74 0.58 0.60 0.60 0.49 0.49 0.49 0.51 0.50 0.45384 0.75 0.73 0.71 0.56 0.52 0.53 0.46 0.40 0.40 0.43 0.44 0.42448 0.78 0.76 0.76 0.64 0.61 0.60 0.52 0.53 0.55 0.45 0.40 0.39512 0.75 0.77 0.74 0.57 0.55 0.53 0.50 0.51 0.51 0.45 0.38 0.38576 0.81 0.78 0.80 0.64 0.61 0.64 0.53 0.48 0.47 0.51 0.52 0.52640 0.82 0.81 0.81 0.62 0.62 0.61 0.54 0.54 0.54 0.47 0.50 0.50Tabla 3.3.9: Cocientes de los tiempos de ejecuci�on con los diferentes m�etodos condistribuci�on de trabajo entre los procesadores y B3.B3C B3B B3CB128 0.41 0.37 0.37192 0.63 0.53 0.60256 0.49 0.49 0.47320 0.58 0.58 0.57384 0.55 0.52 0.51448 0.59 0.57 0.57512 0.56 0.55 0.54576 0.62 0.59 0.60640 0.61 0.61 0.61total 0.56 0.53 0.54Tabla 3.3.10: Media de los cocientes de los tiempos de ejecuci�on con los diferentesm�etodos con distribuci�on de trabajo entre los procesadores y B3, para los distintostama~nos de matriz variando el n�umero de procesadores.



106 INTRODUCCIONB3C B3B B3CB2 0.75 0.75 0.754 0.55 0.53 0.526 0.48 0.45 0.468 0.45 0.41 0.42total 0.56 0.53 0.54Tabla 3.3.11: Media de los cocientes de los tiempos de ejecuci�on con los diferentesm�etodos con distribuci�on de trabajo entre los procesadores y B3, para los distintostama~nos del sistema variando el tama~no de la matriz.1 2 4 6 8128 4.64 1.58 0.63 0.60 0.43192 9.68 5.66 2.70 1.72 1.72256 20.00 11.41 5.00 5.50 3.51320 34.29 17.88 11.19 7.96 7.24384 54.06 28.43 16.41 11.53 10.91448 78.63 41.36 24.38 19.49 14.81512 111.26 57.61 31.06 25.84 18.42576 148.37 79.43 47.62 32.75 31.76640 195.80 102.08 57.97 46.25 39.84Tabla 3.3.12: Tiempos de ejecuci�on en segundos y por barrido con B3M.1 2 4 8128 0.79 0.68 0.40 0.64192 0.55 0.63 0.59 0.52256 0.50 0.56 0.42 0.47320 0.45 0.45 0.48 0.45384 0.40 0.36 0.39 0.39448 0.35 0.34 0.29 0.29512 0.26 0.25 0.21 0.16576 0.27 0.31 0.32 0.25640 0.27 0.28 0.27 0.24Tabla 3.3.13: Cociente de los tiempos de ejecuci�on de B3M entre PICBB1.



INTRODUCCION 107En la tabla 3.3.14 se muestran los M
ops obtenidos con B3M para distintostama~nos de matrices y de sistema y usando tama~no de bloque �optimo. Las presta-ciones son similares a las que se muestran en [48] para otros problemas de algebralineal. La ganancia respecto a PICB1 es mayor que la que se muestra en la tabla 3.3.13(comparar con la tabla 3.2.8) ya que los m�etodos que no trabajan por bloques tienenun coste por barrido de 3n3 
ops, y los que trabajan por bloques lo tienen de 4n3 
ops.1 2 4 6 8128 1.80 5.27 13.30 13.90 19.22192 2.92 4.99 10.45 16.45 16.39256 3.35 5.88 13.39 12.19 19.08320 3.82 7.32 11.71 16.45 18.08384 4.18 7.96 13.79 19.64 20.74448 4.57 8.69 14.74 18.44 24.27512 4.82 9.31 17.28 20.77 29.13576 5.15 9.62 16.05 23.33 24.06640 5.35 10.27 18.08 22.67 26.31Tabla 3.3.14: M
ops obtenidos con B3M con tama~no de bloque �optimo.3.4 Comparaci�on con LAPACKPuede ser interesante comparar los tiempos de ejecuci�on obtenidos con nuestros algo-ritmos con los que se obtienen utilizando las rutinas de LAPACK. Hay que tener encuenta que el coste de la rutina de LAPACK para calcular los valores propios de unamatriz sim�etrica es 43n3 +O(n2), por lo que los tiempos obtenidos con LAPACK ser�anclaramente mejores que los que se obtienen con el mejor de nuestros algoritmos (B3M).Por tanto, el an�alisis de los tiempos obtenidos con LAPACK y su comparaci�on conlos obtenidos con B3M ser�a interesante para comprobar si la paralelizaci�on que se hahecho en B3M es e�ciente.En la tabla 3.4.15 se muestran los tiempos de ejecuci�on (en segundos) cuando seobtienen los valores propios de una matriz densa, sim�etrica con valores reales, conn�umeros generados aleatoriamente entre -10 y 10, y con distinto n�umero de procesado-res. Y en la tabla 3.4.16 se muestran los tiempos de ejecuci�on cuando lo que se calculanson los valores y los vectores propios.En la tabla 3.4.17 mostramos los cocientes de los tiempos de ejecuci�on obtenidoscon B3M con un barrido y los obtenidos con LAPACK (tablas 3.3.12 y 3.4.15). Seobserva que el c�alculo de los valores propios con LAPACK es m�as r�apido que con B3M.Como para calcular los valores propios con B3M se necesitan entre 8 y 10 barridos (conlos tama~nos de matriz que hemos experimentado) y los cocientes de la tabla 3.4.17



108 INTRODUCCION1 2 4 6 8128 1.75 1.03 0.69 0.65 0.55192 4.54 2.64 1.70 1.58 1.31256 9.30 5.31 3.40 3.14 2.59320 16.81 9.48 5.96 5.47 4.41384 26.89 15.65 9.72 8.81 7.02448 42.35 24.09 14.89 13.44 10.69512 61.01 34.79 21.55 19.35 15.52576 85.54 48.40 29.93 26.79 21.62640 115.32 65.49 40.02 35.93 29.10Tabla 3.4.15: Tiempo de ejecuci�on, en segundos, en el c�alculo de valores propios usandoLAPACK.
1 2 4 6 8128 5.65 3.38 2.24 2.01 1.77192 17.86 10.33 6.65 5.68 4.85256 41.73 23.96 14.74 12.67 10.46320 80.42 46.28 27.58 23.11 19.82384 135.83 78.47 45.70 37.69 32.66448 218.72 124.21 73.77 60.81 51.84512 321.43 183.95 107.32 89.05 75.55576 456.62 262.34 152.42 123.22 107.99640 615.61 354.69 203.22 167.80 143.45Tabla 3.4.16: Tiempo de ejecuci�on, en segundos, en el c�alculo de valores y vectorespropios usando LAPACK.



INTRODUCCION 109est�an casi siempre entre 1.5 y 2, obtenemos que el c�alculo de los valores propios conB3M es entre 12 y 20 veces m�as lento que con LAPACK. El resultado no es extra~noteniendo en cuenta que el coste te�orico del algoritmo de LAPACK es 43n3 y el de B3Mes log n 3n3. Adem�as, en general, la ganancia que se obtiene con LAPACK respectoa B3M disminuye al aumentar el n�umero de procesadores, con lo se con�rma una delas principales ventajas del m�etodo de Jacobi, que es lo adecuado que es para obtenerbuenos rendimientos en paralelo. Adem�as, cuando se calculan los valores y los vectorespropios con LAPACK los tiempos de ejecuci�on son entre 3 y 5 veces los que se obtienecuando se calculan s�olo los valores propios (tablas 3.4.15 y 3.4.16), mientras que elc�alculo de los valores y vectores propios con algoritmos del tipo de Jacobi es algomenos que el doble de lento que el c�alculo de los valores propios (tablas 1.8.1 y 1.8.2),con lo que LAPACK es alrededor de 7 veces m�as r�apido que un algoritmo de Jacobidel tipo B3M en el c�alculo de los valores y vectores propios. Esto hace pensar quelos m�etodos tipo Jacobi pueden ser competitivos con otro tipo de algoritmos basadosen la reducci�on a forma tridiagonal en el caso en que la matriz est�e muy cercana a ladiagonal (en cuyo caso el n�umero de barridos necesarios en los m�etodos de Jacobi esmuy peque~no [1]) y en el caso en que se utilicen muchos procesadores.1 2 4 6 8128 2.65 1.22 0.91 0.92 0.78192 2.13 2.14 1.59 1.09 1.31256 2.15 2.15 1.47 1.75 1.36320 2.04 1.89 1.88 1.46 1.64384 2.01 1.82 1.69 1.31 1.55448 1.86 1.72 1.64 1.45 1.39512 1.82 1.66 1.47 1.34 1.19576 1.73 1.64 1.59 1.22 1.47640 1.70 1.56 1.45 1.29 1.37Tabla 3.4.17: Cociente entre los tiempos de ejecuci�on de un barrido de B3M, y el delc�alculo de los valores propios con LAPACK.3.5 ConclusionesEn este cap��tulo hemos estudiado m�etodos de Jacobi para el Problema Sim�etrico deValores Propios en el multiprocesador Alliant FX/80.Se han comparado m�etodos que trabajan por bloques con otros que no trabajanpor bloques, obteni�endose unos resultados muchomejores con los m�etodos que trabajanpor bloques cuando aumentan los tama~nos de las matrices y el n�umero de procesadores.



110 INTRODUCCIONEl m�etodo por bloques propuesto en el cap��tulo 1 para Monoprocesadores es v�alidotambi�en en Multiprocesadores con Memoria Compartida si se deja la explotaci�on delparalelismo a BLAS 3, pero en algunos casos se pueden obtener mejores prestacionesdividiendo el trabajo entre los procesadores y usando una versi�on secuencial de BLAS3 en cada procesador [31], por lo que se ha adecuado dicho m�etodo a las caracter��sticasdel Multiprocesador en estudio [6, 103, 104], obteniendo distintas versiones que sediferencian en la manera de distribuir el trabajo entre los procesadores (de forma c��clicaen B3C, balanceando el trabajo en B3B, y con una distribuci�on c��clica balanceada enB3CB) y siendo la versi�on m�as e�ciente de las implementadas aquella en la que seutiliza la parte triangular superior de la matriz como auxiliar para evitar copias dedatos tras el uso de la rutina dgemm de BLAS 3.Las prestaciones que se obtienen son similares a las obtenidas en [1, 48] con otrosproblemas de algebra lineal. En la comparaci�on con LAPACK se comprueba que elm�etodo de Jacobi es muy adecuado para programaci�on paralela, acerc�andose su tiempode ejecuci�on al de LAPACK al aumentar el n�umero de procesadores, y tambi�en cuandose calculan valores y vectores propios.El principal inconveniente con los m�etodos por bloques es que no sabemos a prioriel tama~no de bloque �optimo, aunque un tama~no de bloque peque~no (entre 8 y 32) dabuenos resultados, pareciendo lo m�as adecuado utilizar un tama~no de bloque alrededorde 16 cuando el tama~no de la matriz es grande.
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Cap��tulo 4ALGORITMOS DE JACOBI ENMULTICOMPUTADORESEn este cap��tulo analizaremos dos m�etodos de Jacobi en Multicomputadores, uno paratopolog��a de anillo y otro para topolog��a de malla. Estos m�etodos no explotan la si-metr��a, con lo que la m�axima e�ciencia te�orica que se puede alcanzar con ellos es del50%. El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la explotaci�on de la simetr��aen multicomputadores en m�etodos de Jacobi paralelos para el Problema Sim�etrico deValores Propios, por lo que este cap��tulo est�a dedicado a mostrar las t�ecnicas tradi-cionales en el dise~no de m�etodos de Jacobi en multicomputadores y a resaltar el incon-veniente principal de estas t�ecnicas tradicionales (la no explotaci�on de la simetr��a) paraen cap��tulos posteriores estudiar c�omo es posible solventar ese problema para obteneruna e�ciencia te�orica del 100%.4.1 Introducci�onEl m�etodo de Jacobi ha mostrado tener un alto grado de paralelismo intr��nseco, loque motiv�o que fuese utilizado en los primeros trabajos, de comienzos de los 70, sobrealgoritmos paralelos de c�alculo de valores propios o valores singulares [85]. Sin embargo,es a partir de principios de los ochenta [19] cuando empiezan a aparecer de maneraininterrumpida trabajos sobre el m�etodo de Jacobi en paralelo en multiprocesadorescon memoria distribuida o con memoria compartida y procesadores sist�olicos.Los diferentes m�etodos de Jacobi se diferencian en el orden en que se eligen loselementos no diagonales para anularlos.Como ya vimos en el cap��tulo 1, en el m�etodo cl�asico (algoritmo 1.1.1) se elige elelemento mayor en valor absoluto entre los no diagonales. Esto produce que el n�umerode anulaciones para que converja sea menor que en otros m�etodos, pero que cadaanulaci�on sea m�as costosa al tener que obtener previamente el mayor (en valor absoluto)de n(n�1)2 elementos. El m�etodo cl�asico parece poco apropiado para programaci�on109



110 INTRODUCCIONparalela, pues este m�aximo que se calcula antes de cada anulaci�on habr��a que calcularlotambi�en de forma distribuida con el consiguiente costo de las comunicaciones. Hay, sinembargo, algunos estudios sobre modi�caciones del m�etodo cl�asico que sugieren laposibilidad de hacerlo apropiado para multiprocesadores [69]. Adem�as, se sabe que elm�etodo cl�asico no es el mejor m�etodo secuencial.Por todo esto, parece m�as apropiado realizar sucesivos barridos de modo que encada barrido se anule una vez cada elemento no diagonal, con lo que en cada barridose realizar��an n(n�1)2 anulaciones. Cuando en un barrido se ha anulado un elementoen el siguiente barrido ese elemento puede volver a ser distinto de cero, con lo que esnecesario realizar m�ultiples barridos para que el m�etodo converja.Han sido propuestas multitud de ordenaciones para la elecci�on de los elementos aanular. Para algunas de ellas se ha demostrado la convergencia del m�etodo bajo ciertascondiciones [41, 42, 75, 77, 87], y para otras no. Algunas son m�as apropiadas que otraspara programaci�on en Memoria Distribuida o para una determinada topolog��a.Notaci�on:En el resto del trabajo nos referiremos a los algoritmos que se estudian por mediode la notaci�on que aqu�� se indica. El nombre de cada algoritmo estar�a formado por unm�aximo de 16 letras AaBbCcDdEeFfGgHh; siendo Aa=Ja, indicando que es un m�etodode Jacobi; Bb=Es �o Ge, indicando que se trata de un algoritmo para el Problemade Valores Propios Sim�etrico Est�andar o Generalizado, respectivamente; Cc=Se �oPa, indicando que se trata de un algoritmo Secuencial o Paralelo, respectivamente;Dd=Si �o Ns, indicando que se trata de un algoritmo que explota la Simetr��a o que Noexplota la simetr��a, respectivamente; Ee=Fi, Pi, Rr �o Eb, si el algoritmo es secuencial,indicando que usa la ordenaci�on por Filas, Par-impar, Round-robin, o de Eberlein,respectivamente; si el algoritmo es paralelo, Ee=An, Hi �o Ma, indica que es un algorit-mo para Anillo, Hipercubo o Malla, respectivamente; Ff=Co, Cu, An, Ma �o Pl, queel almacenamiento de los datos en los procesadores se hace por Columnas, submatricesCuadradas, Antidiagonales,Marcos o Plegaminento, respectivamente; y Gg=Pi, Rr �oEb, que se usa la ordenaci�on Par-impar, Round-robin, o de Eberlein, respectivamente.De este modo, los nombres de los algoritmos secuenciales constar�an de un m�aximo de10 letras: JaBbSeDdEe.Por �ultimo, estos nombres pueden contener en algunos casos otros dos caracteresal �nal (Ff en los algoritmos secuenciales y Hh en los paralelos) dando informaci�onadicional sobre las caracter��sticas del algoritmo, como puede ser B1 �o B3, que indicar�anque se est�a usando Blas 1 o Blas 3.Si en alg�un momento se var��a esta notaci�on se indicar�a en el lugar apropiado.



INTRODUCCION 1114.1.1 Nociones sobre la paralelizaci�on de m�etodos de JacobiPara analizar las posibilidades de paralelizaci�on de los m�etodos de Jacobi habr�a quedesglosar el algoritmo en los distintos procedimientos para determinar qu�e partes sepueden paralelizar y las necesidades de comunicaci�on.Un esquema del m�etodo utilizando una ordenaci�on c��clica podr��a ser el del algorit-mo 1.1.2.Para la paralelizaci�on del procedimiento de c�alculo de los par�ametros hay que teneren cuenta que dadas dos rotaciones de Givens Q1 y Q2 que anulan elementos aij, aks,de ��ndices disjuntos, fi; jgTfk; sg = ;, el c�alculo de sus par�ametros se puede hacer enparalelo puesto que dependen de elementos distintos de A.Tambi�en es posible explotar el paralelismo existente en los c�alculos asociados a lasactualizaciones de la matriz A, Al+1 = QlAlQtl. Por ejemplo, si n = 4 yQ1 = " Q̂1 00 I # ; Q2 = " I 00 Q̂2 # (4.1.1)donde Q̂1, y Q̂2 representan rotaciones de Givens a nivel 2� 2, entoncesQ1Q2 = Q2Q1 = " Q̂1 00 Q̂2 # : (4.1.2)La actualizaci�on de A mediante las correspondientes transformaciones de semejanzavendr��a dada por" Q̂1 00 Q̂2 # " A11 A12A21 A22 # " Q̂t1 00 Q̂t2 # = " Q̂1A11Q̂t1 Q̂1A12Q̂t2Q̂2A21Q̂t1 Q̂2A22Q̂t2 # : (4.1.3)Se observa que la premultiplicaci�on por Q̂i afecta s�olo a un par de �las y la post-multiplicaci�on por Q̂ti s�olo a un par de columnas. Por tanto, estos c�alculos puedenrealizarse en paralelo si la matriz A se distribuye de forma adecuada. Una posibilidades distribuir la matriz de manera que cada procesador contenga un par de columnas.Para la actualizaci�on de A hay que difundir los par�ametros de las rotaciones puestodos los procesadores necesitar�an de ellos para actualizar los elementos que contienende la matriz.Tambi�en se necesitar�a de un movimiento de datos entre los procesadores para ob-tener las sucesivas agrupaciones de datos que vendr�an determinadas por la ordenaci�onque se use y por el esquema de almacenamiento de los datos.4.2 En anilloLa ordenaci�on que utilizaremos para obtener un m�etodo de Jacobi paralelo en un anillode procesadores sin explotar la simetr��a ser�a la par-impar, aunque de manera similar



112 INTRODUCCIONse podr��an dise~nar algoritmos usando alguno de los otros �ordenes de Jacobi analizadosen el cap��tulo 1.Mostraremos la versi�on de la ordenaci�on par-impar que utilizamos, por medio de unejemplo con n = 8. Si partimos del conjunto inicial de pares f(0; 1); (2; 3); (4; 5); (6; 7)g,se formar�an los conjuntos de pares:k=1 f(0,1),(2,3),(4,5),(6,7)gk=2 f(0,3),(2,5),(4,7),[6,1]gk=3 f(0,5),(2,7),(4,6),(3,1)gk=4 f(0,7),(2,6),[4,3],(5,1)gk=5 f(0,6),(2,4),(5,3),(7,1)gk=6 f(0,4),[2,5],(7,3),(6,1)gk=7 f(0,2),(7,5),(6,3),(4,1)gk=8 f[0,7],(6,5),(4,3),(2,1)g (4.2.1)Si suponemos que se dispone de un anillo con 4 procesadores y que el procesadorPi (i = 0; : : : ; 3) contiene en cada paso las columnas correspondientes al i-�esimo pardel correspondiente conjunto de Jacobi, se necesitar�a s�olo comunicaci�on unidireccional.En cada barrido hay n pasos pues en los pasos impares se hacen n2 anulaciones y en lospares n2 � 1 (no se anulan los elementos correspondientes a pares entre corchetes).Un algoritmo general que permite calcular estos conjuntos en el caso en que n espar y p representa el n�umero de procesadores ser��a el siguiente. Denotamos por qi;j;k alvalor del j-�esimo elemento del i-�esimo par en la k-�esima iteraci�on, con i = 0; : : : ; n2 �1; j = 1; 2 y k = 1; : : : ; n; y suponemos que se conocen los valores correspondientes ak = 1; qi;j;1.Algoritmo 4.2.1 Generaci�on de ��ndices en la ordenaci�on par-impar.SI k = 1PARA i = 0; : : : ; n2 � 1qi;2;k+1 = q(i+1) mod p;2;kFINPARAEN OTRO CASO SI k = nPARA i = 0; : : : ; n2 � 1qi;1;k+1 = q(i+1) mod p;1;kFINPARAEN OTRO CASOPARA i = 0; : : : ; (n� k � 1) div 2� 1qi;2;k+1 = qi+1;2;kFINPARAq(n�k�1) div 2;2;k+1 = q(n�k�1) div 2+1;1;kPARA i = (n� k � 1) div 2 + 1; : : : ; n2 � 2qi;1;k+1 = qi+1;1;k



INTRODUCCION 113FINPARAqn2�1;1;k+1 = q0;2;kFINSIHay que hacer notar que el i-�esimo par de la k-�esima iteraci�on vendr��a dado por(qi;1;k; qi;2;k). Con este algoritmo s�olo se modi�ca un elemento de cada par, quedandolos elementos que no se modi�can con el mismo valor que ten��an en el paso anterior.Al acabar un barrido, k volver��a a tomar el valor uno.En el m�etodo de Jacobi secuencial para matrices sim�etricas se puede sacar provechode la simetr��a de la matriz actualizando s�olo la parte triangular superior obteni�endoseun coste de 3n3 
ops por barrido. Esto no es tan sencillo en m�etodos de Jacobi paralelos,en particular, con el esquema de distribuci�on de los datos por columnas (o por bloquesconsecutivos de columnas) se necesita de la actualizaci�on de toda la matriz y no s�olode la parte triangular superior o inferior, ya que elementos sim�etricos se encuentranen distintos procesadores. Por esto, la m�axima e�ciencia que se puede alcanzar en elc�alculo de los valores propios utilizando este esquema es del 50%, y en el c�alculo de losvalores y vectores propios del 66%.4.2.1 Esquema del algoritmoDistribuci�on de los datosSuponemos que se dispone de un sistema multiprocesador con una topolog��a de anillounidireccional constituido por p procesadores, numerados de 0 a p � 1, con p par. Lamatriz inicial, cuyos valores propios se quiere calcular, es de tama~no n�n con n par, yha sido designada como A y sus �las y columnas numeradas de 0 a n�1. Supondremosadem�as que n = 2bp siendo b un n�umero natural.Utilizaremos una distribuci�on de la matriz por bloques de dos columnasA = [A0; A1; : : : ; An2�1] (4.2.2)donde inicialmente cada bloque Ai contiene las columnas 2i y 2i + 1 de A, y est�acontenido en el procesador i div b.De este modo, el procesador Pi contiene b bloques numerados localmente desde 0a b� 1, que ser�an los bloques bi; bi+ 1; : : : ; b(i+ 1)� 1 de la matriz A.Dise~no del algoritmoPara la implementaci�on del algoritmo hay que tener en cuenta que se realizan barridos,anulando en cada barrido los elementos no diagonales, mientras no se alcance una cotadeterminada de off(A).Cada barrido constar�a de un n�umero �jo de pasos (con el m�etodo par-impar npasos) y, en cada paso, cada procesador tendr�a que calcular los par�ametros de las



114 INTRODUCCIONrotaciones asociadas a los pares correspondientes a las columnas que contiene, difundirdichos par�ametros a los dem�as procesadores, actualizar la parte de la matriz alma-cenada en el procesador y transferir columnas de manera que la distribuci�on de los��ndices corresponda al siguiente conjunto de pares de ��ndices de la ordenaci�on elegida(en este caso la par-impar). Adem�as, al �nal de cada barrido, todos los procesadoresintervendr�an en el c�alculo de off(A) para determinar si el m�etodo converge. Paracalcular el valor de off(A) cada procesador debe calcular la parte correspondiente alas columnas que contiene, y compararla con COTAp . Cuando en un procesador el valorlocal de off(A) es menor que COTAp , pone un testigo a 1 y lo env��a a trav�es del anillo.En otro caso el testigo se pone a 0. El algoritmo acaba cuando el testigo recorre dosveces el anillo conservando el valor 1.C�odigo del algoritmo paraleloSupongamos que se quiere calcular los valores propios y que tenemos los datos dis-tribuidos en los procesadores tal como hemos indicado. Es decir, el bloque Ai contienelas columnas 2i y 2i+1, y est�a situado en el procesador i div b. En todos los procesa-dores se ejecutar�a el mismo c�odigo.Algoritmo 4.2.2 Esquema del m�etodo de Jacobi en un anillo de procesadores, sinexplotar la simetr��a.EN PARALELO para r = 0; 1; : : : ; p� 1 en Pr:REPETIRPARA i = 1; : : : ; ncalcular rotaciones (i; r)difundir rotaciones (r)actualizar matriz (i; r)transferir columnas (r)FINPARAHASTA off(A) < COTALos procedimientos utilizados en este algoritmo tienen los siguientes signi�cados.Algoritmo 4.2.3 C�alcular rotaciones (i; r).SI i mod 2 = 1PARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par (br + j)-�esimoFINPARAEN OTRO CASOPARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par (br + j)-�esimo,tomando c = 1 y s = 0 para el par ((n� i) div 2)-�esimo



INTRODUCCION 115FINPARAFINSIAlgoritmo 4.2.4 Difundir rotaciones (r).PARA j = 1; : : : ; p� 1SI r mod 2 = 0enviar par�ametros a P(r�1) mod precibir par�ametros de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir par�ametros de P(r+1) mod penviar par�ametros a P(r�1) mod pFINSIFINPARASe puede observar que en el paso j = 1 cada procesador env��a los par�ametros queha calculado, y en los siguientes env��a los �ultimos que ha recibido. As��, despu�es dep� 1 pasos todos los procesadores disponen de los par�ametros de todas las rotaciones.Algoritmo 4.2.5 Actualizar matriz (i; r).PARA m = 0; : : : ; b� 1PARA q = 0; : : : ; n2 � 1" au0 au1av0 av1 # = " cq sq�sq cq # " au0 au1av0 av1 # " cbr+m �sbr+msbr+m cbr+m #FINPARAFINPARAEn este algoritmo llamamos (u; v) al par q-�esimo, que vendr�a determinado por elorden que se est�e usando (en este caso la ordenaci�on par-impar cuyos ��ndices determinael algoritmo 4.2.1), y denotamos a las dos columnas de cada bloque 2 � 2 como a:0 ya:1. Despu�es de cada actualizaci�on de la matriz (en paralelo) se har�a un movimientode columnas de acuerdo a la ordenaci�on par-impar que se est�a utilizando, con lo que,en cada paso, pares de columnas correspondientes a pares de ��ndices en la ordenaci�onestar�an en un mismo bloque de columnas, pero no realizamos un movimiento de �las,con lo que la posici�on que ocupan las �las correspondientes al par de ��ndices q-�esimovendr�a dada por (u; v). De este modo, si consideramos las columnas agrupadas enb bloques, cada uno de ellos de 2 columnas, y numerados en cada procesador de 0hasta b � 1, en el algoritmo 4.2.5 se utiliza el ��ndice m para recorrer los bloques depares de columnas, y q se utiliza para recorrer los n2 pares de ��ndices de la ordenaci�onen el paso i-�esimo, y obtener el par (u; v) de �las (y columnas) correspondientes a



116 INTRODUCCIONese par de ��ndices, con lo que la matriz 2 � 2 de columnas a:0 y a:1 en el bloque mse actualiza premultiplicando por los par�ametros correspondientes al q-�esimo par de��ndices y postmultiplicando por los correspondientes al par de ��ndices (br +m)-�esimo.Algoritmo 4.2.6 Transferir columnas (r).SI r mod 2 = 0enviar columna a P(r�1) mod precibir columna de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir columna de P(r+1) mod penviar columna a P(r�1) mod pFINSIAqu�� habr��a tambi�en transferencias de columnas entre bloques consecutivos, de-terminadas por el algoritmo de actualizaci�on de ��ndices (algoritmo 4.2.1), pero s�olo serealiza transferencia entre procesadores distintos cuando se trans�eren columnas delbloque cero de cada procesador.4.2.2 Costes te�oricosUsaremos el 
op (tiempo necesario para ejecutar una operaci�on en coma 
otante) comounidad de medida para el tiempo aritm�etico.En cada paso del algoritmo, cada procesador calcula b rotaciones de Givens, siendob = n2p, con un coste de 11b 
ops y a continuaci�on actualiza bn2 submatrices 2 � 2, loque requiere 12nb 
ops. Adem�as, al �nalizar cada barrido, el c�alculo de off(A) tieneun coste de n2p � np 
ops. Por tanto, el coste aritm�etico por barrido, despreciando lost�erminos de menor orden, viene dado porTa = 6n3p + 13n22p flops: (4.2.3)Para evaluar el tiempo de comunicaci�on suponemos que el env��o de n datos desdeun procesador a un procesador vecino cuesta un tiempo � + n� , donde � representa eltiempo de establecimiento de la se~nal y � el requerido para enviar un dato (trabajaremoscon n�umeros reales en doble precisi�on). Adem�as, supondremos a lo largo de todo eltrabajo que los enlaces son simples (un procesador s�olo puede enviar o recibir en unmomento dado por un �unico enlace).El coste de las comunicaciones en cada paso, utilizando los procedimientos di-fundir rotaciones y transferir columnas descritos en la subsecci�on anterior ser�a:(p � 1)(2� + 4b� ) para la difusi�on de los par�ametros de las rotaciones, 2� + 2n� parala transferencia de columnas, y al �nal de cada barrido 4p(� + � ) para el c�alculo deoff(A).Por tanto, el coste de las comunicaciones por barrido viene dado por



INTRODUCCION 117Tc = 2n(p + 1)� + 4n2� (4.2.4)donde hemos despreciado los t�erminos de orden inferior.Como el coste aritm�etico por barrido del algoritmo secuencial puede ser aproximadopor T1 = 3n3 
ops, podemos obtener la siguiente cota superior de la e�cienciaEp = T1p(Ta + Tc) � T1pTa � 12 : (4.2.5)El algoritmo estudiado se puede modi�car ligeramente para implementarlo sobreun hipercubo. La distribuci�on de los datos se har�a seg�un el esquema utilizado paraun anillo pero considerando el anillo inmerso en el hipercubo. La �unica diferencia ser�ael procedimiento difundir rotaciones, que en este caso ser�a una difusi�on en la quese utilizan las caracter��sticas del hipercubo, con lo que tendr�a un coste de 2 log2 p� +4(p � 1)b� . Los costes del algoritmo sobre hipercubo y sobre anillo s�olo di�eren en elt�ermino que aparece multiplicado por �, que viene dado en el caso de hipercubo por2n(1 + log p). Por tanto el algoritmo sobre hipercubo debe tener, te�oricamente, mayore�ciencia que el de anillo para valores de p > 2.Si se quiere calcular tambi�en los vectores propios habr�a que acumular las rotacioneshaciendo la multiplicaci�on QkQk�1 : : : Q2Q1, y esto se puede hacer almacenando todoslos procesadores la matriz donde se acumulan las rotaciones por �las en el sistema deprocesadores, es decir almacenando cada procesador n2p datos, lo que representa 6np 
opspor actualizaci�on, y un coste adicional por barrido del orden de 3n3p 
ops. De cualquiermodo, como lo que nos interesa en este trabajo es la explotaci�on de la simetr��a, y laacumulaci�on de las rotaciones se hace de manera id�entica tanto si se explota la simet��acomo si no se explota, no analizaremos (en general y salvo que se diga lo contrario) elc�alculo de los vectores propios.4.2.3 Resultados experimentalesHemos implementado el algoritmo para anillo unidireccional (JaEsPaNsAnCoPi) en unPARSYS SN-1040 basado en Transputers T800, un iPSC/2 y un iPSC/860.Las implementaciones se han hecho asignando a cada procesador b bloques conse-cutivos, siendo b par y pb = n2 y por tanto las implementaciones servir�an para valoresde n m�ultiplos de cuatro. Esto no es un inconveniente pues, en otro caso, se puedena~nadir las �las y columnas de ceros, con unos en la diagonal, que hagan falta.Los resultados que se muestran han sido obtenidos con programas en C y primiti-vas de comunicaci�on. Corresponden en todos los casos, y a lo largo de todo el trabajomientras no se diga lo contrario, a resultados obtenidos calculando s�olo los valores pro-pios. Se han utilizado matrices densas de distintos tama~nos generadas aleatoriamente,con datos en doble precisi�on con valores entre -10 y 10.



118 INTRODUCCIONtama~nos: 64 128 192 256 320JaEsPaNsAnCoPi 2 3.75 29.12 97.12 226.12 439.77JaEsPaNsAnCoPi 4 1.95 14.69 49.37 116.12 219.66JaEsPaNsAnCoPi 8 1.08 7.73 24.90 58.14 112.18JaEsPaNsAnCoPi 16 0.66 4.23 13.60 31.10 59.71JaEsSeSiFi 3.46 27.11 91.49 217.91 424.38Tabla 4.2.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmoJaEsPaNsAnCoPi. En el PARSYS SN-1040.tama~nos: 64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPi 2 6 46 155 367 716 1233 1957 2922JaEsPaNsAnCoPi 4 3 26 78 185 359 620 982 1464JaEsSeSiFi 5 42 143 342 668 1156 1838 2745Tabla 4.2.2: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmoJaEsPaNsAnCoPi. En el iPSC/2.En la tabla 4.2.1 aparecen los resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 cuandose utilizan 2, 4, 8 y 16 Transputers y matrices cuadradas de tama~nos 64, 128, 192, 256y 320. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos de ejecuci�on por barrido yen segundos. Tambi�en �guran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial queexplota la simetr��a (JaEsSeSiFi).En la tabla 4.2.2 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/2 utilizando 2 y4 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundospor barrido. Tambi�en �guran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial queexplota la simetr��a.En la tabla 4.2.3 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/860 utilizando 2, 4,8 y 16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundospor barrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizaci�on de la matriz. Tambi�en �guranlos tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetr��a.En la tabla 4.2.4 se muestran los valores obtenidos de la e�ciencia en el PARSYSSN-1040. Se observa que no se llega a una e�ciencia de 0.5, tal como se deduce delestudio te�orico del algoritmo. Tambi�en se aprecia que al aumentar el tama~no de lasmatrices aumenta la e�ciencia pero al aumentar el n�umero de procesadores disminuye,debido fundamentalmente a las difusiones de los par�ametros de las rotaciones.En la tabla 4.2.5 se muestran los valores obtenidos de la e�ciencia en el iPSC/2, yen la 4.2.6 las e�ciencias obtenidas en el iPSC/860. Se observan los mismos fen�omenos



INTRODUCCION 11964 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPiB1 2 0.99 2.14 5.48 12.00 22.20 37.77 59.03 93.16JaEsPaNsAnCoPiB1 4 1.19 1.73 3.13 6.93 12.41 20.34 31.55 48.13JaEsPaNsAnCoPiB1 8 0.78 1.42 2.63 4.81 7.76 12.38 18.34 27.48JaEsPaNsAnCoPiB1 16 0.78 1.20 2.01 4.17 6.21 9.19 12.63 17.77JaEsSeSiFiB1 0.39 1.14 3.80 9.36 20.04 35.35 60.23 88.19Tabla 4.2.3: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmoJaEsPaNsAnCoPiB1. En el iPSC/860. 64 128 192 256 320JaEsPaNsAnCoPi 2 0.462 0.465 0.471 0.482 0.482JaEsPaNsAnCoPi 4 0.444 0.462 0.463 0.469 0.483JaEsPaNsAnCoPi 8 0.402 0.438 0.459 0.468 0.473JaEsPaNsAnCoPi 16 0.327 0.400 0.420 0.438 0.444Tabla 4.2.4: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPi. En el PARSYS SN-1040.que en el PARSYS SN-1040.Las e�ciencias obtenidas en los iPSC son menores que las obtenidas en el PARSYSSN-1040 debido a un mayor coste de las comunicaciones en relaci�on con el coste arit-m�etico en los iPSC. En el iPSC/860 el uso de BLAS 1 reduce el tiempo aritm�etico,lo que produce un aumento del coste de las comunicaciones en relaci�on con el costearitm�etico y por tanto una reducci�on en la e�ciencia. Adem�as, al usar m�as procesadoresdisminuye el tama~no de los vectores sobre los que act�ua drot en la premultiplicaci�on delos vectores �la, habiendo por tanto un peor uso de BLAS 1 (y tambi�en una reducci�onen la e�ciencia) al aumentar el n�umero de procesadores.64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPi 2 0.446 0.463 0.462 0.466 0.467 0.469 0.469 0.469JaEsPaNsAnCoPi 4 0.403 0.447 0.457 0.463 0.464 0.466 0.468 0.469Tabla 4.2.5: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPi. En el iPSC/2.



120 INTRODUCCION64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPiB1 2 0.20 0.27 0.35 0.39 0.45 0.47 0.51 0.47JaEsPaNsAnCoPiB1 4 0.10 0.16 0.30 0.34 0.40 0.43 0.48 0.46JaEsPaNsAnCoPiB1 8 0.06 0.10 0.18 0.24 0.32 0.36 0.41 0.40JaEsPaNsAnCoPiB1 16 0.03 0.05 0.12 0.14 0.20 0.24 0.30 0.31Tabla 4.2.6: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsAnCoPiB1. En el iPSC/860.4.3 En mallaLa ordenaci�on que utilizaremos para obtener un m�etodo de Jacobi paralelo en unamalla abierta y cuadrada de procesadores, sin explotar la simetr��a, ser�a la Round-Robin (el algoritmo ser�a el JaEsPaNsMaCuRr). Esta ordenaci�on nos permite utilizaruna malla abierta aunque a costa de algunos movimientos adicionales de datos (comu-nicaci�on en los dos sentidos en las �las y columnas de procesadores). De manera similarse podr��an dise~nar algoritmos usando alguno de los otros �ordenes de Jacobi analiza-dos, necesit�andose con algunos de ellos que la malla se encuentre cerrada formando latopolog��a de toro.Al igual que con el algoritmo para anillo estudiado, la m�axima e�ciencia que sepuede alcanzar en el c�alculo de los valores propios utilizando este esquema ser�a del50%, y en el c�alculo de los valores y vectores propios del 66%.4.3.1 Esquema del algoritmoDistribuci�on de los datosSuponemos que se dispone de un multiprocesador con memoria distribuida formadopor p = r2 procesadores, situados en r �las y r columnas numeradas de 0 a r � 1.Denotaremos a cada procesador por su ��ndice de �la y de columna en el sistema. Cadaprocesador Pij est�a conectado a los procesadores Pi�1;j, Pi+1;j , Pi;j�1 y Pi;j+1, coni� 1 � 0, i+ 1 � r � 1, j � 1 � 0 y j + 1 � r � 1.La matriz A de tama~no n� n se divide en bloques de la formaA = 266664 A00 A01 : : : A0kA10 A11 : : : A1k... ... . . . ...Ak0 Ak1 : : : Akk 377775 (4.3.1)con k = r � 1. Cada bloque Aij tiene dimensi�on nr � nr , y se asigna al procesador Pij .Con esta distribuci�on tendremos elementos sim�etricos en procesadores distintos y



INTRODUCCION 121no ser�a posible explotar la simetr��a.Dise~no del algoritmoIgual que en el algoritmo para anillo, el m�etodo consiste en realizar sucesivos barridoshasta que se alcanza la convergencia, de acuerdo a un criterio determinado, y en cadabarrido cada elemento no diagonal es anulado una vez. Cada barrido est�a dividido enun n�umero �jo de pasos, que con la ordenaci�on Round-Robin es n� 1 si el tama~no dela matriz es n � n. En el algoritmo para malla s�olo los procesadores en la diagonalprincipal de procesadores calculan rotaciones de Givens, por lo que en esta parte seproduce un mal balanceo de la carga, y difunden los par�ametros que han calculadoa los dem�as procesadores en la misma �la y columna de procesadores. Despu�es dela difusi�on, la actualizaci�on de la matriz se realiza trabajando en paralelo todos losprocesadores. Finalmente, se realiza una transferencia de columnas y de �las entreprocesadores vecinos, para obtener la nueva agrupaci�on de datos de acuerdo a la nuevaagrupaci�on de ��ndices de la ordenaci�on Round-Robin.De este modo, un esquema del algoritmo ser��a el siguiente.Algoritmo 4.3.1 Esquema del m�etodo de Jacobi en una malla abierta de procesadores,sin explotar la simetr��a.EN PARALELO: PARA i = 0; : : : ; r � 1; j = 0; : : : ; r � 1 EN Pij :REPETIRPARA k = 1; : : : ; n� 1SI i = jCalcular rotacionesFINSIDifundir par�ametros (i; j)Actualizar matrizTransferir columnas (i; j)Transferir �las (i; j)FINPARAHASTA off(A) < COTAEn este caso el c�alculo de off(A) se llevar�a a cabo calculando cada procesadorel valor de off(A) de la parte de matriz que contiene, haci�endose una acumulaci�onpara obtener off(A) en el procesador P00, y difundiendo desde P00 al resto de losprocesadores la informaci�on sobre si se ha alcanzado o no la convergencia.A diferencia del algoritmo para anillo (4.2.2), en el algoritmo para malla, despu�esde la actualizaci�on de la matriz se realiza un movimiento de datos por �las y colum-nas. En este movimiento de �las y columnas habr�a transferencias externas entre losprocesadores, y movimientos de datos en la memoria de cada procesador, de maneraque despu�es de la transferencia de datos las �las y columnas deben estar almacenadas
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b)Figura 4.3.1: Movimiento de �las y columnas tras un paso del algoritmo para malla,con n = 16 y p = 4: a) distribuci�on de las �las y columnas antes del movimiento dedatos, b) distribuci�on despu�es del movimiento de datos.en el sistema de procesadores en el orden dado por el conjunto de pares de ��ndicesde ese paso. En la �gura 4.3.1 se muestra el movimiento de datos cuando n = 16 ytenemos una malla de 4 procesadores, suponiendo que inicialmente los pares de ��ndicesson f(0; 1); (2; 3); (4; 5); (6; 7); (8; 9); (10; 11); (12; 13); (14; 15)g (�gura 4.3.1.a) y tras elmovimiento de datos el nuevo conjunto de pares de ��ndices esf(0; 3); (1; 5); (2; 7); (4; 9); (6; 11); (8; 13); (10; 15); (12; 14)g (�gura 4.3.1.b). De estemodo, los elementos a anular en cada paso (y los elementos necesarios para calcu-lar los par�ametros de las rotaciones) se encuentran almacenados siempre en bloques detama~no 2 � 2 dentro de la diagonal principal de bloques 2 � 2 de la memoria, con loque no es necesario utilizar par�ametros en los procedimientos de c�alculo de rotacionesy actualizaci�on de la matriz que aparecen en el algoritmo 4.3.1.C�odigo del algoritmo paraleloLos procedimientos usados en este algoritmo tienen los siguientes signi�cados.Algoritmo 4.3.2 Calcular rotaciones (S�olo trabajan los procesadores diagonales).



INTRODUCCION 123PARA m = 0; 2; 4; : : : ; nr � 2Computar par�ametros de rotaciones que anulan am;m+1 y am+1;mFINPARAEn el algoritmo 4.3.2 suponemos que cada matrizAij se almacena localmente como(aij)i=0;1;:::;nr�1; j=0;1;:::;nr�1.La difusi�on de los par�ametros es una difusi�on desde procesadores en la diagonalprincipal a los dem�as procesadores en la misma �la y columna (algoritmo 2.2.11 y�gura 2.2.12).Algoritmo 4.3.3 Actualizar matriz.PARA m = 0; 1; 2; : : : ; n2r � 1PARA q = 0; 1; 2; : : : ; n2r � 1" a2m;2q a2m;2q+1a2m+1;2q a2m+1;2q+1 # = " cm sm�sm cm # " a2m;2q a2m;2q+1a2m+1;2q a2m+1;2q+1 # " cq �sqsq cq #FINPARAFINPARALa transferencia de columnas se realiza como en el algoritmo de comunicaci�onentre procesadores adyacentes por �las (algoritmo 2.2.13), siendo los datos a enviarcolumnas de los bloques cuadrados que contienen los procesadores. La transferencia de�las se realiza de manera similar, consistiendo en una comunicaci�on entre procesadoresadyacentes por columnas.4.3.2 Costes te�oricosEn cada paso, cada procesador diagonal calcula n2r rotaciones de Givens con un costede 11n2r 
ops. Despu�es, cada procesador actualiza n24p submatrices 2� 2 con un coste de6n2p 
ops. Adem�as, despu�es de cada barrido tendremos un coste de 2n2p + 2r � np � 2
ops, debido al c�alculo de off(A).Por tanto, el coste por barrido puede aproximarse porTa = 6n3p +  112pp � 4p!n2 flops: (4.3.2)En cada paso, la difusi�on de los par�ametros de las rotaciones tiene un coste r�+n� ,la transferencia de columnas tiene un coste 4�+ 4nr � , y la transferencia de �las un coste4�+ 4nr � . Al �nal de cada barrido tenemos un coste de 2(r�1)(�+� ) debido al c�alculode off(A).De este modo, podemos aproximar el coste por barrido de las comunicaciones como



124 INTRODUCCIONTc = (pp+ 8)n� +  1 + 8pp! n2� : (4.3.3)Se obtiene la misma cota superior para la e�ciencia obtenida para el algoritmoJaEsPaNsAnCoPi (expresi�on 4.2.5).4.3.3 Resultados experimentalesHemos implementado el algoritmo JaEsPaNsMaCuRr en el PARSYS SN-1040, eliPSC/860 y el Touchstone DELTA.Se ha realizado el mismo tipo de experimentos que con el algoritmo JaEsPaNsAn-CoPi: los programas se han hecho en C con primitivas de comunicaci�on, y se hanhecho tests con matrices densas generadas aleatoriamente con datos entre -10 y 10 ycon distintos tama~nos de matriz.En la tabla 4.3.1 aparecen los resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 cuandose utilizan mallas de 4, 9 y 16 Transputers. Los resultados que aparecen en la tablacorresponden a tiempos de ejecuci�on en segundos por barrido. Tambi�en �guran lostiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetr��a.96 192 288 384JaEsPaNsMaCuRr 4 6.92 52.12 172.65 405.04JaEsPaNsMaCuRr 9 3.49 24.81 80.40 186.79JaEsPaNsMaCuRr 16 2.15 14.62 46.69 107.59JaEsSeSiFi 10.82 84.89 285.48Tabla 4.3.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-MaCuRr. En el PARSYS SN-1040.En la tabla 4.3.2 aparecen los resultados obtenidos en el iPSC/860 utilizando 4 y16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiempos en segundos porbarrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizaci�on de la matriz. Tambi�en �guranlos tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota la simetr��a.En la tabla 4.3.3 aparecen los resultados obtenidos en el Touchstone DELTA uti-lizando 4, 9 y 16 procesadores. Los resultados que aparecen en la tabla son tiemposen segundos por barrido, y se ha utilizado BLAS 1 en la actualizaci�on de la matriz.Tambi�en �guran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explota lasimetr��a.En la tabla 4.3.4 se muestran los valores obtenidos de la e�ciencia en el PARSYSSN-1040. Se observa que no se llega a una e�ciencia de 0.5, tal como se deduce delestudio te�orico del algoritmo. Se aprecian los mismos fen�omenos que con el algoritmo



INTRODUCCION 12564 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRrB1 4 0.79 1.53 3.55 7.45 13.82 23.16 36.97 54.96JaEsPaNsMaCuRrB1 16 0.79 1.01 1.82 3.29 5.02 8.03 11.69 16.41JaEsSeSiFiB1 0.39 1.14 3.80 9.36 20.04 35.35 60.23 88.19Tabla 4.3.2: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-MaCuRrB1. En el iPSC/860. 192 384 576 768 960JaEsPaNsMaCuRrB1 4 3.01 22.76 81.29 193.60 409.18JaEsPaNsMaCuRrB1 9 1.59 10.23 33.38 81.31 159.36JaEsPaNsMaCuRrB1 16 1.01 6.23 18.95 44.70 92.39JaEsSeSiFiB1 3.83 35.36 135.09 306.29 646.29Tabla 4.3.3: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) del algoritmo JaEsPaNs-MaCuRrB1. En el Touchstone DELTA.para anillo: que al aumentar el tama~no de las matrices aumenta la e�ciencia pero alaumentar el n�umero de procesadores disminuye.96 192 288JaEsPaNsMaCuRr 4 0.391 0.407 0.414JaEsPaNsMaCuRr 9 0.344 0.380 0.395JaEsPaNsMaCuRr 16 0.316 0.363 0.382Tabla 4.3.4: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsMaCuRr. En el PARSYS SN-1040.En la tabla 4.3.5 se muestran los valores obtenidos de la e�ciencia en el iPSC/860,y en la 4.3.6 las e�ciencias obtenidas en el Touchstone DELTA. Los resultados son simi-lares a los obtenidos con el PARSYS SN-1040, pero se obtienen mejores prestaciones (alaumentar el tama~no de las matrices) en el iPSC/860 y en el Touchstone DELTA, debidoa que estas m�aquinas permiten realizar comunicaciones m�as r�apidas. Adem�as, como yavimos con JaEsPaNsAnCoPi, para un mismo tama~no de matriz y tama~nos peque~nos,se obtienen mejores e�ciencias en el PARSYS SN-1040 por los motivos ya se~nalados.Aunque el iPSC/860 y el Touchstone DELTA est�an basados en el procesador i860, seobtienen mejores e�ciencias en el Touchstone DELTA, principalmente al aumentar eltama~no del sistema, debido a que este permite un menor tiempo de comunicaci�on.



126 INTRODUCCION64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRrB1 4 0.12 0.19 0.27 0.31 0.36 0.38 0.41 0.40JaEsPaNsMaCuRrB1 16 0.03 0.07 0.13 0.18 0.24 0.28 0.32 0.34Tabla 4.3.5: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En el iPSC/860.192 384 576 768 960JaEsPaNsMaCuRrB1 4 0.32 0.39 0.42 0.40 0.39JaEsPaNsMaCuRrB1 9 0.27 0.38 0.45 0.42 0.45JaEsPaNsMaCuRrB1 16 0.24 0.35 0.45 0.43 0.44Tabla 4.3.6: E�ciencia del algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En el Touchstone DELTA.Para analizar las prestaciones de este algoritmo cuando aumenta el n�umero deprocesadores, mostramos en la tabla 4.3.7 los M
ops por nodo obtenidos al ejecutar elprograma en el Touchstone DELTA con mallas de distintos tama~nos y con dimensionsde la matriz alrededor de 1100. Se observa que las prestaciones por nodo disminuyen alaumentar el tama~no de la malla. Esto es normal en computaci�on paralela, pero en estecaso esta reducci�on se puede deber en buena parte a que en sistemas de mayor n�umerode procesadores cada procesador trabaja con submatrices m�as peque~nas obteni�endosemenos bene�cio del uso de BLAS 1. De cualquier modo, el algoritmo para mallapresenta buena escalabilidad.4.4 ConclusionesDe la comparaci�on de los resultados obtenidos con los dos algoritmos en el PARSYSSN-1040 (tablas 4.2.1 y 4.3.1) e iPSC/860 (tablas 4.2.3 y 4.3.2) no se puede dedudirque uno de los dos algoritmos sea mejor que el otro, aunque al aumentar el n�umero deprocesadores el algoritmo para malla se comporta mejor que el de anillo, debido a labuena escalabilidad del algoritmo de malla (tabla 4.3.7). En la tabla 4.4.8 mostramosel cociente entre los tiempos obtenidos con el algoritmo para anillo y para malla enel iPSC/860. Se observa que al aumentar el n�umero de procesadores este cocienteaumenta, lo que da idea de la mejor escalabilidad del algoritmo para malla. Que nose note esta mejora con pocos nodos es comprensible si tenemos en cuenta que enel algoritmo de malla (aun siendo escalarmente mejor) hay zonas en que la carga noest�a balanceada. Adem�as, en la transferencia de datos se hace transferencia de �las ycolumnas y, al usar la ordenaci�on Round-Robin, cada procesador (salvo los extremos)



INTRODUCCION 127PROCESADORES 1 4 9 16M
ops/nodo 4.06 3.20 3.40 3.51Tama~no matriz 1152 1086 1104 1088PROCESADORES 25 36 49 64M
ops/nodo 3.57 3.68 3.80 3.37Tama~no matriz 1200 1248 1232 1296PROCESADORES 81 100 121 144M
ops/nodo 3.51 3.53 3.50 3.83Tama~no matriz 1152 1120 1232 1152PROCESADORES 169 196 225 256M
ops/nodo 3.08 3.09 3.02 2.56Tama~no matriz 1040 1120 1200 1024Tabla 4.3.7: M
ops por nodo obtenidos con el algoritmo JaEsPaNsMaCuRrB1. En elTouchstone DELTA.env��a y recibe datos en los dos sentidos, tanto en la comunicaci�on de �las como en lade columnas. 64 128 192 256 320 384 448 5124 nodos 1.50 1.13 0.88 0.85 0.89 0.87 0.85 0.8716 nodos 0.79 1.18 1.10 1.00 1.23 1.14 1.08 1.08Tabla 4.4.8: Cociente entre los tiempos de ejecuci�on de los algoritmos JaEsPaNsAn-CoPiB1 y JaEsPaNsMaCuRrB1. En el iPSC/860.Por otra parte, si hacemos un estudio te�orico del speed-up escalado (speed-upcuando el n�umero de procesadores y el tama~no del problema aumentan proporcional-mente [117, 72]), obtenemos que, si p = kn siendo p el n�umero de procesadores, n eltama~no de la matriz y k una constante, el speed-up escalado del algoritmo de anillo es3k6 + 2k2� + 4k� n ; (4.4.4)y el del algoritmo de malla 3k6 + k� n ; (4.4.5)con lo que comprobamos que el algoritmo de malla presenta mejor escalabilidad.
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Cap��tulo 5EXPLOTACION DE LASIMETRIA EN ANILLOEn los algoritmos que hemos analizado en el cap��tulo anterior no se explota la si-metr��a de la matriz, por lo que la e�ciencia est�a acotada superiormente por 0.5 cuandose calculan los valores propios, y por 0.66 cuando se calculan los valores y vectorespropios. Para poder explotar la simetr��a de las matrices y obtener de este modo al-goritmos te�oricamente �optimos necesitaremos almacenar elementos sim�etricos en unmismo procesador, con lo que no ser�a necesaria la actualizaci�on de toda la matriz, sinos�olo de la parte triangular superior o inferior. Mostraremos algunos esquemas de alma-cenamiento que nos permitir�an explotar la simetr��a, dividiendo de este modo el costearitm�etico por dos, aunque esto se har�a a costa de empeorar las comunicaciones. Porello, con estos esquemas de almacenamiento se debe conseguir no s�olo la divisi�on pordos del tiempo aritm�etico, sino tambi�en que el coste de las comunicaciones no aumenteconsiderablemente con respecto a los algoritmos que no explotan la simetr��a.5.1 Esquemas de almacenamientoEn esta secci�on estudiaremos algunos esquemas de almacenamiento que permitir�anexplotar la simetr��a de la matriz en anillo (o topolog��as relacionadas como array lineal,o anillo con un host conectado con todos los procesadores, anillo inmerso en hipercubo,...). Analizaremos tres esquemas de almacenamiento, por codos, por marcos y porantidiagonales.Para dise~nar algoritmos utilizando estos esquemas de almacenamiento hay quetener en cuenta la ordenaci�on que se utiliza en el m�etodo de Jacobi c��clico, por loque es necesario combinar el esquema de almacenamiento, la ordenaci�on y latopolog��a. Es necesario combinar estos tres factores porque cada uno de ellos in
uyeen los dem�as. Por ejemplo, la ordenaci�on que se use determinar�a el movimiento de datosentre dos pasos consecutivos del algoritmo, movimiento que vendr�a determinado por el127



128 INTRODUCCIONmovimiento de ��ndices de la ordenaci�on, y la cantidad de comunicaciones que implicaeste movimiento de datos vendr�a determinada por el esquema de almacenamiento, pues�este determina donde est�an los datos inicialmente y donde deben quedar despu�es de latransferencia y, adem�as, la forma en que se llevan a cabo las comunicaciones de datosviene determinada por la topolog��a.En las secciones sucesivas de este cap��tulo mostraremos c�omo es posible combinarestos tres factores para dise~nar algoritmos de Jacobi que exploten la simetr��a de lamatriz en un anillo de procesadores. La diferencia en las prestaciones que se obtienencon los diferentes esquemas en anillo son m��nimas, ya que con todas ellas se alcanza unae�ciencia te�orica del 100%, por lo que se dise~nar�an algoritmos que usan los esquemasde antidiagonales y marcos, y de manera similar se pueden dise~nar algoritmos conel esquema por codos o con otros esquemas que permitan explotar la simetr��a.Para obtener la topolog��a �optima asociada a cada esquema de almacenamiento hayque tener en cuenta la ordenaci�on que se use y el esquema del algoritmo, que seguir�asiendo el que vimos en el cap��tulo anterior en un anillo de procesadores (y usaremos laordenaci�on par-impar), aunque habr�a que determinar el funcionamiento de cada unode los procedimientos, lo que se har�a cuando estudiemos el dise~no de los algoritmosque utilizan los esquemas de almacenamiento que proponemos.5.1.1 Almacenamiento por codosPara obtener este esquema se divide la matriz de tama~no n�n en n2 codos (�gura 5.1.1)que llamaremos Ci con i = 0; : : : ; n2�1, conteniendo cada codo elementos de dos �las ydos columnas consecutivas. El codo Ci contendr�a los elementos de las �las y columnas2i y 2i + 1 que no pertenezcan a ninguna �la o columna j con j = 0; : : : ; 2i � 1. Si sedistribuye la matriz en los procesadores por codos, elementos sim�etricos estar�an en unmismo procesador (por tanto s�olo hace falta almacenar la parte triangular superior oinferior de la matriz). Para que la distribuci�on de los datos sea balanceada agruparemoslos codos por parejas que formar�an un bloque, obteniendose de este modo n4 bloquesque llamaremos Bi, siendo Bi = CiSCn2�1�i, con i = 0; : : : ; n4 � 1 (�gura 5.1.1). Deeste modo se agrupan el mayor y el menor codo en el mismo bloque, etc ..., y siconsideramos n = 4pb con p el n�umero de procesadores y b un n�umero natural, sepueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo Pi los bloquesBj con j = ib; : : : ; (i+ 1)b� 1, y estando el bloque Bi almacenado en Pi div p (�gura5.1.1).Topolog��a asociadaCon este esquema la transferencia de columnas entre los codos no es su�ciente. Porejemplo, si suponemos una matriz 8 � 8, dos procesadores y distribuci�on inicial delos datos f(0; 1); (2; 3); (4; 5); (6; 7)g, y usamos la ordenaci�on par-impar, inicialmente ladistribuci�on de los datos en los procesadores es la que se muestra en la �gura 5.1.2.a),
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P0PFigura 5.1.1: Esquema de almacenamiento por codos.



130 INTRODUCCIONP0aa00 a a a a a a aa a aaa aa a aa a aaaa a a a aa a a aa a a a a a a aa a a a a a a aa a a a a a a aa a a a a a a a01 02 03 04 05 06 0710 11 12 13 14 15 16 1720 21 22 23 24 25 26 2730 31 32 33 34 35 36 3740 41 42 43 44 45 46 4750 51 52 53 54 55 56 5760 61 62 63 64 65 66 6770 71 72 73 74 75 76 77 P0P1a) P0aaaaaaaa0313233343536373 aaaaaaaa0515253545556575 aaaaaaaa0717273747576777 aaaaaaaa0111213141516171aa00 a a aa a aa aaa a aa aa a a aa a a aa a a aa a a a02 04 0610 12 14 1620 22 24 2630 32 34 3640 42 44 4650 52 54 5660 62 64 6670 72 74 76 P0P1b) P0a a a a30 32 34 36a33 a35 a37 a31a a a a50 52 54 56a53 a55 a57 a5170 72 74 7673 75 77 71a a a aa a a a10 12 14 1613 15 17 11a a a aa a a aaa00 a a aa aaa a a aa a a a02 04 0620 22 24 2640 42 44 4660 62 64 66 P0P1c)aaaa03234363 aaaa05254565 aaaa07274767 aaaa01216141Figura 5.1.2: Movimiento de �las y columnas para recomponer la simetr��a: a) dis-tribuci�on inicial de los datos, b) distribuci�on de los datos tras el movimiento de colum-nas, c) distribuci�on de los datos tras la transferencia de �las.donde elementos sim�etricos est�an en el mismo procesador, con lo que se puede explotarla simetr��a. Tras el movimiento de datos tendremos la nueva agrupaci�on de ��ndicesf(0; 3); (2; 5); (4; 7); (6; 1)g, con lo que el primer codo debe contener elementos de las�las y columnas 0 y 3, el segundo de las �las y columnas 2 y 5, etc..., pero intercam-biando s�olo columnas se obtendr��a la distribuci�on que se muestra en la �gura 5.1.2.b),donde se ve que se ha perdido la simetr��a en el almacenamiento de los datos (porejemplo, el elemento a31 est�a en P1 pero su sim�etrico, a13, est�a en P0), por lo que esnecesario un movimiento de �las de manera que se obtenga la distribuci�on de la �gura5.1.2.c), con lo que se tienen de nuevo elementos sim�etricos en el mismo procesador.Por tanto, se necesitar�a de un movimiento de columnas y el mismo movimiento de�las de acuerdo con la ordenaci�on que se est�e usando. De este modo se aumentar��a elcoste de las comunicaciones si se ejecuta el algoritmo de Jacobi, pero probablementeeste coste es de menor orden que el coste aritm�etico, con lo que la e�ciencia te�orica deun algoritmo que use este esquema de almacenamiento ser�a del 100%.Tras el movimiento de datos (de �las y columnas) los elementos con los que secalculan las nuevas rotaciones de Givens est�an siempre en la misma posici�on, en bloquesde la diagonal principal de la matriz si esta se divide en bloques 2� 2.Para determinar la topolog��a a emplear es necesario estudiar las transferencias de�las y columnas, pues la comunicaci�on de las rotaciones de Givens y de off(A) serealizan por medio de difusiones.La topolog��a depender�a de la ordenaci�on que se use adem�as del esquema de alma-cenamiento. Ya que consideramos la ordenaci�on par-impar, el bloque B0 trans�ereuna columna de C0 de la que deben transferirse datos a todos los dem�as codos y porlo tanto a todos los procesadores. Se necesita por tanto que un procesador est�e comu-



INTRODUCCION 131nicado con todos los dem�as. Para hacer esto de forma e�ciente el bloque B1 trans�eredatos a B0 y B2, el B2 a B1 y B3, etc ..., y el Bn4�1 a Bn4�2 y a s�� mismo.De este modo, la topolog��a adecuada para este esquema de almacenamiento usandola ordenaci�on par-impar ser��a la de la �gura 5.1.3 (con otras ordenaciones pueden sernecesarias otras topolog��as, por ejemplo con la Round-Robin s�olo se necesitar��a unarray lineal).
P1 P P2 p-1P0 . . . .Figura 5.1.3: Topolog��a asociada al esquema de almacenamiento por codos usando laordenaci�on par-impar.Costes te�oricosPara el estudio de los costes te�oricos hay que tener en cuenta que el m�etodo de Jacobique consideramos tiene el mismo esquema que el m�etodo sin explotaci�on de la simetr��adel cap��tulo anterior, por lo que usa la ordenaci�on par-impar, aunque el esquema dealmacenamiento es por codos.Estudiamos el coste aritm�etico y de las comunicaciones en el c�alculo de los valorespropios, pues el del c�alculo de los vectores propios no var��a con respecto a los algoritmosque no explotan la simetr��a.Para estudiar el coste aritm�etico, si tenemos en cuenta que en cada procesadorhay b bloques y que por cada bloque se calculan dos rotaciones de Givens, en cadaprocesador se calculan 2b rotaciones de Givens, lo que se traduce en 22b 
ops. Como eln�umero de pasos por barrido es n (con la ordenaci�on par-impar), el coste por barridodel c�alculo de las rotaciones de Givens ser�a 22bn = 11n22p .En la actualizaci�on de la matriz, como cada bloque tiene n submatrices 2 � 2 delas que n�2 son sim�etricas, tendremos que actualizar n2 +1 matrices 2�2, necesitandode 24 
ops para la actualizaci�on de cada una de ellas. Resulta entonces que por bloquese necesitan 12n+ 24 
ops, por procesador (12n+ 24)b = 3n2p + 6np 
ops, y por barrido3n3p + 6n2p 
ops.



132 INTRODUCCIONEl c�alculo de off(A) se hace calculando 2n� 2 cuadrados y sumas por bloque, loque hace n2�np 
ops por barrido.Por tanto, el coste aritm�etico por barrido ser�aTa = 3n3p + 25n22p flops: (5.1.1)Para estudiar el coste de las comunicaciones llamaremos �1 y �2 a los costes deinicio de la comunicaci�on en enlaces con el host (procesador P0) y en el array linealrespectivamente, y �1 y �2 a los costes de env��o y recepci�on de un dato, tambi�en con elhost y en el array lineal.Cada procesador calcula 2b rotaciones de Givens y las difunde a los dem�as proce-sadores, con lo que el coste de mandar los par�ametros de las rotaciones de Givens deun procesador a otro adyacente en el anillo ser�a �2 + 4b�2 y con el host �1 + 4b�1.Supondremos que las comunicaciones entre procesadores del array lineal se hacena trav�es de este y las comunicaciones con el host por los enlaces directos.De este modo, si un procesador s�olo puede enviar o recibir un mensaje a la vezpor un enlace (comunicaciones simples), el coste de la difusi�on de los par�ametros de lasrotaciones en el array ser��a 2(�2+4b�2)(p�2), y si las comunicaciones son m�ultiples (unprocesador puede recibir y enviar a la vez por un enlace) el coste se divide por dos. Enlo que se re�ere al host el coste ser�a: (�1 + 4b�1)2 si no puede enviar y recibir a la vezpor un enlace (enlace con P1) y puede trabajar con todos los enlaces simult�aneamente,(�1 + 4b�1) si puede enviar y recibir a la vez por un enlace y puede trabajar con todoslos enlaces simult�aneamente, (�1 + 4b�1)p si no puede enviar y recibir a la vez por unenlace y s�olo puede utilizar un enlace cada vez, y (�1 + 4b�1)(p� 1) si puede enviar yrecibir a la vez por un enlace y s�olo puede utilizar un enlace cada vez.No consideraremos en adelante que se pueda o no enviar y recibir a la vez por unenlace pues esto s�olo afecta al coste en un factor constante.En la transferencia de las columnas el host trans�ere datos a los p�1 procesadoresrestantes y trans�ere np datos a cada uno de ellos, lo que lleva un tiempo �1 + np�1si puede transferir a todos los procesadores a la vez, �o (�1 + np �1)(p � 1) si no puedetransferir por todos los enlaces a la vez.Los procesadores del array trans�eren n datos a un procesador adyacente, unaparte al procesador siguiente y otra al anterior. En el caso m�as desfavorable de que nose pueda transferir simult�aneamente por los dos enlaces el coste ser�a 2�2 + n�2.Una vez transferidas las columnas se trans�eren las �las, con lo que el coste de latransferencia de datos es dos veces el coste de la transferencia de columnas.El coste de la transferencia de �las y columnas es maxf2(�1+ np�1); 2(2�2 + n�2)go maxf2(�1+ np�1)(p� 1); 2(2�2 + n�2)g, dependiendo de que el host pueda comunicarcon todos los procesadores al mismo tiempo o no.De este modo, el coste por iteraci�on ser�a: maxf2�1+ 2np �1; 2 ��2 + np�2� (p � 2)g+maxf2�1+ 2np �1; 4�2+2n�2g si el host puede comunicar con todos los procesadores a la



INTRODUCCION 133vez; y maxf��1 + np �1� p; 2 ��2 + np�2� (p � 2)g+maxf�2�1 + np�1� (p � 1) ; 4�2+2n�2gsi el host no puede comunicar con todos los procesadores a la vez. A este coste hayque sumarle el coste de las comunicaciones en el c�alculo de off(A). Pero este costeno aumenta el orden, por lo que el coste por barrido es de orden O(n2), menor que elorden del coste aritm�etico (expresi�on 5.1.1).El inconveniente de las comunicaciones con este esquema es que no en todos losnodos se hacen del mismo modo y no est�an equilibradas las transferencias que se hacenpor los distintos enlaces.Si comparamos los resultados con los obtenidos con el esquema que no explota lasimetr��a en un anillo (expresiones 4.2.3 y 4.2.4), vemos que se divide por dos el costearitm�etico sin empeorar el orden del coste de las comunicaciones. De cualquier modo,con el esquema por codos se pueden obtener algoritmos te�oricamente �optimos tal comohemos visto con la ordenaci�on par-impar.5.1.2 Por marcosPara obtener este esquema se divide la matriz de tama~no n � n en n4 marcos (�gura5.1.4) que llamaremosMi con i = 0; : : : ; n4 � 1, conteniendo cada marco elementos decuatro �las y cuatro columnas. El marco Mi contendr�a los elementos de las �las ycolumnas 2i, 2i+1, n�1�2i y n�2�2i que no pertenezcan a ninguna �la o columna jcon j = 0; : : : ; 2i�1 �o j = n�2i; : : : ; n�1. Si se distribuye la matriz en los procesado-res por marcos, elementos sim�etricos estar�an en un mismo procesador, y por tanto noes necesario almacenarlos. Para que la distribuci�on de los datos sea balanceada agru-paremos los marcos por parejas que formar�an un bloque, obteniendose de este modon8 bloques que llamaremos Bi, siendo Bi =MiSMn4�1�i, con i = 0; : : : ; n8 � 1 (�gura5.1.4). De este modo se agrupan el mayor y el menor marco en el mismo bloque,etc ..., y si consideramos n = 8pb con p el n�umero de procesadores y b un n�umeronatural, se pueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo Pilos bloques Bj con j = ib; : : : ; (i + 1)b � 1, y estando el bloque Bi almacenado enPi div p (�gura 5.1.4).Topolog��a asociadaPor id�enticas razones que en la secci�on anterior, es necesario hacer transferencias de�las y columnas, y para determinar la topolog��a a utilizar es su�ciente con estudiarestas transferencias.Seguimos considerando la ordenaci�on par-impar. De este modo, deB0 se trans�erendatos a B1, de B1 a B0 y B2, de B2 a B1 y B3, y as�� con los dem�as bloques, hasta elBn8�2 que trans�ere al Bn8�3 y al Bn8�1, y el Bn8�1 que trans�ere al Bn8�2, por lo queser�a su�ciente con un array lineal con comunicaciones en los dos sentidos (�gura 5.1.5).



134 INTRODUCCION
......B PMn/8 n/8-1 p-1B PMn/8-1 n/8-1 p-10B PM1 1M0 0 0B P
B 1 0PMn/4-2Mn/4-1 0P0B

Figura 5.1.4: Esquema de almacenamiento por marcos.�-�-� - � -P. . . .P P P0 1 p-2 p-1Figura 5.1.5: Topolog��a asociada al esquema de almacenamiento por marcos usandola ordenaci�on par-impar.



INTRODUCCION 135Costes te�oricosTambi�en en este caso el m�etodo de Jacobi que consideramos tiene el mismo esquemaque el m�etodo sin explotaci�on de la simetr��a del cap��tulo anterior, por lo que usa laordenaci�on par-impar, aunque el esquema de almacenamiento es por marcos.Estudiamos el coste aritm�etico y de las comunicaciones en el c�alculo de los valorespropios.Para estudiar el coste aritm�etico, si tenemos en cuenta que en cada procesador hayb bloques y que por cada bloque se calculan cuatro rotaciones de Givens, entoncescada procesador calcula 4b rotaciones de Givens, con un coste de 44b 
ops. Como eln�umero de pasos por barrido es n (con la ordenaci�on par-impar), el coste por barridodel c�alculo de las rotaciones de Givens ser�a 44bn = 11n22p .En la actualizaci�on de la matriz, como cada bloque tiene 2n submatrices 2� 2 delas que 2n� 4 son sim�etricas dos a dos, tendremos que actualizar n+2 matrices 2� 2,necesitando de 24 
ops para la actualizaci�on de cada una de ellas. Resulta entoncesque por bloque se necesitan 24n + 48 
ops, por procesador (24n + 48)b = 3n2p + 6np
ops, y por barrido 3n3p + 6n2p 
ops.El c�alculo de off(A) se hace calculando 4n� 4 cuadrados y sumas por bloque, loque hace n2�np 
ops por barrido.Por tanto, el coste aritm�etico por barrido ser�a el mismo de la expresi�on 5.1.1.El coste de las comunicaciones es en este caso m�as sencillo de estudiar que con elesquema por codos, pues ahora todos los nodos presentan las mismas caracter��sticas.Cada procesador calcula 4b rotaciones de Givens y las difunde a los dem�as procesa-dores, y el coste de enviar los par�ametros de las rotaciones a un procesador vecino ser�a�+8b� . Dependiendo de las caracter��sticas de la topolog��a, si se pueden enviar y recibirdatos simult�aneamente por los enlaces el coste de la difusi�on es (� + 8b� )(p � 1), y sis�olo se puede enviar o recibir por un enlace en un instante el coste es 2(�+8b� )(p�1),pero esta caracter��stica no in
uir�a en el orden de las comunicaciones.En la transferencia de columnas el procesador Pi trans�ere n � 4bi datos de lacolumna mayor al procesador Pi�1 y 4b+4bi datos de la columna mayor de losmarcosmenores al procesador Pi+1, siendo 1 � i � p� 2.El procesador P0 trans�ere al P1 4b = n2p datos y el Pp�1 al Pp�2 n � 4b(p � 1) =n(p+1)2p datos.Si la transferencia se hace primero por un enlace y despu�es por el otro el coste es2�+ n(p+1)�2p si los enlaces permiten comunicaciones en los dos sentidos al mismo tiempo,y si s�olo se permiten comunicaciones en un sentido cada vez el coste es 4� + n(p+1)�p .El coste por barrido ser�a en el peor casoTc = n  2� + n�p ! (p� 1) + 4� + n (p+ 1) �p ! (5.1.2)que es de orden O(n2), menor que el orden del coste aritm�etico.



136 INTRODUCCIONSeguimos teniendo el problema de que en los nodos no est�a balanceado el volumende las transferencias que se hace por cada uno de los enlaces pero hemos evitado eltener nodos de distinto tipo, y adem�as la topolog��a es ahora m�as simple.Se tratar��a por tanto de un algoritmo te�oricamente �optimo.5.1.3 Por antidiagonalesSe divide la matriz en submatrices 2� 2A = 266664 A00 A01 : : : A0kA10 A11 : : : A1k... ... . . . ...Ak0 Ak1 : : : Akk 377775 (5.1.3)con k = n2 � 1, y se agrupan estas submatrices por antidiagonales (�gura 5.1.6) quellamaremos Ai con i = 0; : : : ; n2 � 1. Cada antidiagonal Ai est�a formada por lassubmatrices Ajk con i = (j + k) mod n2 . Si se distribuye la matriz en los procesadorespor antidiagonales elementos sim�etricos estar�an en un mismo procesador, y por tantono es necesario almacenarlos. El c�alculo de las rotaciones de Givens se realiza utilizandodatos en las submatrices Aii, por lo que, para balancear este c�alculo, agruparemos lasantidiagonales por parejas adyacentes que formar�an un bloque, obteni�endose de estemodo n4 bloques que llamaremos Bi, siendo Bi = A2iSA2i+1, con i = 0; : : : ; n4 (�gura5.1.6). Si consideramos n = 4pb con p el n�umero de procesadores y b un n�umeronatural, se pueden asignar a cada procesador b bloques consecutivos, conteniendo Pilos bloques Bj , con j = ib; : : : ; (i + 1)b � 1, y estando el bloque Bi almacenado enPi div p (�gura 5.1.6).Topolog��a asociadaTanto si n es m�ultiplo de cuatro como si no lo es las transferencias de �las y columnas sehacen de un bloque al anterior (con el m�odulo correspondiente y si seguimos utilizandola ordenaci�on par-impar) con lo que es su�ciente una topolog��a de anillo unidireccional.Costes te�oricosTambi�en en este caso el m�etodo de Jacobi que consideramos tiene el mismo esquemaque el m�etodo sin explotaci�on de la simetr��a del cap��tulo anterior, por lo que usa laordenaci�on par-impar, aunque el esquema de almacenamiento es por antidiagonales.Estudiaremos el coste en el caso de calcular los valores propios.Consideraremos n m�ultiplo de 4, con lo que tendremos n4 bloques y en cadaprocesador b bloques siendo n = 4pb.
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Figura 5.1.6: Esquema de almacenamiento por antidiagonales.



138 INTRODUCCIONEn cada procesador se calculan 2b rotaciones de Givens, lo que se hace en 22b = 11n2p
ops, requiri�endose 11n22p 
ops por barrido en el c�alculo de las rotaciones.En la actualizaci�on de la matriz, como cada bloque tiene n submatrices 2 � 2 delas que n� 2 son sim�etricas, tendremos que actualizar n2 + 1 submatrices 2� 2, lo quese hace en 12n + 24 
ops.Por tanto, el coste aritm�etico por barrido ser�a el mismo de la expresi�on 5.1.1.Cada procesador calcula 2b rotaciones de Givens y las difunde a los dem�as proce-sadores, y el coste de enviar los par�ametros de las rotaciones a un procesador vecinoser�a �+4b� . Al ser el anillo bidireccional el coste de la difusi�on ser�a 2(�+4b� )(p� 1).En la transferencia de columnas un procesador trans�ere al anterior columnas delas submatrices m�as pr�oximas al procesador destino, en el caso m�as favorable en todaslas submatrices la misma columna (la primera o la segunda) con lo que el tiemposer�a � + n� , y en otros casos de las primeras submatrices la columna segunda y delas �ultimas la primera. Si se copian las columnas a enviar en una columna auxiliarantes de la transmisi�on y se transmite esta columna el tiempo ser�a � + n� , pero si setrans�eren en dos partes el tiempo ser�a 2� + n� (lo mismo ocurre con la transferenciade �las).Por tanto, el coste de las comunicaciones por barrido ser�aTc = 2n (p + 2)� + 2 2n2 � n2p ! � : (5.1.4)Tambi�en con este esquema se obtiene un algoritmo te�oricamente �optimo.El coste de las comunicaciones se puede mejorar si tenemos en cuenta que s�oloes necesario trabajar con la parte triangular superior (o triangular inferior) de la ma-triz, con lo que se puede evitar el env��o de datos en la parte que no se est�e usando.Estudiaremos estas comunicaciones con m�as detalle en las siguientes secciones.5.1.4 Comparaci�onCon los tres esquemas llegamos a alcanzar un speed-up de p y una e�ciencia del 100%,y en los tres se hace a costa de empeorar las comunicaciones con respecto al algoritmoque no explota la simetr��a en un factor constante, al hacerse transferencia de �las ycolumnas.Los esquemas por marcos y por antidiagonales necesitan de una topolog��a m�assimple (si usamos la ordenaci�on par-impar), pero con los esquemas de codos ymarcosse puede obtener una ligera mejora en las comunicaciones si se pueden enviar y recibirdatos a la vez por un mismo enlace y por los distintos enlaces de un procesador.Adem�as, estos esquemas producen un almacenamiento m�as compacto de los datos, porlo que es m�as f�acil usar BLAS e�cientemente. M�as adelante veremos c�omo se puedeusar BLAS e�cientemente con el esquema por marcos.



INTRODUCCION 139En los tres esquemas la memoria necesaria en cada procesador se reduce aproxi-madamente a la mitad al utilizar el hecho de que la matriz es sim�etrica.El esquema menos restrictivo en cuanto a la dimensi�on de la matriz es el de anti-diagonales en el que es su�ciente con que n sea un n�umero par, despu�es el de codos enel que n debe ser m�ultiplo de 4 y por �ultimo el de marcos en el que debe ser m�ultiplode 8. En cualquier caso, esta no es una restricci�on importante pues basta con construiruna matriz a~nadiendo �las y columnas de ceros con unos en la diagonal hasta obtenerla dimensi�on necesaria.5.2 Algoritmo con almacenamiento por antidiago-nales5.2.1 Descripci�onEl algoritmo sim�etrico que presentamos est�a basado en las siguientes consideraciones.La matriz A de tama~no n� n, siendo n un n�umero par, se divide en bloques 2 � 2A = 266664 A00 A01 : : : A0kA10 A11 : : : A1k... ... . . . ...Ak0 Ak1 : : : Akk 377775 (5.2.1)donde k = n2 � 1. Supongamos que disponemos de p = n2 procesadores de modoque asignamos, de manera c��clica, a cada procesador todos los bloques situados enuna misma antidiagonal. Parece evidente que, por la simetr��a de la matriz, en cadaprocesador s�olo es necesario almacenar aquellos bloques pertenecientes a una mismaantidiagonal que est�an situados en o por encima de la diagonal principal de bloques,es decir, del tipo Aij con i � j, pero, como veremos m�as adelante, dependiendo dela ordenaci�on que se use ser�a necesario almacenar algunos bloques adicionales. Laordenaci�on que usaremos es la par-impar, y ser�a necesario almacenar los bloques Ai;i�1con i = 1; 2; : : : ; k. Si en cada paso �unicamente anulamos elementos no diagonalessituados en bloques Aii, en los procesadores impares hay que calcular dos rotacionesde Givens y en los pares ninguna, como se observa en el ejemplo de la �gura 5.2.1,donde los ceros indican los elementos a anular y el procesador en que se encuentra cadabloque se representa por Pi.Para tratar de mejorar el balanceo de la carga, supongamos que se dispone de p = n4procesadores y que asignamos c��clicamente a cada procesador todos los bloques situadosen dos antidiagonales consecutivas. En el ejemplo de la �gura 5.2.2 puede compro-barse que con esta distribuci�on cada procesador calcula dos rotaciones de Givens.En el caso general, si n = 2bp, tendremos que asignar a cada procesador los bloquessituados en b antidiagonales consecutivas. Si b es par se conseguir�a balancear el
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3777777777777777777777775Figura 5.2.1: n=8, k=3, p=4, b=1.2666666666666666666666664
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3777777777777777777777775Figura 5.2.2: n=8, k=3, p=2, b=2.



INTRODUCCION 141c�alculo de las rotaciones de Givens, calcul�andose en cada procesador b rotaciones.De este modo, el procesador Pr contendr�a los bloques 2 � 2 Aij y Akl, donde los��ndices i, j, k, l, se calculan por medio del siguiente algoritmo.Algoritmo 5.2.1 C�alculo de las submatrices 2� 2 que se almacenan en el procesadorPr utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales.PARA m = 0; 1; : : : ; b� 1t = br +mPARA i = 0; : : : ; t div 2j = t� iFINPARAt = br +m+ 1PARA i = t; : : : ; (t� 1) div 2 + n4j = t� i� 1 + n2FINPARAFINPARAS�olo se almacenan los bloques Aij, i � j. Y los Ai;i�1 se conocen por sus sim�etricos.Llamaremos q-�esima antidiagonal del procesador Pr a los bloques de la matriz Agenerados en el algoritmo anterior para m = q.Por otro lado, un bloque Aij con i � j + 1 estar�a contenido en el procesador Prsiendo r = (i+ j) div b; si i+ j < n2r = (i+ j � n2 ) div b; si i+ j � n2 : (5.2.2)En el apartado siguiente suponemos que la distribuci�on de la matriz en el sistemamultiprocesador sigue este esquema.5.2.2 AlgoritmoTransferencia de �las y columnasDespu�es del c�alculo de las rotaciones de Givens que anulan elementos no diagonalessituados en bloques de la forma Aii es necesaria su difusi�on para la actualizaci�on dela matriz. En este caso s�olo necesitamos actualizar la mitad de sus elementos pues loselementos sim�etricos se encuentran en un mismo procesador.Con esta distribuci�on de los datos, y para seguir teniendo elementos sim�etricos enun mismo procesador, necesitamos transferir columnas y �las, como se muestra en elsiguiente ejemplo para n = 8, b = p = 2.Consideramos el conjunto inicial de pares f(0; 1); (2; 3); (4; 5); (6; 7)g, por lo que elestado inicial de la matriz ser�a el de la �gura 5.2.3.



142 INTRODUCCION26666666666666666666666664
a00 a01 a02 a03 a04 a05 a06 a07P0 P0 P1 P1a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17a20 a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27P0 P1 P1 P0a30 a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37a40 a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47P1 P1 P0 P0a50 a51 a52 a53 a54 a55 a56 a57a60 a61 a62 a63 a64 a65 a66 a67P1 P0 P0 P1a70 a71 a72 a73 a74 a75 a76 a77

37777777777777777777777775Figura 5.2.3: n=8, b=p=2.Tras anular, mediante rotaciones planas, los elementos se~nalados, pasar��amos arealizar la transferencia de columnas, utilizando el algoritmo de modi�caci�on de paresde la ordenaci�on par-impar. Esto es equivalente a postmultiplicar la matriz anteriorpor la matriz de permutaci�on P = [e1; e4; e3; e6; e5; e8; e7; e2], siendo ei el i-�esimo vectorcolumna unitario de R8. Con esto se obtiene la distribuci�on que aparece en la �gura5.2.4.Se puede observar que algunos elementos sim�etricos est�an situados en procesadoresdistintos (por ejemplo, a05 est�a en P0 y a50 en P1), por lo que es necesario realizaruna transferencia de �las. Para ello basta con premultiplicar por la misma matriz depermutaci�on P , obteni�endose como resultado la distribuci�on que aparece en la �gura5.2.5.A continuaci�on se podr��a llevar a cabo el siguiente paso, con el conjunto de paresde ��ndices f(0; 3); (2; 5); (4; 7); [6; 1]g.Se sobreentiende que los elementos de cada bloque Aij van variando conformeavanza el algoritmo. Por ejemplo, en el caso particular que estamos considerando, conn = 8 y b = p = 2, el bloque A00 vendr��a dado inicialmente por" a00 a01a10 a11 # :Tras la anulaci�on de a01, a10 y la transferencia de columnas se convierte en" a00 a030 a33 #y por �ultimo tras la transferencia de �las en



INTRODUCCION 1432666666666666666666666664
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3777777777777777777777775Figura 5.2.4: n=8, b=p=2.2666666666666666666666664
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3777777777777777777777775Figura 5.2.5: n=8, b=p=2.



144 INTRODUCCION" a00 a03a30 a33 # :Las transferencias de datos realizadas se efect�uan mediante env��os de una anti-diagonal de bloques a la antidiagonal inmediata superior. En la "transferencia decolumnas" se env��an datos de cada bloque Aij al bloque Ai;(j�1) mod n2 , y en la "trans-ferencia de �las" del bloque Aij al bloque A(i�1) mod n2 ;j. De este modo, tanto en latransferencia de �las como en la de columnas, s�olo los datos de bloques situados enla primera antidiagonal de cada procesador se env��an a un procesador distinto (delprocesador Pi al P(i�1) mod p), como se puede observar en el dibujo de la �gura 5.2.6.A00P0P0 P0 P0P1P1 P1
A A AA A A AA A A AA A A A01 02 0310 11 12 1320 21 22 2330 31 32 33Figura 5.2.6: n=8, b=p=2.Si se hace primero la transferencia de columnas y despu�es la transferencia de �las,tendremos un coste de comunicaci�on de 4� + 4n� . Este coste se puede mejorar sitenemos en cuenta que, por la simetr��a, s�olo necesitamos conocer el tri�angulo superiorde la matriz. Para ilustrar estas ideas acudamos de nuevo al ejemplo de las �guras 5.2.3,5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6, analizando c�omo podemos reorganizar las comunicaciones paraobtener la distribuci�on indicada en la �gura 5.2.5, pero limit�andonos a los bloquesAij con i � j. Los datos correspondientes de estos bloques son sustituidos, en latransferencia de �las, por datos provenientes de bloques de la forma A(i+1) mod n2 ;j. Enefecto, representemos, en la �gura 5.2.7, cada bloque Aij de la matriz de la �gura5.2.4 mediante Xi �o Fi, donde el sub��ndice indica el procesador donde se encuentraalmacenado dicho bloque.Los datos que provienen de la segunda �la de los bloques se~nalados con F son los�unicos que sustituyen a datos de los bloques Aij con i � j (cada bloque Fi modi�ca



INTRODUCCION 14526664 X0 X0 X1 F1F0 F1 F1 F0X1 F1 F0 F0X1 X0 F0 F1 37775Figura 5.2.7: n=8, b=p=2.el bloque inmediato superior situado en su misma columna). Como en la transferenciaentre procesadores s�olo intervienen datos de la primera antidiagonal de cada proce-sador, se puede comprobar que cada procesador s�olo necesita transferir n2 datos.Del an�alisis realizado sobre la transferencia de �las, se deduce que en la transfe-rencia de columnas bastar�a con enviar datos de bloques que modi�quen bloques deltipo Aij con i � 1 � j. Por tanto, se enviar�an datos de los bloques Aij con i � j yde Ai0 con i = 0; 1; : : : ; n2 � 1. Para �jar ideas, en la �gura 5.2.8 representamos cadabloque Aij de la matriz de la �gura 5.2.3 (suponiendo que ya hemos anulado los ele-mentos se~nalados) mediante Xi �o Ci, donde el sub��ndice indica el procesador donde seencuentra almacenado dicho bloque. Los datos que provienen de la segunda columnade los bloques se~nalados con C son los �unicos que modi�can a los bloques situados enel tri�angulo superior y en la subdiagonal principal de subbloques 2� 2. Hay que hacernotar que los bloques Ai0 con i = 1; 2; : : : ; n2 � 1 no es necesario almacenarlos pues seconocen por sus sim�etricos, pero tras la transferencia de columnas se pierde la simetr��a(�gura 5.2.4), por lo que al hacer la transferencia de �las el contenido de los bloquesAi;i�1 no se puede deducir del de sus sim�etricos, lo que hace necesario el trabajo directocon los bloques Ai;i�1 y por tanto tenerlos almacenados en la memoria.26664 C0 C0 C1 C1C0 C1 C1 C0C1 X1 C0 C0C1 X0 X0 C1 37775Figura 5.2.8: n=8, b=p=2.Puede comprobarse que, con esta transferencia de columnas, cada procesador s�olotiene que enviar n2 + 4 datos, en el peor de los casos.Con esta estrategia de transferencia de columnas y �las el coste de las comunica-ciones en la transferencia de datos ser�a4� + (2n + 8)� : (5.2.3)



146 INTRODUCCIONC�odigo del algoritmoPara el c�alculo de los valores propios, con los datos distribuidos por antidiagonales,el esquema es similar al del algoritmo que no explota la simetr��a pero con transferenciade columnas y de �las (de parte de las columnas y de las �las).En todos los procesadores se ejecutar�a el mismo c�odigoAlgoritmo 5.2.2 Esquema del algoritmo JaEsPaSiAnAnPi.EN PARALELO para r = 0; 1; : : : ; p� 1 en Pr:REPETIRPARA i = 1; : : : ; ncalcular rotaciones (i; r)difundir rotaciones (r)actualizar matriz (r)transferir columnas (i; r)transferir �las (i; r)FINPARAcalcular off(A)HASTA off(A) < COTALos procedimientos utilizados en este algoritmo tienen los siguientes signi�cados.Algoritmo 5.2.3 C�alculo de rotaciones (i,r).SI i mod 2 = 1PARA j = 0; : : : ; b� 1SI j mod 2 = 0calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2)-�esimo(*utilizando los datos en el bloque A(br+j) div 2;(br+j) div 2*)calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2 + n4 )-�esimo(*utilizando los datos en el bloque A(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 *)FINSIFINPARAEN OTRO CASOPARA j = 0; : : : ; b� 1SI j mod 2 = 0calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2)-�esimo(*utilizando los datos en el bloque A(br+j) div 2;(br+j) div 2*)calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2 + n4 )-�esimo



INTRODUCCION 147(*utilizando los datos en el bloque A(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 *)(*Hacer los c�alculos tomando c = 1 y s = 0 para el par ((n� i) div 2)-�esimo.*)FINSIFINPARAFINSILa difusi�on de los par�ametros es igual a la del algoritmo que no explota la simetr��a,ya que se trata de un broadcast usando la topolog��a de anillo (algoritmo 4.2.4).Algoritmo 5.2.4 Actualizar matriz (r).PARA j = 0; : : : ; b� 1k = br + jPARA q = 0; : : : ; k div 2m = k � q" a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # = " cq sq�sq cq # " a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # " cm �smsm cm #(*Aqm = QqAqmQtm*)FINPARAk = br + j + 1PARA q = k; : : : ; (k � 1) div 2 + n4m = k � q � 1 + n2" a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # = " cq sq�sq cq # " a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # " cm �smsm cm #(*Aqm = QqAqmQtm*)FINPARAFINPARAObviamente, en el algoritmo 5.2.4 la actualizaci�on se hace sobre valores obtenidosen cada Aij, pero estos valores cambian en cada iteraci�on al aplicar los procedimientosde transferencia de columnas y de �las.Algoritmo 5.2.5 Transferencia de columnas (i,r).PARA todos los bloques Ajk en Pr:SI Aj;(k�1) mod n2 no est�a en Prenviar columna m del bloque Ajk a P(r�1) mod pSI b = 1recibir columna del bloque Aj;(k+1) mod n2 y almacenarlaen la columna m del bloque AjkEN OTRO CASO



148 INTRODUCCIONAjk(:;m) = Aj;(k+1) mod n2 (:;m)FINSIEN OTRO CASOAj;(k�1) mod n2 (:;m) = Ajk(:;m)SI Aj;(k+1) mod n2 no est�a en Prrecibir columna del bloque Aj;(k+1) mod n2 y almacenarlaen la columna m de AjkEN OTRO CASOAjk(:;m) = Aj;(k+1) mod n2 (:;m)FINSIFINSIFINPARAEn este algoritmo el valor de m para Ajk esm = 1; si k = 0; 1; : : : ; (n� i� 1) div 2m = 0; si k = (n� i� 1) div 2 + 1; : : : ; n2 � 1: (5.2.4)Hay que hacer notar que los bloques Ajk en Pr se deben referenciar en el bucle demodo que no se pierda informaci�on al hacer la asignaci�on de columnas, es decir, por�las y dentro de cada �la en orden creciente de columnas. Los bloques de la formaAij con i > j de los que se necesita transferir columnas son conocidos gracias a sussim�etricos.Algoritmo 5.2.6 Transferencia de �las (i,r).PARA todos los bloques Ajk en Pr:SI A(j�1) mod n2 ;k no est�a en Prenviar �la m del bloque Ajk a P(r�1) mod pSI b = 1recibir �la del bloque A(j+1) mod n2 ;k y almacenarlaen la �la m del bloque AjkEN OTRO CASOAjk(m; :) = A(j+1) mod n2 ;k(m; :)FINSIEN OTRO CASOA(j�1) mod n2 ;k(m; :) = Ajk(m; :)SI A(j+1) mod n2 ;k no est�a en Prrecibir �la del bloque A(j+1) mod n2 ;k y almacenarlaen la �la m del bloque AjkEN OTRO CASO(Ajk)(m; :) = A(j+1) mod n2 ;k(m; :)FINSI



INTRODUCCION 149FINSIFINPARAEn este algoritmo el valor de m para Ajk esm = 1; si j = 0; 1; : : : ; (n� i� 1) div 2m = 0; si j = (n� i� 1) div 2 + 1; : : : ; n2 � 1: (5.2.5)Hay que hacer notar que los bloques Ajk en Pr se deben referenciar en el buclede modo que no se pierda informaci�on al hacer la asignaci�on de �las, es decir, porcolumnas, y dentro de cada columna en orden creciente de �las.5.2.3 Costes te�oricosSuponemos n = 2bp, con lo que en cada procesador tendremos b antidiagonalesconsecutivas.El coste aritm�etico del c�alculo de las rotaciones de Givens y de off(A) no var��arespecto al del algoritmo que no explota la simetr��a, pero el de la actualizaci�on de lamatriz s�� var��a. Al tener en este caso n2+2n8p bloques 2� 2 en cada procesador, el costearitm�etico por barrido, despreciando los t�erminos de menor orden, viene dado porTa = 3n3p + 25n22p flops: (5.2.6)El coste de las comunicaciones en la difusi�on de los par�ametros de las rotaciones yen el c�alculo de off(A) es igual al del algoritmo no sim�etrico, pero el de la transferenciade columnas es 2� + (n + 8)� , y el de la transferencia de �las 2� + n� , con lo que elcoste de las comunicaciones por barrido viene dado porTc = 2n(p + 1)� + 4n2� ; (5.2.7)donde hemos despreciado los t�erminos de orden inferior.Tambi�en se puede dise~nar este algoritmo para hipercubo utilizando el anillo in-merso en el hipercubo, pero utilizando en las difusiones la topolog��a de hipercubo,obteni�endose de este modo que el t�ermino que afecta a � ser��a de 2n(2 + log2 p).De cualquier modo, en el algoritmo que explota la simetr��a la cota superior que seobtiene para la e�ciencia es Ep = T1p(Ta + Tc) � T1pTa � 1: (5.2.8)



150 INTRODUCCION5.2.4 Resultados experimentalesEn este apartado presentaremos los resultados del algoritmo que explota la simetr��a enanillo (JaEsPaSiAnAnPi). Analizaremos estos resultados y los compararemos con losque se obtienen con el algoritmo que no explota la simetr��a, estudiado en el cap��tuloanterior (JaEsPaNsAnCoPi).Se mostrar�an resultados obtenidos en el PARSYS SN-1040 basado en TransputersT800, el iPSC/2 y el iPSC/860.Hemos utilizado una topolog��a de anillo unidireccional, y hemos hecho las imple-mentaciones asignando a cada procesador b bloques consecutivos, con lo que pb = n4 ypor tanto las implementaciones servir�an para valores de n m�ultiplos de cuatro. Estono es un inconveniente pues siempre se pueden a~nadir las �las y las columnas de ceroscon unos en la diagonal que hagan falta.En las implementaciones usamos el orden par-impar en un anillo unidireccionalpues, aunque se necesitan n pasos en cada barrido y se podr��a hacer en n � 1 pasosusando otras ordenaciones, hemos considerado que cuando n crece la diferencia de unpaso no es signi�cativa, y que el m�etodo par-impar tiene la ventaja de que, utilizadocon el esquema de almacenamiento por antidiagonales, necesita de un anillo uni-direccional y en la transferencia de datos cada procesador env��a datos a uno de susvecinos y recibe del otro, mientras que con otras ordenaciones se necesitar��a de m�ascomunicaciones (ordenaci�on Round-Robin) o de un anillo bidireccional (ordenaci�on deEberlein).En la tabla 5.2.1 aparecen los resultados obtenidos en un PARSYS SN-1040 utili-zando topolog��a de anillo unidireccional cuando se utilizan 2, 4, 8 y 16 Transputers ymatrices densas generadas aleatoriamente con datos entre -10 y 10 y con tama~nos 64,128, 192, 256 y 320. En todos los casos ejecutamos los mismos programas paralelosque hemos llamado JaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnAnPi, coincidiendo el n�umero deprocesos con el de nodos de la red (un proceso en cada nodo). La implementaci�on se hahecho en 3L C y los resultados que aparecen en la tabla son tiempos por barrido, en se-gundos. Tambi�en �guran los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencial que explotala simetr��a y el cociente entre los tiempos de JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi.Idealmente este cociente deber��a ser 0.5 puesto que con JaEsPaSiAnAnPi trabajamosaproximadamente con la mitad de la matriz, mientras que con JaEsPaNsAnCoPi tra-bajamos con toda la matriz (al no explotar la simetr��a), pero lo que se observa en latabla es que cuando el tama~no de la matriz crece el cociente tiende a estar alrededorde 0.6. Esto es debido a dos razones:1. El programa correspondiente a JaEsPaSiAnAnPi presenta mayor "overhead" queel JaEsPaNsAnCoPi debido a que la distribuci�on de los datos en los procesadoreses m�as irregular.2. En JaEsPaSiAnAnPi se realizan transferencias de �las y columnas produci�endosepor esto mayor contenci�on en las sincronizaciones.



INTRODUCCION 15164 128 192 256 320JaEsPaNsAnCoPi 2 3.75 29.12 97.12 226.12 439.77JaEsPaSiAnAnPi 2 2.61 18.02 57.71 133.55 256.71Cociente 2 0.6969 0.6188 0.5941 0.5906 0.5837JaEsPaNsAnCoPi 4 1.95 14.69 49.27 116.12 219.66JaEsPaSiAnAnPi 4 1.46 9.64 30.06 69.05 130.52Cociente 4 0.7465 0.6562 0.6089 0.5946 0.5941JaEsPaNsAnCoPi 8 1.08 7.73 24.90 58.14 112.18JaEsPaSiAnAnPi 8 0.90 5.41 14.41 37.19 69.17Cociente 8 0.8344 0.6993 0.6558 0.6396 0.6166JaEsPaNsAnCoPi16 0.66 4.23 13.60 31.10 59.71JaEsPaSiAnAnPi 16 0.65 3.36 9.49 20.61 37.70Cociente 16 0.9762 0.7928 0.6979 0.6628 0.6313JaEsSeSiFi 3.46 27.11 91.49 217.91 424.38Tabla 5.2.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmosJaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnCoPi. En el PARSYS SN-1040.Vemos (tabla 5.2.1) que cuando el n�umero de nodos aumenta la mejora de JaEs-PaSiAnAnPi respecto a JaEsPaNsAnCoPi disminuye y cuando el tama~no de la matrizdisminuye se reduce la mejora obtenida con JaEsPaSiAnAnPi. Esto se debe a queaunque el coste aritm�etico es de mayor orden que el de las comunicaciones y en JaEs-PaSiAnAnPi se mejora el coste aritm�etico a costa de empeorar las comunicaciones,cuando las matrices son peque~nas el coste de las comunicaciones es muy importanteen comparaci�on con el aritm�etico. Esto produce que en pruebas que hemos hecho contama~nos menores de 64 se llega a obtener mejores resultados con JaEsPaNsAnCoPique con JaEsPaSiAnAnPi.En las tablas 5.2.2 y 5.2.3 se muestran los valores obtenidos del speed-up y de lae�ciencia. Se observa que mientras con JaEsPaNsAnCoPi no se llega a una e�cienciade 0.5, con JaEsPaSiAnANPi se sobrepasa ampliamente aunque est�a bastante alejadade 1 por los motivos se~nalados. Se aprecia que al aumentar el tama~no de las matricesaumenta la e�ciencia pero al aumentar el n�umero de procesadores disminuye, debidofundamentalmente a las difusiones de los par�ametros de las rotaciones.En la tabla 5.2.4 se muestra la e�ciencia obtenida con JaEsPaSiAnCoPi y JaEs-PaSiAnAnPi en iPSC/2, y en la tabla 5.2.5 la obtenida en iPSC/860. Estos resultadoscon�rman los obtenidos en el PARSYS SN-1040.



152 INTRODUCCION64 128 192 256 320JaEsPaNsAnCoPi 2 0.923 0.931 0.942 0.964 0.965JaEsPaSiAnAnPi 2 1.324 1.504 1.585 1.632 1.653JaEsPaNsAnCoPi 4 1.775 1.846 1.853 1.877 1.932JaEsPaSiAnAnPi 4 2.377 2.813 3.043 3.156 3.251JaEsPaNsAnCoPi 8 3.218 3.506 3.674 3.748 3.783JaEsPaSiAnAnPi 8 3.857 5.014 5.601 5.859 6.135JaEsPaNsAnCoPi 16 5.225 6.406 6.725 7.008 7.107JaEsPaSiAnAnPi 16 5.352 8.080 9.635 10.573 11.257Tabla 5.2.2: Speed-up de los algoritmos JaEsPaNsAnCoPi y JaEsPaSiAnAnPi. En elPARSYS SN-1040. 64 128 192 256 320JaEsPaNsAnCoPi 2 0.462 0.465 0.471 0.482 0.482JaEsPaSiAnAnPi 2 0.662 0.752 0.793 0.816 0.827JaEsPaNsAnCoPi 4 0.444 0.462 0.463 0.469 0.483JaEsPaSiAnAnPi 4 0.594 0.703 0.761 0.789 0.813JaEsPaNsAnCoPi 8 0.402 0.438 0.459 0.468 0.473JaEsPaSiAnAnPi 8 0.482 0.627 0.700 0.732 0.767JaEsPaNsAnCoPi 16 0.327 0.400 0.420 0.438 0.444JaEsPaSiAnAnPi 16 0.334 0.505 0.602 0.661 0.704Tabla 5.2.3: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi. En elPARSYS SN-1040. 64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPi 2 0.446 0.463 0.462 0.466 0.467 0.469 0.469 0.469JaEsPaSiAnAnPi 2 0.702 0.806 0.837 0.856 0.866 0.874 0.879 0.882JaEsPaNsAnCoPi 4 0.403 0.447 0.457 0.463 0.464 0.466 0.468 0.469JaEsPaSiAnAnPi 4 0.574 0.750 0.806 0.837 0.850 0.861 0.868 0.874Tabla 5.2.4: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnCoPi. EniPSC/2.



INTRODUCCION 15364 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsAnCoPi 2 0.23 0.38 0.44 0.51 0.57 0.59 0.63 0.59JaEsPaSiAnAnPi 2 0.21 0.45 0.61 0.74 0.84 0.92 1.00 0.95JaEsPaNsAnCoPi 4 0.08 0.26 0.38 0.44 0.52 0.55 0.59 0.56JaEsPaSiAnAnPi 4 0.09 0.28 0.47 0.61 0.72 0.79 0.90 0.87JaEsPaNsAnCoPi 8 0.04 0.13 0.24 0.32 0.40 0.43 0.51 0.51JaEsPaSiAnAnPi 8 0.03 0.13 0.26 0.37 0.49 0.61 0.71 0.71Tabla 5.2.5: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaSiAnAnPi y JaEsPaNsAnAnPi. EniPSC/860.5.3 Algoritmo con almacenamiento por marcosSi dividimos la matriz A de tama~no n � n en n2 marcos (M0, M1, ... , Mn2�1) talcomo se vio en 5.1.2 y agrupamos los marcos Mi y Mn2�1�i en un mismo bloque Biy disponemos de p = n4b procesadores, podemos asignar al procesador Pi los bloquesBj con j = ib; ib + 1; : : : ; (i + 1)b � 1. Por la simetr��a de la matriz s�olo es necesarioalmacenar en cada procesador Pi aquellos elementos de los bloques Bj que pertenezcana la parte triangular superior de la matriz (o la parte triangular inferior) pero, talcomo suced��a con el esquema por antidiagonales, ser�a necesario almacenar algunoselementos de la parte triangular inferior dependiendo de la ordenaci�on que se use yde las necesidades de comunicaci�on que dicha ordenaci�on genere. Vamos a utilizar ennuestra implementaci�on la ordenaci�on de Eberlein.Si consideramos la matriz A dividida en bloques 2 � 2 las rotaciones de Givens secalcular�an en cada caso en bloques diagonales (tal como en el esquema por antidia-gonales), necesit�andose por tanto un movimiento de �las y columnas entre dos pasosconsecutivos del algoritmo.5.3.1 AlgoritmoEl esquema del m�etodo es el mismo del algoritmo 4.2.2 pero consistiendo en este casola transferencia de datos entre procesadores vecinos en una transferencia de columnasy posteriormente una transferencia de �las. Adem�as se usar�a la ordenaci�on de Eberleinpor lo que cada barrido constar�a de n� 1 pasos en vez de los n que se necesitan con laordenaci�on par-impar.Almacenamiento de los datosComo ya indicamos al analizar el esquema de distribuci�on por marcos, la matrizse divide en marcos que se agrupan en bloques de manera que todos los bloques



154 INTRODUCCIONcontengan el mismo n�umero de elementos. En la �gura 5.3.1 mostramos c�omo sealmacenan estos marcos en los procesadores. Consideramos los bloques externos de�las y columnas (parte de esas �las y columnas) asociados a un procesador como unbloque de n4p �las y columnas, y lo mismo con los bloques internos. En la �gura serepresentan los bloques almacenados en el procesador P1. Hay que tener en cuentaque la parte triangular inferior de la matriz no se almacena pero se conoce al estarelementos sim�etricos en un mismo procesador. Cada uno de los bloques interno yexterno se divide en dos subbloques que llamamos norte y este, con lo que en unprocesador tendremos 4 bloques que llamaremos Aen, Aee, Ain y Aie. Estos bloques, enel procesador Pr tendr�an dimensiones n4p��n � n2pi�, �n� n2pi� n4p�� n4p , n4p�� n2pi+ n2p�y � n2pi+ n4p�� n4p , respectivamente. AenA AAin ie ee
Figura 5.3.1: Almacenamiento de datos con el esquema por marcos.C�alculo de rotacionesTodos los procesadores calculan el mismo n�umero de rotaciones, n2p , calculando n8p encada una de las submatrices (Akl con k = e; i; l = n; e) que contiene. El c�odigo ser��a:



INTRODUCCION 155Algoritmo 5.3.1 C�alculo de rotaciones (r). En el esquema por marcos.PARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on (r n8p + j)-�esima que anule el elemento Aen[2j; 2j + 1]FINPARAPARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on (n4 �(r+1) n8p+j)-�esima que anule el elementoAin[2j; 2j+1]FINPARAPARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on (n4 + r n8p + j)-�esima que anule el elementoAie[filas(Aie)� columnas(Aie) + 2j; 2j + 1]FINPARAPARA j = 0; : : : ; b� 1calcular rotaci�on (n2 � (r + 1) n8p + j)-�esima que anule el elementoAee[filas(Aee)� columnas(Aee) + 2j; 2j + 1]FINPARA(*siendo b = n8p*)En este algoritmo usamos las funciones filas y columnas que nos devuelven, res-pectivamente, el n�umero de �las y columnas de una matriz.Difusi�on de las rotacionesLa difusi�on de las rotaciones puede ser una difusi�on normal pero teniendo en cuenta quelos par�ametros que cada procesador calcula no corresponden a elementos adyacentes enla diagonal principal, por lo que tras la recepci�on de estos par�ametros cada procesadordebe reorganizarlos.Por otro lado, el esquema de almacenamiento por marcos permite un peque~noahorro en la difusi�on de los par�ametros ya que no todos los procesadores necesitande todos los par�ametros, as��, todos los procesadores necesitan los par�ametros que secalculan para anular elementos de las submatrices Ain y Aie, pero los par�ametroscalculados para anular elementos en Aen y Aee en el procesador Pr no los necesitan losprocesadores Pi con r + 1 � i � p � 1.El coste de las difusiones usando una difusi�on normal ser��a de 2(p�1)�+(2n� 2np )� ,y haciendo una difusi�on adecuada al esquema por marcos tal como hemos indicadoser��a 2(p � 1)� + (2n � 5n2p )� . M�as importante que el peque~no ahorro que se puedaobtener en los tiempos te�oricos de ejecuci�on puede ser el solapamiento que se puedeproducir. Ilustramos la realizaci�on de una difusi�on de este tipo en la �gura 5.3.2, dondese muestran, para 4 procesadores, los tres pasos de la difusi�on. Se indica en una 
echacon un n�umero el n�umero de procesador que ha calculado los par�ametros que se est�anmandando, y los sub��ndices indican de que bloque son las rotaciones que se env��an(interior o exterior).Un algoritmo que utiliza esta idea es:



156 INTRODUCCION
0 i

1 2 30 ei ei1 2 30 ei
paso 2paso 3 ii12 3 0 i23 0 i 1 i

1 2 30 ei1 2 3ei eipaso 1
Figura 5.3.2: Difusi�on de los par�ametros en el esquema por marcos.



INTRODUCCION 157Algoritmo 5.3.2 Difusi�on de las rotaciones (r). En el esquema por marcos.frontera = p � 1PARA j = 1; : : : ; p� 1SI r = 0enviar par�ametros calculados en Ain y Aie a Pp�1recibir par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie de P1EN OTRO CASO SI r = fronteraSI r mod 2 = 0enviar par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie a P(r�1) mod precibir par�ametros calculados en Ain y Aie de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir par�ametros calculados en Ain y Aie de P(r+1) mod penviar par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie a P(r�1) mod pFINSIEN OTRO CASO SI r > fronteraSI r mod 2 = 0enviar par�ametros calculados en Ain y Aie a P(r�1) mod precibir par�ametros calculados en Ain y Aie de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir par�ametros calculados en Ain y Aie de P(r+1) mod penviar par�ametros calculados en Ain y Aie a P(r�1) mod pFINSIEN OTRO CASOSI r mod 2 = 0enviar par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie a P(r�1) mod precibir par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie de P(r+1) mod penviar par�ametros calculados en Aen, Aee, Ain y Aie a P(r�1) mod pFINSIFINSIfrontera = frontera � 1FINPARALa variable frontera la usaremos para determinar, en cada paso del algoritmo, qu�eprocesadores env��an o reciben todos los par�ametros de las rotaciones y cuales env��an oreciben s�olo la mitad de los par�ametros.Actualizaci�on de la matrizEn la actualizaci�on todos los procesadores realizan la misma cantidad de trabajo ac-tualizando cada uno las cuatro submatrices Akl, con k = e; i; l = n; e, que contiene,



158 INTRODUCCIONutilizando para ello las rotaciones que ha recibido.No veremos el c�odigo de este procedimiento pues es similar al del esquema porantidiagonales (algoritmo 5.2.4), pero en este caso el esquema de almacenamiento esm�as compacto, lo que hace que se puedan usar las rutinas de BLAS 1 para reducirf�acilmente el tiempo de ejecuci�on.Transferencia de �las y columnasPara seguir teniendo elementos sim�etricos en un mismo procesador, necesitamos trans-ferir columnas y �las, pues si s�olo se trans�eren columnas se perder��a la simetr��a yadem�as los nuevos elementos a anular no estar��an en la diagonal principal de bloques2 � 2.Analizaremos la transferencia de �las y columnas considerando p = 4 procesadoresy p = n4b , con lo que cada procesador contendr�a b bloques de marcos (cada bloqueconstituido por un marco interno y otro externo, y estando formado cada marco porelementos de dos �las y columnas).Empezamos analizando la transferencia en un paso impar. En el algoritmo serealizar�a primero la transferencia de columnas y despu�es la de �las, por lo que analiza-remos primero la de �las y despu�es la de columnas, tal como hicimos con el esquemade almacenamiento por antidiagonales.En la �gura 5.3.3 se muestra c�omo se realizar��a la transferencia de �las en estecaso (suponemos que b � 2). Se representan los ocho marcos constituido cada uno deellos por bmarcos de pares de �las y columnas, cada procesador contiene dos marcosen la �gura, uno interno y otro externo, y los n�umeros escritos dentro de los marcosrepresentan el n�umero de procesador donde est�a almacenado el marco. Aunque enla �gura se representa toda la matriz consideraremos que s�olo se trabaja con la partetriangular superior y posiblemente con algunos elementos de la parte triangular inferiorque se necesiten para la transferencia de datos. Habr�a un movimiento de datos deacuerdo con la ordenaci�on de Eberlein, con lo que se mover�an los datos de la �la 1 a lasposiciones de la �la 2 (consideramos las �las y columnas numeradas de 0 a n� 1), losde la �la 2 a la 4, etc , algunos de estos movimientos de datos ser�an entre procesadoresy por tanto conllevar�an comunicaciones, pero otros ser�an internos; adem�as, s�olo senecesitar�a mover datos que vayan a parar a la zona triangular superior de la matriz, quees la que necesitamos tener actualizada tras el movimiento de datos (la transferenciade columnas y �las). As��, en cada marco aparecen rect�angulos que corresponden atransferencias de datos entre los procesadores. Cada rect�angulo representa una �laque debe ser transferida de acuerdo con el movimiento de ��ndices de la ordenaci�onde Eberlein en los pasos impares. Cada rect�angulo tiene asociada una expresi�on querepresenta el n�umero de elementos que contiene. Adem�as del movimiento de datosentre los procesadores, representado en la �gura, habr��a otro movimiento de datosinterno en cada uno de los procesadores. Por ejemplo, las �las que se representan como



INTRODUCCION 159rect�angulos contin�uan hacia la derecha en la �gura y los elementos en esta continuaci�ondeben moverse a la misma �la a la que se mueven los elementos en los rect�angulos, peroese movimiento es interno. Se observa que las comunicaciones no est�an balanceadasen la transferencia de �las debido a que los procesadores extremos realizan menoscomunicaciones que los internos, as��, el procesador P0 env��a n� 2 n4p datos y recibe 2 n4p ,el procesador P1 env��a n � 2 n4p datos y recibe n + 2 n4p , el procesador P2 env��a n� 2 n4pdatos y recibe n+ 2 n4p , y el procesador P3 env��a 6 n4p datos y recibe n� 6 n4p ; por tanto,el coste de la transferencia de �las en un paso impar es de 2� + 2n� .En la �gura 5.3.4 se muestra c�omo se realizar��a la transferencia de columnas en unpaso impar. En cada marco aparecen rect�angulos que corresponden a transferenciasde datos entre los procesadores. Cada rect�angulo representa una columna que debeser transferida de acuerdo con el movimiento de ��ndices de la ordenaci�on de Eberleinen los pasos impares. Cada rect�angulo tiene asociada una expresi�on que representael n�umero de elementos que contiene. Adem�as del movimiento de datos entre losprocesadores, representado en la �gura, habr��a otro movimiento de datos interno encada uno de los procesadores, tal como explicamos en la transferencia de �las. Losrect�angulos de longitud dos corresponden a dos elementos de la parte triangular inferiorque deben transferirse entre procesadores para actualizar datos de la parte triangularsuperior, y estos elementos de la parte triangular inferior los conocen los procesadorescorrespondientes porque contienen sus sim�etricos al usarse un almacenamiento pormarcos. La transferencia de columnas tampoco est�a balanceada, as��, el procesadorP0 env��a 2 n4p + 2 datos y recibe n� 2 n4p + 2, el procesador P1 env��a n + 2 n4p + 4 datosy recibe n � 2 n4p + 4, el procesador P2 env��a n + 2 n4p + 4 datos y recibe n � 2 n4p + 4,y el procesador P3 env��a n � 6 n4p + 2 datos y recibe 6 n4p + 2; por tanto, el coste de latransferencia de �las en un paso impar es de 2� + (2n+ 8)� .En la �gura 5.3.5 se muestra c�omo se realizar��a la transferencia de �las en los pasospares. Habr�a un movimiento de datos de acuerdo con la ordenaci�on de Eberlein, conlo que se mover�an los datos de la �la 1 a las posiciones de la �la n � 1, los de la �la3 a la 1, etc , algunos de estos movimientos de datos ser�an entre procesadores y portanto conllevar�an comunicaciones, pero otros ser�an internos; adem�as, s�olo se necesitar�amover datos que vayan a parar a la zona triangular superior de la matriz, que esla que necesitamos tener actualizada tras el movimiento de datos (la transferencia decolumnas y �las). Adem�as del movimiento de datos entre los procesadores, representadoen la �gura, habr��a otro movimiento de datos interno en cada uno de los procesadores.En esta transferencia de �las se env��an datos de la parte triangular inferior (los queest�an en tri�angulos de base 2), por lo que en la transferencia de columnas habr�a quetener en cuenta que deben actualizarse, adem�as de los elementos de la parte triangularsuperior, los elementos de la parte triangular inferior que se usan en la transferencia de�las para actualizar elementos de la parte triangular superior. Tampoco en este casolas comunicaciones est�an balanceadas. El procesador P0 env��a 2 n4p + 2 datos y reciben�2 n4p +2, el procesador P1 env��a n+2 n4p +4 datos y recibe n�2 n4p +4, el procesador
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n-2(n/(4p))n-4(n/(4p))n-6(n/(4p))2(n/(4p))4(n/(4p))6(n/(4p))

Figura 5.3.3: Transferencia de �las en un paso impar con el almacenamiento por mar-cos y la ordenaci�on de Eberlein
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n4pn-2n4pn4pn4p2 n4p n4p01233210

2 2 2 2 2 2
n-4n-64 6

Figura 5.3.4: Transferencia de columnas en un paso impar con el almacenamiento pormarcos y la ordenaci�on de Eberlein



162 INTRODUCCIONP2 env��a n + 2 n4p + 4 datos y recibe n� 2 n4p + 4, y el procesador P3 env��a n� 6 n4p + 2datos y recibe 6 n4p +2; por tanto, el coste de la transferencia de �las en un paso par esde 2� + (2n + 8)� .Por �ultimo, en la �gura 5.3.6 se muestra c�omo se realizar��a la transferencia decolumas en los pasos pares. Adem�as del movimiento de datos entre los procesadores,representado en la �gura, habr��a otro movimiento de datos interno en cada uno de losprocesadores. En esta transferencia de columnas se env��an datos de la parte triangu-lar inferior (los que actualizan datos de los bloques de tama~no 2 en la �gura 5.3.5).Tampoco en este caso las comunicaciones est�an balanceadas. El procesador P0 env��an � 2 n4p + 2 datos y recibe 2 n4p + 2, el procesador P1 env��a n � 2 n4p + 4 datos y reciben+2 n4p+4, el procesador P2 env��a n�2 n4p+4 datos y recibe n+2 n4p+4, y el procesadorP3 env��a 6 n4p + 2 datos y recibe n� 6 n4p + 2; por tanto, el coste de la transferencia decolumnas en un paso impar es de 2� + (2n+ 8)� .Por tanto, al haber n � 1 pasos en cada barrido, n2 pasos impares y n2 � 1 pares,el coste total por barrido de las comunicaciones en la transferencia de �las y columnasser�a: (4n� 4)� + (4n2 + 8n � 16)� (5.3.1)5.3.2 Costes te�oricosPara el c�alculo del coste aritm�etico por barrido hay que tener en cuenta que se calculann2p rotaciones por procesador en cada paso, lo que representa un coste de 11n2p 
ops, yque cada procesador actualiza n(n+1)2p datos en cada paso, lo que representa 3n(n+1)p 
ops.De este modo, tenemos un coste de 3n2p + 17n2p 
ops por cada paso, y hay un total den � 1 pasos por barrido. Adem�as, al �nal de cada barrido hay que a~nadir n2p � np delc�alculo de off(A). En total tendremos un coste aritm�etico por barrido de:Ta = 3n3p + 12n2p � 15n2p flops (5.3.2)El coste de las comunicaciones, teniendo en cuenta los costes de las difusiones y dela transferencia de los datos (estudiados en subsecciones anteriores) y que en el c�alculoy comunicaci�on de off(A) se tiene un coste de 4p(� + � ) y que s�olo representamos lost�erminos de mayor orden, ser��a:Tc = 2np� +  6n2 � 2n2p ! � (5.3.3)si se usa la difusi�on normal, y:
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2 2 2 2 2 2
2(n/(4p))4(n/(4p))6(n/(4p))n-6(n/(4p))n-4(n/(4p))n-2(n/(4p))

Figura 5.3.5: Transferencia de �las en un paso par con el almacenamiento por marcosy la ordenaci�on de Eberlein
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n4pn-2n4pn-4n4pn-6n4p6n4p4n4p201233210
+ 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2Figura 5.3.6: Transferencia de columnas en un paso par con el almacenamiento pormarcos y la ordenaci�on de Eberlein



INTRODUCCION 165Tc = 2np� +  6n2 � 5n22p ! � (5.3.4)si se usa la difusi�on adecuada al esquema de almacenamiento que estamos usando.Los costes son pr�acticamente los mismos en los dos casos habiendo diferencias s�olo ent�erminos de menor orden.5.3.3 Resultados experimentalesPresentamos resultados experimentales obtenidos en un iPSC/860 con programas en Ccon primitivas de comunicaci�on, y con matrices densas generadas aleatoriamente convalores entre -10 y 10. Se mostrar�an tiempos de ejecuci�on en segundos por barrido, yaque el n�umero de barridos es el mismo con los distintos algoritmos y es del orden delog2 n.En la tabla 5.3.1 se representan los tiempos obtenidos con un algoritmo secuencialque explota la simetr��a (JaEsSeSiFi), con el algoritmo que explota la simetr��a usando elesquema por antidiagonales con la ordenaci�on par-impar (JaEsPaSiAnAnPi) y con elalgoritmo que explota la simetr��a usando el esquema de almacenamiento por marcos y laordenaci�on de Eberlein (JaEsPaSiAnMaEb). Se puede observar que JaEsPaSiAnMaEbda mejores prestaciones que JaEsPaSiAnAnPi, y esto es debido a dos factores: que laordenaci�on de Eberlein es �optima y la par-impar no, y que el esquema por marcosproduce un almacenamiento m�as compacto y por tanto un mejor uso de la memoria.De este modo, con JaEsPaSiAnMaEb se llegan a obtener buenas e�ciencias (tabla5.3.2). En algunos casos se llegan a tener e�ciencias por encima de 1, a causa de queal usar m�as procesadores se utiliza menos memoria en cada uno de ellos y los accesosa memoria son m�as r�apidos. 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaSiAnAnPi 2 1.86 4.80 9.43 17.34 28.04 43.05 66.70JaEsPaSiAnMaEb 2 1.59 3.59 7.43 13.63 22.23 34.60 50.64JaEsPaSiAnAnPi 4 1.50 3.09 5.71 10.15 16.26 23.97 36.55JaEsPaSiAnMaEb 4 1.39 2.99 5.59 9.19 14.39 21.21 30.97JaEsPaSiAnAnPi 8 1.67 2.80 4.68 7.45 10.64 15.24 22.22JaEsPaSiAnMaEb 8 1.64 2.80 4.90 7.21 10.40 14.59 19.99JaEsSeSiFi 1.67 5.85 13.96 29.13 51.54 86.26 126.67Tabla 5.3.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmo JaEs-PaSiAnAnPi y JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.



166 INTRODUCCION128 192 256 320 384 448 512JaEsPaSiAnMaEb 2 0.53 0.81 0.94 1.07 1.16 1.25 1.25JaEsPaSiAnMaEb 4 0.30 0.49 0.62 0.79 0.90 1.02 1.02JaEsPaSiAnMaEb 8 0.13 0.26 0.36 0.51 0.62 0.74 0.79Tabla 5.3.2: E�ciencia del algoritmo JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.En la tabla 5.3.3 comparamos los resultados obtenidos con el algoritmo que usael broadcast normal (JaEsPaSiAnMaEbBn) y el que usa el broadcast mejorado (JaEs-PaSiAnMaEb). Se observan unas peque~nas diferencias a favor de JaEsPaSiAnMaEbcuando el n�umero de procesadores y el tama~no de la matriz crecen, pero estas diferen-cias no se pueden considerar signi�cativas.128 192 256 320 384 448 512JaEsPaSiAnMaEbBn 2 1.78 3.79 7.81 13.81 22.80 34.76 52.00JaEsPaSiAnMaEb 2 1.59 3.59 7.43 13.63 22.23 34.60 50.64JaEsPaSiAnMaEbBn 4 1.54 3.18 5.59 9.38 14.94 21.98 31.19JaEsPaSiAnMaEb 4 1.39 2.99 5.59 9.19 14.39 21.21 30.97JaEsPaSiAnMaEbBn 8 1.59 2.86 4.66 7.14 10.39 14.61 20.21JaEsPaSiAnMaEb 8 1.64 2.80 4.90 7.21 10.40 14.59 19.99JaEsPaSiAnMaEbBn 16 5.07 9.45 16.15JaEsPaSiAnMaEb 16 4.74 9.36 15.97Tabla 5.3.3: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-PaSiAnMaEbBn y JaEsPaSiAnMaEb. En iPSC/860.Como ya hemos dicho, el esquema de almacenamiento por marcos nos propor-ciona un esquema de almacenamiento compacto con el que se sacar�a provecho del usode BLAS 1 en la actualizaci�on de la matriz. Esto se muestra en la tabla 5.3.4, donde semuestran los tiempos obtenidos no usando BLAS (JaEsPaSiAnMaEb) y usando BLAS1 en el movimiento de datos y en la aplicaci�on de las rotaciones de Givens (JaEsPaSi-AnMaEbB1). Se observa que el uso de BLAS permite una reducci�on importante enel tiempo de ejecuci�on cuando el tama~no de la matriz aumenta, al ser en ese caso elBLAS m�as e�ciente, y que esta mejora con el uso de BLAS disminuye al aumentar eln�umero de procesadores, ya que en este caso las submatrices con las que trabaja cadaprocesador son m�as peque~nas.Por �ultimo, en la tabla 5.3.5 se comparan los resultados obtenidos en anillo (JaEs-PaSiAnMaEbB1) y en hipercubo (JaEsPaSiHiMaEbB1) usando en ambos casos BLAS



INTRODUCCION 167128 192 256 320 384 448 512JaEsPaSiAnMaEbB1 2 1.39 2.83 5.60 9.60 15.85 24.08 35.10JaEsPaSiAnMaEb 2 1.59 3.59 7.43 13.63 22.23 34.60 50.64JaEsPaSiAnMaEbB1 4 1.57 2.89 4.59 7.19 11.30 16.22 22.85JaEsPaSiAnMaEb 4 1.39 2.99 5.59 9.19 14.39 21.21 30.97JaEsPaSiAnMaEbB1 8 1.60 2.77 4.46 6.19 9.40 12.16 16.78JaEsPaSiAnMaEb 8 1.64 2.80 4.90 7.21 10.40 14.59 19.99JaEsPaSiAnMaEbB1 16 4.67 8.59 14.99JaEsPaSiAnMaEb 16 4.74 9.36 15.97Tabla 5.3.4: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-PaSiAnMaEb y JaEsPaSiAnMaEbB1. En iPSC/860.1, y utilizando en hipercubo el anillo inmerso para las transferencias de �las y columnas,y diferenci�andose los dos algoritmos s�olo en el broadcast. Como es l�ogico, se obtienenmenores tiempos de ejecuci�on en hipercubo al aumentar el n�umero de procesadores.128 192 256 320 384 448 512JaEsPaSiAnMaEbB1 2 1.39 2.83 5.60 9.60 15.85 24.08 35.10JaEsPaSiHiMaEbB1 2 1.39 2.79 5.45 9.67 15.67 23.59 35.10JaEsPaSiAnMaEbB1 4 1.57 2.89 4.59 7.19 11.30 16.22 22.85JaEsPaSiHiMaEbB1 4 1.59 2.79 4.59 7.18 10.98 15.82 22.47JaEsPaSiAnMaEbB1 8 1.60 2.77 4.46 6.19 9.40 12.16 16.78JaEsPaSiHiMaEbB1 8 1.40 2.37 3.99 5.99 8.79 11.78 15.78JaEsPaSiAnMaEbB1 16 4.67 8.59 14.99JaEsPaSiHiMaEbB1 16 3.74 7.39 12.80Tabla 5.3.5: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-PaSiAnMaEbB1 y JaEsPaSiHiMaEbB1. En iPSC/860.5.4 ConclusionesEn este cap��tulo hemos analizado las ideas generales para explotar la simetr��a de lamatriz en topolog��as l�ogicas de tipo de anillo (anillo unidireccional o bidireccional,arrays lineales, arrays con un host central, ...). La idea b�asica consiste en considerarelementos sim�etricos en un mismo procesador, con lo que ser�a su�ciente trabajar con



168 INTRODUCCIONla parte triangular superior o inferior de la matriz (y almacenar s�olo esa parte) y conalgunos elementos adicionales dependiendo de la ordenaci�on y la topolog��a que se usen.La combinaci�on de un esquema de almacenamiento con una determinada ordenaci�ongenerar�a unas necesidades de comunicaci�on que determinar�an la topolog��a l�ogica parala que es adecuado el algoritmo.Hemos analizado con detalle los casos de combinar el esquema de almacenamientopor antidiagonales con la ordenaci�on par-impar y el esquema de almacenamiento pormarcos con la ordenaci�on de Eberlein. Los resultados que se obtienen en ambos casosson similares y siempre mucho mejores que los obtenidos con m�etodos que no explotenla simetr��a.
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Cap��tulo 6EXPLOTACION DE LASIMETRIA EN MALLALos m�etodos de Jacobi que estudiamos en el cap��tulo anterior utilizan un esquema dealmacenamiento adecuado para un anillo l�ogico de procesadores, y como consecuenciade esto tienen el inconveniente de una baja escalabilidad. En este cap��tulo estudiaremosc�omo es posible dise~nar algoritmos de Jacobi que exploten la simetr��a en una mallal�ogica de procesadores, obteni�endose as�� una e�ciencia te�orica del 100% y una mejorescalabilidad que en los algoritmos dise~nados para un anillo l�ogico.Estudiaremos dos algoritmos que explotan la simetr��a en una malla. El primerode ellos utiliza la ordenaci�on Round-Robin y el segundo la par-impar. El segundo delos algoritmos utiliza el esquema por bloques que estudiamos en el cap��tulo 1 y queaplicamos en el cap��tulo 3 para obtener algoritmos para multiprocesadores de memoriacompartida. La combinaci�on del esquema por bloques con una ordenaci�on adecuada (lapar-impar) y con un esquema de almacenamiento que permite explotar la simetr��a enuna malla l�ogica de procesadores, da lugar a un algoritmo que adem�as de te�oricamente�optimo (en cuanto a e�ciencia) y con una buena escalabilidad, permite obtener buenasprestaciones cuando se resuelven problemas de grandes dimensiones.6.1 Introducci�onEstamos interesados en la explotaci�on de la simetr��a en una malla de procesadores enm�etodos de Jacobi para el Problema Sim�etrico de Valores Propios.Es posible utilizar un esquema de distribuci�on de los datos que se ha usado con�exito en el problema de resoluci�on de sistemas triangulares [17] y que nos permitir��aen nuestro caso trabajar con la parte triangular superior (o inferior) de la matriz.Si se dispone de p = r2 procesadores se puede dividir la matriz A, de tama~no n�n,en bloques Aij con i = 0; 1; : : : ; kr�1, j = 0; 1; : : : ; kr�1, cada uno de ellos de tama~nonkr � nkr , y siendo k un n�umero natural tal que n sea m�ultiplo de kr.165



166 INTRODUCCIONSi se asignan a cada procesador Pij los bloques Ai+mr;j+qr con m = 0; 1; : : : ; k � 1,q = 0; 1; : : : ; k � 1, se obtiene una distribuci�on que se muestra en la �gura 6.1.1 parak = 2 y r = 3. En esta �gura los sub��ndices representan los bloques de la matriz Ay los super��ndices los procesadores donde se almacenan los bloques. S�olo se muestranbloques de la parte triangular superior de la matriz.A0000 A0101 A0202 A0003 A0104 A0205A1111 A1212 A1013 A1114 A1215A2222 A2023 A2124 A2225A0033 A0134 A0235A1144 A1245A2255Figura 6.1.1: Distribuci�on de datos con k = 2 y r = 3.De este modo, cada procesador contiene datos de la matrizA y trabaja en la actua-lizaci�on de la matriz, pero la carga no est�a balanceada, y as��, en la �gura 6.1.1 algunosprocesadores contienen 3 bloques y otros s�olo uno. Supuesto que se utilice un esquemade algoritmo similar al estudiado en el cap��tulo 4 en una malla de procesadores pero sinexplotar la simetr��a de la matriz, se necesitar��a, tras la actualizaci�on de la matriz, deuna transferencia de �las y columnas entre procesadores vecinos. Si se divide la matrizen bloques m�as peque~nos, al hacer la transferencia de �las y columnas habr�a m�astransferencias externas (se necesita transferir 6npp datos desde P01 cuando se trans�erencolumnas, y con el algoritmo no sim�etrico se trans�eren 4npp). De este modo, esteesquema de almacenamiento que es adecuado para otros problemas [17], no pareceadecuado para el problema de valores propios. Si se aumenta k para obtener una mejordistribuci�on del trabajo en la actualizaci�on de la matriz, el coste de las comunicacionestiende a ser del mismo orden que el aritm�etico. Para solventar este problema, en lasiguiente secci�on mostraremos que es posible explotar la simetr��a manteniendo el mismocoste de las comunicaciones que en el algoritmo que no explota la simetr��a.6.2 Algoritmo con almacenamiento por plegamiento6.2.1 Esquema de almacenamientoSi se dispone de p = r2 procesadores organizados en una malla cuadrada, para obtenerla distribuci�on de los datos en la malla se divide la matriz A en bloques Aij coni = 0; 1; : : : ; 2r � 1; j = 0; 1; : : : ; 2r � 1, y se hace la siguiente distribuci�on entre losprocesadores:bloques Aii, A2r�1�i;2r�1�i y Ai;2r�1�i, con i = 0; 1; : : : ; r � 1, al procesador Pi;r�1�i,



INTRODUCCION 167bloques Ai;j+r y Ai;r�1�j, con i+ j < r � 1, a Pij ,y bloques Ai;j+r y A2r�1�i;j+r, con i+ j > r � 1, a Pij .Mostramos esta distribuci�on en la �gura 6.2.1, con r = 3.A0200 A0101 A0002 A0003 A0104 A0205A1111 A1012 A1013 A1114 A1215A2022 A2023 A2124 A2225A2033 A2134 A2235A1144 A1245A0255Figura 6.2.1: Distribuci�on de datos con r = 3.A este esquema de almacenamiento le llamamos por plegamiento. La distribuci�onde la matriz en la malla cuadrada de procesadores se puede obtener dividiendo la matrizA en cuatro submatrices cuadradas de tama~no n2�n2 (�gura 6.2.2.a), asignando la matrizde la parte superior derecha a los procesadores seg�un la �gura 6.2.2.b), y plegandolas submatrices triangulares superiores sobre la malla tal como se muestra en la �gura6.2.2.c).
a) b) c)Figura 6.2.2: Almacenamiento de los datos con el esquema de almacenamiento porplegamiento.



168 INTRODUCCION6.2.2 AlgoritmoUtilizaremos el esquema de almacenamiento por plegamiento antes descrito y la or-denaci�on Round-Robin que tiene un patr�on constante de movimiento de ��ndices (y portanto de movimiento de �las y columnas) entre dos pasos consecutivos del algoritmo,por lo que nos simpli�ca el dise~no del algoritmo.El esquema usado para calcular los valores propios es similar al del algoritmoparalelo que no explota la simetr��a.Algoritmo 6.2.1 Esquema de un barrido del m�etodo JaEsPaSiMaPlRr.EN PARALELO: PARA i = 0; : : : ; r � 1; j = 0; : : : ; r � 1 EN Pij :REPETIRPARA k = 1; : : : ; n� 1SI i = pp� j � 1Calcular rotaciones (i)FINSIDifundir par�ametros (i; j)Actualizar matriz (i; j)Transferir columnas (i; j)Transferir �las (i; j)FINPARAHASTA off(A) < COTAY los procedimientos usados en este esquema tienen los siguientes c�odigos:Algoritmo 6.2.2 Calcular rotaciones (i). S�olo trabajan los procesadores en la anti-diagonal principal.PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2Computar par�ametros de rotaciones que anulan am;m+1 y am+1;m de AiiFINPARAPARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2Computar par�ametros de rotaciones que anulan am;m+1y am+1;m de A2r�1�i;2r�1�iFINPARAAlgoritmo 6.2.3 Difundir par�ametros (i,j).(*En cada procesador los par�ametros 1 son los par�ametros obtenidos en el primerbucle de calcular rotaciones y los par�ametros 2 son los obtenidos en el segundobucle.*)SI j = 0 y i = r � 1enviar par�ametros 1 y 2 a Pr�1;1



INTRODUCCION 169enviar par�ametros 1 y 2 a Pr�2;0EN OTRO CASO SI i = 0 y j = r � 1enviar par�ametros 1 a P0;r�2enviar par�ametros 2 a P1;r�1EN OTRO CASO SI i = r � 1� jSI i < r2enviar par�ametros 1 a Pi;j�1enviar par�ametros 2 a Pi+1;jenviar par�ametros 1 y 2 a Pi;j+1enviar par�ametros 1 y 2 a Pi�1;jEN OTRO CASOenviar par�ametros 1 y 2 a Pi;j+1enviar par�ametros 1 y 2 a Pi�1;jenviar par�ametros 1 a Pi;j�1enviar par�ametros 2 a Pi+1;jFINSIEN OTRO CASO SI i < r2SI i < r � 1� jrecibir par�ametros de Pi;j+1SI j 6= 0enviar par�ametros recibidos a Pi;j�1FINSIrecibir par�ametros de Pi+1;jSI i 6= 0enviar par�ametros recibidos a Pi�1;jFINSIEN OTRO CASOrecibir par�ametros de Pi�1;jenviar par�ametros recibidos a Pi+1;jrecibir par�ametros de Pi;j�1SI j 6= r � 1enviar par�ametros recibidos a Pi;j+1FINSIFINSIEN OTRO CASOSI i < r � 1� jrecibir par�ametros de Pi+1;jenviar par�ametros recibidos a Pi�1;jrecibir par�ametros de Pi;j+1SI j 6= 0enviar par�ametros recibidos a Pi;j�1



170 INTRODUCCIONFINSIEN OTRO CASOrecibir par�ametros de Pi;j�1SI j 6= r � 1enviar par�ametros recibidos a Pi;j+1FINSIrecibir par�ametros de Pi�1;jSI i 6= r � 1enviar par�ametros recibidos a Pi+1;jFINSIFINSIFINSIEl orden de las comunicaciones en cada procesador se muestra en la �gura 6.2.3en una malla con 16 procesadores. Las 
echas tienen un n�umero indicando el orden enque se realiza esa comunicaci�on, y este n�umero est�a en la parte superior en las 
echashorizontales y a la izquierda en las 
echas verticales. Las 
echas de procesadores enla antidiagonal principal tienen tambi�en asociados uno o dos n�umeros que indicanqu�e par�ametros intervienen en la correspondiente comunicaci�on, y estos n�umeros est�andebajo de la 
echa en 
echas horizontales y a la derecha en 
echas verticales.En la actualizaci�on de la matriz, cada procesador determina los par�ametros quedebe usar para actualizar pre y postmultiplicando cada uno de los bloques 2 � 2 quecontiene.Algoritmo 6.2.4 Actualizar matriz (i,j).SI i = r � 1� j(*Actualizar Aii*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = m;m+ 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +i n4r sm2 +i n4r�sm2 +i n4r cm2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # " c q2+i n4r �s q2+i n4rs q2+i n4r c q2+i n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai;2r�1�i*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +i n4r sm2 +i n4r�sm2 +i n4r cm2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #
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Figura 6.2.3: Comunicaci�on de rotaciones.



172 INTRODUCCION" c q2+(2r�1�i) n4r �s q2+(2r�1�i) n4rs q2+(2r�1�i) n4r c q2+(2r�1�i) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai+r;i+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = m;m+ 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +(i+r) n4r sm2 +(i+r) n4r�sm2 +(i+r) n4r cm2 +(i+r) n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" c q2+(i+r) n4r �s q2+(i+r) n4rs q2+(i+r) n4r c q2+(i+r) n4r #FINPARAFINPARAEN OTRO CASO SI i+ j < r � 1(*Actualizar Ai;r�1�j*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +i n4r sm2 +i n4r�sm2 +i n4r cm2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" c q2+(r�1�j) n4r �s q2+(r�1�j) n4rs q2+(r�1�j) n4r c q2+(r�1�j) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +i n4r sm2 +i n4r�sm2 +i n4r cm2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" c q2+(r+j) n4r �s q2+(r+j) n4rs q2+(r+j) n4r c q2+(r+j) n4r #



INTRODUCCION 173FINPARAFINPARAEN OTRO CASO(*Actualizar Ai;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +i n4r sm2 +i n4r�sm2 +i n4r cm2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" c q2+(r+j) n4r �s q2+(r+j) n4rs q2+(r+j) n4r c q2+(r+j) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar A2r�1�i;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " cm2 +(2r�1�i) n4r sm2 +(2r�1�i) n4r�sm2 +(2r�1�i) n4r cm2 +(2r�1�i) n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" c q2+(r+j) n4r �s q2+(r+j) n4rs q2+(r+j) n4r c q2+(r+j) n4r #FINPARAFINPARAExplicaremos los procedimientos de transferencia de �las y columnas con un ejem-plo con n = 24 y r = 3. No damos el c�odigo porque es similar al del algoritmo que noexplota la simetr��a.Despu�es de la transferencia de columnas y �las la parte triangular superior de lamatriz debe quedar adecuadamente modi�cada. Veremos c�omo se modi�can los datosde la parte triangular superior en la transferencia de �las, y de esto deduciremos qu�edatos deben moverse en la transferencia de columnas para actualizar datos en la partetriangular superior de la matriz y aquellos que intervienen en el movimiento de datosen la transferencia de �lasLa �gura 6.2.4 muestra la transferencia de �las. Con I, S, N, E y O marcamos losdatos que se trans�eren. Una I indica una transferencia interna, y S, N, E y O indicandatos que deben ser enviados al sur, norte, este y oeste, respectivamente. Una marca



174 INTRODUCCIONde X indica un elemento que no se trans�ere pero que debe quedar actualizado trasla transferencia de datos. Las 
echas peque~nas corresponden a movimientos internosy las grandes a movimiento de datos entre procesadores. Los cuadros corresponden abloques de la matriz, y los cuadros dibujados en grueso corresponden a bloques queest�an almacenados en la malla. Para obtener en qu�e procesador se almacenan los otrosbloques hay que plegar esas partes de la matriz (�gura 6.2.2).Es necesario tambi�en almacenar algunos bloques 2�2 de la parte triangular inferiorde A. Estos bloques aparecen en la �gura con una letra, y el procesador donde sealmacenan es el mismo donde est�a almacenado su bloque sim�etrico.La �gura 6.2.5 muestra de una manera similar la transferencia de columnas.6.2.3 Costes te�oricosEl coste aritm�etico del c�alculo de las rotaciones es igual al del algoritmo que no explotala simetr��a (JaEsPaNsMaCuRr). El coste de la actualizaci�on de la matriz es diferenteen este caso porque cada procesador que no est�a en la antidiagonal principal actualizan28p bloques 2 � 2, y cada procesador en la antidiagonal principal actualiza n28p + n4ppbloques 2 � 2, obteni�endose de este modo un coste de 3n2p + 6npp 
ops. Adem�as, hayque sumar un coste de n2p + 2pp� 3 
ops al �nal de cada barrido debido al c�alculo deoff(A). De este modo, el coste aritm�etico por barrido se puede expresar:Ta = 3n3p +  232pp � 2p!n2 flops (6.2.1)En cada paso, la difusi�on de los par�ametros tiene un coste de pp�+n� , la transfe-rencia de columnas tiene un coste 6� + � 4npp + 4� � , y la transferencia de �las un coste6� + � 4npp + 2� � . Al �nal de cada barrido hay un coste de 2 �pp � 1� (� + � ) debidoal c�alculo de off(A).De este modo, el coste de las comunicaciones por barrido se puede aproximar por:Tc = (pp+ 12) n� +  1 + 8pp!n2� (6.2.2)En este caso se obtiene como cota superior de la e�ciencia:Ep = T1p(Ta + Tc) � T1pTa � 1 : (6.2.3)6.2.4 Resultados experimentalesHemos implementado el algoritmo en el Multiprocesador de Memoria Distribuida ba-sado en transputers PARSYS SN-1040.
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176 INTRODUCCION
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INTRODUCCION 177Comparamos el programa que explota la simetr��a (JaEsPaSiMaPlRr) con el queno la explota (JaEsPaNsMaCuRr). Los resultados que se muestran corresponden atiempos por barrido, y han sido obtenidos con matrices con valores de doble precisi�ongenerados aleatoriamente entre -10 y 10, y con programas hechos en C. En la trabla6.2.1 se muestran los tiempos obtenidos con JaEsPaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr ycon el algoritmo secuencial que explota la simetr��a, y los cocientes entre los tiemposde JaEsPaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr. Este cociente deber��a ser 0.5 ya que conJaEsPaSiMaPlRr se trabaja aproximadamente con la mitad de la matriz, pero vemosque el valor que se obtiene cuando aumenta el tama~no de la matriz tiende a estaralrededor de 0.52. Al igual que con los algoritmos para anillo esto se debe a dosrazones:1. JaEsPaSiMaPlRr tiene un mayor overhead debido a una distribuci�on m�as irre-gular de los datos en los procesadores.2. La transferencia de �las y columnas es m�as costosa en JaEsPaSiMaPlRr.96 192 288 384JaEsPaNsMaCuRr 4 6.97 52.12 172.54 405.04JaEsPaSiMaPlRr 4 4.28 29.04 92.63 309.30Cociente 4 0.619 0.557 0.533 0.517JaEsPaNsMaCuRr 9 3.49 24.81 80.40 186.79JaEsPaSiMaPlRr 9 2.28 14.01 42.88 96.66Cociente 9 0.653 0.565 0.537 0.518JaEsPaNsMaCuRr16 2.15 14.62 46.69 107.59JaEsPaSiMaPlRr 16 1.53 8.69 25.89 57.43Cociente 16 0.712 0.594 0.555 0.534JaEsSeSiFi 10.82 84.89 285.48Tabla 6.2.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmos JaEs-PaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr. En PARSYS SN-1040.En la tabla 6.2.2 se muestra la e�ciencia obtenida, y en la 6.2.3 se comparan lostiempos obtenidos con el algoritmo para anillo que no explota la simetr��a ejecut�andoloen anillo (JaEsPaNsAnCoPi) y en hipercubo (JeEsPaNsHiCoPi), el que no explotala simetr��a en malla (JaEsPaNsMaCuRr), y los algoritmos que explotan la simetr��aen anillo con el esquema de almacenamiento por antidiagonales cuando se ejecuta enanillo (JaEsPaSiAnAnPi) y en hipercubo (JaEsPaSiHiAnPi) y el que usa el esquema dealmacenamiento por plegamiento en una malla de procesadores (JaEsPaSiMaPlRr).



178 INTRODUCCIONSe observa que en anillo e hipercubo se obtienen resultados similares (algo mejores enhipercubo cuando aumenta el tama~no del sistema, pero la diferencia tiende a reducirsecuando aumenta el tama~no de la matriz) ya que el esquema de almacenamiento esel mismo y la �unica diferencia est�a en el broadcast de los par�ametros. Sin embargo,el algoritmo para malla es claramente mejor al aumentar el n�umero de procesadoresporque el coste de las comunicaciones es menor en este algoritmo y adem�as permite unmayor solapamiento de las operaciones, de este modo, en malla se obtiene un algoritmom�as escalable, como ya vimos en el caso de los algoritmos que no explotan la simetr��a.96 192 288JaEsPaNsMaCuRr 4 0.391 0.407 0.414JaEsPaSiMaPlRr 4 0.632 0.731 0.770JaEsPaNsMaCuRr 9 0.344 0.380 0.395JaEsPaSiMaPlRr 9 0.526 0.673 0.740JaEsPaNsMaCuRr 16 0.314 0.363 0.382JaEsPaSiMaPlRr 16 0.442 0.610 0.689Tabla 6.2.2: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr. EnPARSYS SN-1040.Estos resultados se con�rman con los obtenidos en iPSC/860 y el TouchstoneDELTA. En la tabla 6.2.4 se muestra el tiempo de ejecuci�on por barrido obtenidoen iPSC/860 con JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPlRr, el algoritmo secuencial queexplota la simetr��a y el cociente JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr. En la tabla6.2.6 se muestran los mismos resultados en el Touschtone DELTA. En las tablas 6.2.5 y6.2.7 se muestran las e�ciencias obtenidas en ambas m�aquinas. Todos los resultados sehan obtenido utilizando BLAS 1 en la actualizaci�on de la matriz y los movimientos dedatos. Se observa que estos resultados con�rman los obtenidos en el PARSYS SN-1040en cuanto a la reducci�on en el tiempo de ejecuci�on usando el esquema de almacena-miento por plegamiento y a la escalabilidad que presenta este esquema. Adem�as, sepuede ver que se obtienen mejores resultados en el Touchstone DELTA debido a que,aunque en ambas m�aquinas los nodos son procesadores i860, las comunicaciones sonmejores en el Touchstone DELTA.Por �ultimo, en la tabla 6.2.8 mostramos los cocientes obtenidos en el TouchstoneDELTA entre JaEsPaSiMaPlRr y JaEsPaNsMaCuRr con diferentes tama~nos de lamalla y con el m�aximo tama~no de matriz con que se ha experimentado. Aparecetambi�en el tama~no de la matriz usada, este tama~no es similar en todos los casos (entre1024 y 1232) pero el cociente aumenta considerablemente al aumentar el n�umero deprocesadores, lo que es normal teniendo en cuenta el mayor overhead, el mayor costede las comunicaciones y el peor uso de BLAS 1 del algoritmo que explota la simetr��a,



INTRODUCCION 17964 128 192 256 320JaEsSeSiFi 3.48 27.13 90.61 214.59 417.81JaEsPaNsAnCoPi 4 2.08 15.44 51.13 119.16 231.04JaEsPaNsHiCoPi 4 2.08 15.52 51.13 119.85 232.39JaEsPaNsMaCuRr 4 2.18 15.91 52.12 121.75 235.75JaEsPaSiAnAnPi 4 1.54 8.30 30.64 69.72 132.82JaEsPaSiHiAnPi 4 1.49 9.70 30.41 69.39 132.35JaEsPaSiMaPlRr 4 1.48 9.36 29.04 65.98 125.63JaEsPaNsAnCoPi 16 0.72 4.55 14.18 32.29 61.59JaEsPaNsHiCoPi 16 0.70 4.52 14.14 32.25 61.52JaEsPaNsMaCuRr 16 0.75 4.70 14.62 33.26 63.33JaEsPaSiAnAnPi 16 0.63 3.59 10.00 21.40 39.24JaEsPaSiHiAnPi 16 0.61 3.26 9.40 20.52 38.04JaEsPaSiMaPlRr 16 0.60 3.07 8.69 18.79 34.67Tabla 6.2.3: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmosJaEsPaNsAnCoPi, JaEsPaNsHiCoPi, JaEsPaNsMaCuRr, JaEsPaSiAnAnPi, JaEs-PaSiHiAnPi y JaEsPaSiMaPlRr. En PARSYS SN-1040.64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRr 4 0.795 1.534 3.553 7.451 13.825 23.167 36.978 54.963JaEsPaSiMaPlRr 4 0.650 1.211 2.395 4.779 7.797 13.012 18.980 28.684Cociente 4 0.82 0.79 0.67 0.64 0.56 0.56 0.51 0.52JaEsPaNsMaCuRr 16 0.796 1.012 1.822 3.293 5.027 8.031 11.693 16.413JaEsPaSiMaPlRr 16 0.648 1.136 1.769 2.778 3.955 6.001 8.028 11.235Cociente 16 0.81 1.12 0.97 0.84 0.79 0.75 0.69 0.68JaEsSeSiFi 0.390 1.141 3.807 9.361 20.044 35.354 60.237 88.195Tabla 6.2.4: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmosJaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPlRr. En iPSC/860.



180 INTRODUCCION64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRr 4 0.12 0.19 0.27 0.31 0.36 0.38 0.41 0.40JaEsPaSiMaPlRr 4 0.15 0.24 0.40 0.49 0.64 0.68 0.79 0.77JaEsPaNsMaCuRr 16 0.03 0.07 0.13 0.18 0.25 0.28 0.32 0.34JaEsPaSiMaPlRr 16 0.03 0.06 0.13 0.21 0.32 0.37 0.47 0.49Tabla 6.2.5: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPlRr. EniPSC/860. 64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRr 4 0.151 1.008 3.012 6.831 13.074 22.769 37.221 56.716JaEsPaSiMaPlRr 4 0.172 0.703 1.807 4.042 6.949 12.014 17.767 27.384Cociente 4 1.14 0.70 0.60 0.59 0.53 0.53 0.48 0.48JaEsPaNsMaCuRr 16 0.120 0.387 1.018 2.204 3.738 6.230 9.282 13.853JaEsPaSiMaPlRr 16 0.175 0.463 0.938 1.735 2.751 4.219 6.031 8.979Cociente 16 1.46 1.20 0.92 0.79 0.74 0.68 0.65 0.65JaEsSeSiFi 0.166 1.146 3.835 9.259 20.065 35.367 60.290 88.549Tabla 6.2.6: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmosJaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPlRr. En Touchstone DELTA.64 128 192 256 320 384 448 512JaEsPaNsMaCuRr 4 0.27 0.28 0.32 0.34 0.38 0.39 0.40 0.39JaEsPaSiMaPlRr 4 0.24 0.41 0.53 0.57 0.72 0.74 0.85 0.81JaEsPaNsMaCuRr 16 0.08 0.19 0.24 0.26 0.34 0.35 0.41 0.40JaEsPaSiMaPlRr 16 0.05 0.15 0.26 0.33 0.46 0.52 0.62 0.62Tabla 6.2.7: E�ciencia de los algoritmos JaEsPaNsMaCuRr y JaEsPaSiMaPlRr. EnTouchstone DELTA.



INTRODUCCION 181acentu�andose todos estos factores al aumentar el tama~no del sistema. Vemos que conpocos procesadores el cociente es menor del 0.5 te�orico, y esto puede ser debido a unahorro de memoria en el algoritmo sim�etrico que puede producir una reducci�on en eltiempo de ejecuci�on.procesadores 4 9 16 25 36JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr 0.45 0.44 0.45 0.58 0.58tama~no matriz 1086 1104 1088 1068 1152procesadores 49 64 81 100 121JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr 0.57 0.62 0.63 0.63 0.65tama~no matriz 1232 1152 1152 1120 1232procesadores 144 169 196 225 256JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr 0.65 0.74 0.74 0.72 0.77tama~no matriz 1152 1040 1120 1200 1024Tabla 6.2.8: Cociente JaEsPaSiMaPlRr/JaEsPaNsMaCuRr con diferentes tama~nos dela malla. En Touchstone DELTA.6.3 Un algoritmo por bloquesEn esta secci�on describiremos c�omo dise~nar un algoritmo de Jacobi e�ciente en unamalla de procesadores, combinando la idea de la secci�on anterior sobre c�omo explotarla simetr��a de la matriz en una malla de procesadores utilizando un esquema de al-macenamiento de los datos por plegamiento, y la idea del cap��tulo uno sobre c�omodise~nar un algoritmo de Jacobi por bloques rico en multiplicaciones matriciales parapoder usar BLAS 3.6.3.1 Descripci�onAl igual que hicimos en el algoritmo de Jacobi para una malla de procesadores queestudiamos en la secci�on anterior, la matriz A se divide en cuatro submatrices cuadra-das de tama~no n2 � n2 (�gura 6.3.1), y llamamos a esas cuatro submatrices ANO, ANE,ASO y ASE (indicando los sub��ndices la posici�on de las submatrices en la matriz A,representando N, S, E y O, norte, sur, este y oeste, respectivamente). La matriz essim�etrica y, por tanto, si decidimos trabajar con la parte triangular inferior, es necesariotrabajar s�olo con la submatriz ASO y la parte triangular inferior de las submatricesANO y ASE (y con algunos bloques adicionales de la parte triangular superior de lamatriz).



182 INTRODUCCIONA AA ANO NESO SEFigura 6.3.1: Partici�on de la matriz en submatrices.Para obtener la distribuci�on de los datos en los procesadores, si disponemos de unamalla cuadrada con p = r2 procesadores, dividimos la submatriz ASO en p submatricescuadradas de tama~no n2r � n2r :ASO0;0 ASO0;1 : : : ASO0;r�1: : : : : : : : : : : :ASOr�1;0 ASOr�1;1 : : : ASOr�1;r�1 (6.3.1)y asignamos cada matriz ASOi;j al procesador Pi;j . Para determinar c�omo se almacenala parte triangular inferior de las submatrices ANO y ASE, se pliegan estas partestriangulares inferiores sobre ASO (�gura 6.3.2). De este modo, si consideramos lasmatrices ANO y ASE divididas en submatrices de tama~no n2r � n2r , ANOi;j y ASEi;j , coni = 0; : : : ; r � 1 y j = 0; : : : ; i, estas submatrices se asignar�an a los procesadores:a Pi;j con i = 0; : : : ; r � 1; j = 0; : : : ; i; la submatriz ANOr�1�i;ja Pi;j con i = 0; : : : ; r � 1; j = r � 1� i; : : : ; r � 1; la submatriz ASEi;r�1�jPara hacer la partici�on de la matriz y la asignaci�on de los bloques a los procesadoresde esta manera es necesario que n = 2rk, donde k es el tama~no de las submatrices, ypara aplicar un esquema usando BLAS 3 tal como vimos en el cap��tulo 1 necesitamosque k sea m�ultiplo de 2t (donde t era el tama~no de los subbloques con los que se hacenlas multiplicaciones matriciales), con lo que n debe ser m�ultiplo de 4rt. Por tanto,para poder combinar este esquema de almacenamiento de los datos con el dise~no deun algoritmo por bloques rico en multiplicaciones matriciales, debemos dividir cadasubmatriz ASOi;j , ANOi;j y ASEi;j en submatrices de tama~no t � t que llamaremosASOi;j;k;l , ANOi;j;k;l y ASEi;j;k;l , con k = 0; : : : ;m� 1, l = 0; : : : ;m� 1, donde m = n2rt.



INTRODUCCION 183A AANOSO SEFigura 6.3.2: Almacenamiento de la matriz en el sistema de procesadores por plega-miento.6.3.2 AlgoritmoEn este caso el algoritmo tendr��a el mismo esquema del algoritmo 6.2.1.Explicaremos brevemente c�omo trabajan cada uno de los procedimientos del es-quema en este caso.Calcular rotacionesPara el dise~no del algoritmo usaremos la ordenaci�on par-impar (�gura 1.3.1) que seutiliz�o en el cap��tulo 1 para obtener el esquema de trabajo por bloques que combinamoscon el esquema de distribuci�on de los datos por plegamiento. Con este orden se tienendos esquemas diferentes de anulaci�on, uno en los pasos pares y otro en los impares:impar: (0; 1); (2; 3); (4; 5); (6; 7); : : :par: 0; (1; 2); (3; 4); (5; 6); (7; 8); : : :De este modo, en los pasos impares cada procesador en la antidiagonal principal calculael mismo n�umero de rotaciones, pero en los pasos pares uno de estos procesadorescalcular�a una rotaci�on menos que los dem�as (en el algoritmo que hemos programadoel procesador distinguido ser�a el Pr�1;0).Mostramos con un ejemplo, con p = 4 y n4t = 4, c�omo se almacenan los bloquesde la matriz en memoria en un paso impar (�gura 6.3.3) y en un paso par (�gura6.3.4). En estas �guras aparecen bloques de memoria que contienen bloques de lamatriz (marcados con una X), y otros bloques de memoria que no est�an marcados y



184 INTRODUCCIONque corresponden a memoria adicional que se usar�a s�olo durante algunas partes de laejecuci�on del programa. Tambi�en aparecen marcados los bloques de tama~no 2t � 2tsobre los que se realizan los subbarridos, por lo que es necesario acumular las rotacionescorrespondientes a cada uno de estos bloques para su posterior difusi�on.
X X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXX X X X XXXXXX X X XXXXX X X X XXXXXX X X XXXXX
X X X XXXXXX X X XXXXX X X X XXXXXX X X XXXXX X X X XXXXXX X X XXXXX X X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXXX X X XXXXX

123456789101112131415
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15Figura 6.3.3: C�alculo de rotaciones. Paso imparEl paso de la �gura 6.3.3 a la �gura 6.3.4, y viceversa, se explicar�a en la transfe-rencia de datos.Difundir rotacionesLa difusi�on de las rotaciones se hace del mismo modo en cada paso del algoritmo.Para actualizar un bloque 2t � 2t es necesario conocer las matrices donde se hanacumulado las rotaciones que modi�can bloques en la diagonal principal en la misma�la o columna de bloques donde est�a el bloque a actualizar. De este modo, es necesario
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XXXX X XXXX
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0 1 2 3 5 6 7 9 10 11 13 14 15

X X XXXXXX X XXXXX XXXX X X XXXXX XXX XXXXXXXXX X X XXXXX XXX XXXXXXX X X XXXXX XXXX X XXXX XXX X XXXX XXXX XXXX
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4812 4 8 12Figura 6.3.4: C�alculo de rotaciones. Paso par



186 INTRODUCCIONtransferir cada una de las matrices donde se han acumulado las rotaciones a los pro-cesadores que contienen bloques de la misma �la o columna de bloques que el bloqueactualizado por las rotaciones acumuladas en la matriz a transferir, con lo que la di-fusi�on se har�a entre �las y columnas de procesadores. Pero no es necesaria la difusi�on atodos los procesadores de todas las matrices de rotaciones, ya que trabajamos s�olo conla parte triangular inferior de la matriz, lo que hace que las matrices de rotaciones setengan que enviar al sur y al oeste de la matriz y, en la malla, las matrices de rotacionescomputadas con ANO se env��an al norte, sur y oeste, y las matrices computadas conASE se env��an al oeste, este y sur (�gura 6.3.5).
a bFigura 6.3.5: Difusi�on de rotaciones. a) rotaciones calculadas en ANO. b) rotacionescalculadas en ASE.Las matrices correspondientes a ANO y ASE se env��an juntas a los procesadoresadyacentes, y son enviadas en el orden:procesador P0;r�1 a P0;r�2 y P1;r�1procesador Pr�1;0 a Pr�2;0 y Pr�1;1procesador Pi;r�1�i con i = 1; : : : ; jr2k, a Pi;r�2�i, Pi+1;r�1�i, Pi;r�i y Pi�1;r�1�iy procesador Pi;r�1�i con i = jr2k + 1; : : : ; r � 2, a Pi;r�i, Pi�1;r�1�i, Pi;r�2�i yPi+1;r�1�i.El orden en que se realiza la difusi�on de las matrices de rotaciones desde cadaprocesador antidiagonal se muestra en la �gura 6.3.6, donde los n�umeros que aparecenal lado de las 
echas indican el orden en que se realiza la transferencia correspon-diente. Los procesadores que no est�an en la antidiagonal principal �unicamente env��anlos matrices de rotaciones que reciben. Esta difusi�on se hace de manera similar a larealizada en el algoritmo de la secci�on anterior.



INTRODUCCION 1871313 12 4 22 21 4Figura 6.3.6: Orden en que se env��an los par�ametros de las rotacionesActualizar matrizLa actualizaci�on de la matriz es similar a la que se hace en el algoritmo secuencial, peroahora las �las y columnas de bloques se encuentran distribuidas en �las y columnas deprocesadores, y cada procesador actualizar�a (usando BLAS 3) la parte de cada �la ycolumna de bloques que contiene. De este modo, se obtendr�a una utilizaci�on de BLAS3 un poco peor que en el caso secuencial, al realizarse la multiplicaci�on de matrices conmatrices m�as peque~nas.La actualizaci�on estar�a balanceada en los pasos impares, pero no estar�a totalmentebalanceada en los pares.Transferir datosLa transferencia de datos en los pasos impares se muestra en la �gura 6.3.7. De formasimilar ser��a la transferencia de datos en los pasos pares.Despu�es de un paso impar la transferencia de datos se divide en:transferencia de columnas al este,transferencia de columnas al oeste,transferencia de �las al norte,transferencia de �las al sur.Y despu�es de un paso par se divide en:transferencia de �las al norte,transferencia de �las al sur,transferencia de columnas al este,transferencia de columnas al oeste.Tras la transferencia de datos entre procesadores se necesita de un movimientointerno de datos en cada procesador, usando BLAS 1 para copiar e intercambiar �las,
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INTRODUCCION 189tal como se hac��a en el algoritmo secuencial.6.3.3 Costes te�oricosEn cada paso de un barrido los procesadores en la antidiagonal principal de la mallade procesadores computan un total de n2t �o n2t � 1 rotaciones, computando cada uno deestos procesadores n2rt = q �o n2rt � 1 = q � 1 rotaciones. De esta manera, el coste decomputar rotaciones en cada paso es:q48t3 = 24nt2r flops (6.3.2)en el primer paso y: q24t3 = 12nt2r flops (6.3.3)en los dem�as pasos.Con lo que, el coste por barrido de computar rotaciones es:24nt2r + �nt � 1� 12nt2r = 12n2tpp + 12nt2pp flops : (6.3.4)En la difusi�on de las matrices de rotaciones la comunicaci�on m�as costosa es laque se hace desde el procesador P0;r�1 porque en este caso las matrices de rotacionesnecesitan pasar a trav�es de r � 1 enlaces hasta llegar a los procesadores destino (lasmatrices que se env��an desde Pr�1;0 tambi�en pasan por r� 1 enlaces, pero en este casos�olo se env��an la mitad de las matrices, �gura 6.3.5).Cada procesador en la antidiagonal principal computa q2 matrices de rotaciones detama~no 2t�2t con la matriz ANO y otras tantas con la matriz ASE, con lo que en cadadifusi�on el procesador P0;r�1 env��a 4qt2 = 2ntr datos, enviando primero por el enlace 1y despu�es por el 2 (�gura 6.3.6). Por tanto el coste de difundir rotaciones en cada pasodel algoritmo en el procesador P0;r�1 (y en todo el sistema) es:� + 2ntr � + �� + 2ntr �� (r � 1) = r� + 2nt� : (6.3.5)Y el coste por barrido es: nt (r� + 2nt� ) = nppt � + 2n2� : (6.3.6)Para la actualizaci�on de la matriz, en los pasos impares, cada procesador no en laantidiagonal principal tiene la misma cantidad de trabajo que realizar, la actualizaci�on,pre y postmultiplicando, de 2 � n2r n2r� = n22r2 datos, lo que se hace en 4n2tr2 
ops.



190 INTRODUCCIONEn los pasos pares, los procesadores en la columna 0 tienen adem�as que actualizarpremultiplicando 2t n2r datos, lo que se hace en 4t2nr 
ops, necesit�andose 4n2tr2 + 4t2nr 
opspara actualizar la matriz en los pasos pares.El coste por barrido de actualizar matriz ser�a:n2t 4n2tr2 + n2t  4n2tr2 + 4t2nr ! = 4n3p + 2tn2pp flops : (6.3.7)En la transferencia de bloques entre los procesadores, en los pasos impares losprocesadores que realizan m�as trabajo env��an nr t datos al oeste y n2r t datos al este, nr tdatos al norte y n2r t al sur, con lo que tenemos un coste 4� + 3ntr � .Y en los pasos pares los procesadores que realizan m�as trabajo env��an n2rt datosal norte, nr t datos al sur, nr t datos al este y n2r t datos al oeste, con lo que tenemos uncoste 4� + 3ntr � .El coste de transferir datos por barrido es por tanto:n2t �8� + 6ntr �� = 4nt � + 3n2pp � : (6.3.8)El coste aritm�etico total por barrido sumando (6.3.4) y (6.3.7) es:Ta = 4k3n3p + (2k3 + 12k1) n2tpp + 12k1nt2pp flops (6.3.9)donde k3 y k1 son las constantes que afectan a los tiempos de ejecuci�on obtenidosutilizando BLAS 3 y BLAS 1, respectivamente.Y el coste de las comunicaciones por barrido, sumando (6.3.6) y (6.3.8), es:Tc = (4 +pp) nt � +  3pp + 2!n2� (6.3.10)Con lo que la e�ciencia te�orica del algoritmo paralelo con respecto al algoritmosecuencial que usa BLAS 3 es del 100%.6.3.4 Resultados experimentalesLos resultados experimentales que se muestran se han obtenido en un iPSC/860 yen el Touchstone DELTA, con matrices con elementos de doble precisi�on generadosaleatoriamente entre -10 y 10, y con programas en C. Los tiempos de ejecuci�on que semuestran en las tablas son tiempos por barrido en segundos.En la tabla 6.3.1 se comparan los tiempos de ejecuci�on obtenidos en un iPSC/860y en el Touchstone DELTA, y se observa que los tiempos son mejores en el segundopues, aunque los procesadores son los mismos, las comunicaciones son mejores en elDELTA.



INTRODUCCION 191tama~no de bloque 8 164 procesadores iPSC/860 DELTA iPSC/860 DELTA256 2.80 2.16 2.80 2.03512 14.37 12.82 12.39 13.3616 procesadores iPSC/860 DELTA iPSC/860 DELTA256 1.60 0.93 1.80 0.99512 6.49 4.62 6.32 4.52768 16.17 13.03 14.79 11.74Tabla 6.3.1: Comparaci�on entre iPSC/860 y Touchstone DELTA. Tiempos por barrido(en segundos).En la tabla 6.3.2 se muestran los tiempos de ejecuci�on obtenidos en el TouchstoneDELTA para distintos tama~nos de la malla y de la matriz y con tama~no de subbloque8, 16 y 32. Se puede observar que el tama~no de bloque �optimo es pr�acticamentesiempre 16 aunque cuando el tama~no de la matriz crece la diferencia entre los tiemposobtenidos con los tama~no de bloque 16 y 32 disminuye, tal como pasaba en el algoritmosecuencial. En el algoritmo paralelo las �las y columnas de bloques est�an divididasentre los procesadores, lo que hace que la pre y postmultiplicaci�on por las matrices derotaciones se haga con submatrices de menor tama~no que en el caso secuencial, con loque se obtiene menos bene�cio del uso del BLAS 3, y esto se nota m�as al aumentarel n�umero de procesadores pues hace que las submatrices con las que se realizan lasmultiplicaciones sean m�as peque~nas. procesadores4 16 64tama~no de bloque8 16 32 8 16 32 8 16 32512 12.82 10.83 13.36 4.62 4.52 5.99 1.98 2.011024 86.92 66.30 71.18 27.14 23.53 27.90 9.62 9.16 12.221536 202.74 203.00 64.80 72.56 26.51 23.642048 138.08 147.46 55.64 47.70 56.89Tabla 6.3.2: Tiempos por barrido (en segundos) obtenidos en el Touchstone DELTA.En la tabla 6.3.3 se muestra la velocidad en M
ops por nodo obtenida con mallas dedistintos tama~nos, y en cada malla con las matrices de mayor tama~no con las que se haexperimentado. Se obtienen resultados similares a los obtenidos en [?, ?]. Aunque estevalor disminuye al aumentar el n�umero de procesadores (debido a las comunicaciones,



192 INTRODUCCIONlas sincronizaciones y al uso de BLAS 3 sobre matrices de menor tama~no) los resultadosobtenidos son satisfactorios, debido a la buena escalabilidad que presenta el esquemade almacenamiento por plegamiento en una malla.procesadores 1 4 9 16 25 36 64 256M
ops/nodo 20.59 17.87 17.44 17.34 16.38 16.37 15.19 13.50Tabla 6.3.3: M
ops por nodo obtenidos con distintos tama~nos de la malla. En elTouchstone DELTA.6.4 ConclusionesEn este cap��tulo se presenta un esquema de almacenamiento que permite explotar lasimetr��a en el Problema Sim�etrico de Valores Propios en una malla de procesadores. Semuestra c�omo combinar este esquema con la ordenaci�on Round-Robin y con el esquemapor bloques estudiado en el cap��tulo uno y utilizado en el cap��tulo tres para obteneralgoritmos en multiprocesadores de memoria compartida.Con los algoritmos que explotan la simetr��a en una malla de procesadores se ob-tienen e�ciencias te�oricas del 100%, tal como ocurre con los que explotan la simetr��a enun anillo, pero el uso de una malla nos permite obtener mejores resultados en cuantoa escalabilidad.Los mejores tiempos de ejecuci�on, para tama~nos de matriz su�cientemente grandes,se obtienen con el algoritmo por bloques que usa BLAS 3 para llevar a cabo las mul-tiplicaciones matriciales, a pesar de que este algoritmo tiene un coste por barrido de4n3 
ops.
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Cap��tulo 7EXTENSIONESEn los cap��tulos anteriores hemos estudiado el Problema Sim�etrico de Valores Propiospara matrices densas y con valores reales, y en este cap��tulo analizaremos algunasde las posibles extensiones de las ideas estudiadas hasta ahora sobre esquemas dealmacenamiento para explotaci�on de la simet��a. En concreto, estudiaremos extensionesal Problema de Valores Propios Generalizado cuando el sistema es sim�etrico de�nidopositivo, al problema est�andar sim�etrico de valores propios con matrices complejas, ya la iteraci�on QR en el problema no sim�etrico.7.1 El Problema Generalizado7.1.1 Introducci�onEl Problema de Valores Propios GeneralizadoDadas dos matrices complejas, n � n, A y B, se llaman valores propios generalizadosdel haz (A;B) a los n�umeros complejos � para los que existe un vector complejo nonulo x tal que Ax = �Bx. Este vector x se llama vector propio generalizado del haz(A;B) asociado al valor propio generalizado �.En este caso, al igual que en el problema est�andar, nos interesa el problema enque las matrices A y B son reales y sim�etricas. Adem�as, consideraremos B de�nidapositiva (xtBx > 0, 8x 6= 0). Los haces que cumplen estas condiciones se llaman hacessim�etricos de�nidos positivos y para ellos existen algoritmos de Jacobi con los quese pueden calcular los valores y vectores propios generalizados [80].PropiedadesSe pueden demostrar propiedades del Problema de Valores Propios Generalizado simi-lares a las del problema est�andar [53, 80, 90]:191



192 INTRODUCCIONProposici�on 7.1.1 Los valores propios de un haz diagonal (A;B), A = diag(ai),B = diag(bi), son los cocientes �i = aibi , i = 1; 2; :::; n.Proposici�on 7.1.2 Si A, B, P y Q son matrices complejas, n � n, con P y Q nosingulares, entonces � es un valor propio del haz (A;B) con vector propio x si y s�olosi � es valor propio del haz (QAP;QBP ) con vector propio P�1x.A partir de este resultado es posible calcular los valores propios de un haz (A;B)mediante su reducci�on, a base de transformaciones de equivalencia (Q(A;B)P se de-nomina transformaci�on de equivalencia), a otro haz cuyos valores propios se puedancalcular m�as f�acilmente. En el caso de un haz sim�etrico de�nido positivo es posibletransformarlo en un haz de matrices diagonales (DA;DB), mediante una transformaci�onde equivalencia con Q = P�1.Proposici�on 7.1.3 � es un valor propio del haz (A;B) si y s�olo si A��B es singular.Proposici�on 7.1.4 Un haz (A;B) sim�etrico, de�nido positivo, de tama~no n�n tienen valores propios que son las ra��ces de su ecuaci�on caracter��stica det(A� �B) = 0.M�etodos de resoluci�onUna forma posible de resolver el problema planteado consiste en reducir el problemageneralizado a uno est�andar por alg�un m�etodo determinado. En [80] se proponen lossiguientes m�etodos:1. Si la matriz B es no singular, calcular los valores propios de B�1A. Es f�acilcomprobar en este caso que las ecuaciones caracter��sticas det(A � �B) = 0 ydet(B�1A � �I) = 0 son equivalentes. El inconveniente de este m�etodo es quela matriz B puede ser mal condicionada. Tambi�en cabe destacar que en el casosim�etrico, con esta aproximaci�on se pierde la simetr��a.2. Si la matriz B es sim�etrica y de�nida positiva resolver un problema est�andardescomponiendo B como B = JD2J t, donde J es una matriz ortogonal y D unamatriz diagonal, con lo que A � �B = JD(D�1J tAJD�1 � �I)DJ t. TomandoA0 = D�1J tAJD�1 el problema generalizado se reduce al est�andar A0x0 = �x0,con x0 = DJ tx.3. Si la matriz B es sim�etrica y de�nida positiva obtener la descomposici�on deCholesky de B, B = LLt, donde L es triangular inferior no singular, con lo queA��B = L(L�1AL�t��I)Lt. Tomando A0 = L�1AL�t el problema generalizadose reduce al est�andar A0x0 = �x0, con x0 = Ltx. Este m�etodo es el que se usa en[49, 89].



INTRODUCCION 193Otra posibilidad (proposici�on 7.1.4) consiste en calcular los valores propios ob-teniendo los ceros del polinomio det(A � �B), pero este m�etodo presenta los mismosinconvenientes que en el caso est�andar.Por �ultimo, y por la proposici�on 7.1.2, se puede reducir el haz (A;B) a otro equi-valente (DA;DB) de matrices diagonales DA = diag(aii), DB = diag(bii), siendo loscocientes aiibii los valores propios del haz.Recientemente se han propuesto algunos m�etodos de este tipo. El m�etodo deCharlier-Van Dooren [25] procede triangularizando la matriz B y a continuaci�on redu-ciendo A a forma triangular manteniendo el car�acter triangular de B (en el caso dehaces sim�etricos los reducir��a a matrices diagonales). Se demuestra que el m�etodo con-verge bajo ciertas condiciones, pero experimentalmente se comprueba [21] que convergemucho m�as lentamente que otros m�etodos de Jacobi.Por otra parte en [21] se propone un m�etodo que converge mucho m�as r�apidamenteque el de [25] pero no hay una demostraci�on de su convergencia. El algoritmo de [21]sirve para haces de matrices complejas, n� n, (A;B) y procede anulando en sucesivosbarridos pares de elementos aij, bij, de A y B.M�etodos de JacobiEn el m�etodo de Jacobi generalizado para haces sim�etricos de�nidos positivos, al igualque en el est�andar, la diagonalizaci�on se consigue por sucesivas anulaciones de elementosno diagonales. En este caso se anulan simult�aneamente dos elementos, uno de A y elcorrespondiente de B [80]. Cada par de productos QlAlQtl, QlBlQtl, anula pares deelementos no diagonales sim�etricos aij y aji de A y bij y bji de B. La matriz Qlcoincide con la identidad excepto en los elementos qij = �� y qji = �, con � = �iv ,� = �jv donde v satisface la ecuaci�on cuadr�aticav2 � �ijv � �i�j = 0 (7.1.1)y �i = " aiiaij biibij # ; �j = " ajjaij bjjbij # ; �ij = " aiiajj biibjj # : (7.1.2)Cuando B es de�nida positiva y �ij y �i�j no son ambos cero las soluciones de(7.1.1) son reales y hay al menos una soluci�on no nula. Se aconseja tomar como v lasoluci�on de mayor valor absoluto para que � y � sean menores y se produzcan menoreserrores de redondeo.Si DA = diag(aii), DB = diag(bii), los valores propios generalizados de (A;B)son los cocientes aiibii , i = 1; : : : ; n, y los vectores propios generalizados son las �las delproducto QkQk�1:::Q2Q1.Cada anulaci�on requiere de 20 
ops para el c�alculo de �ij, �i, �j, v, � y � y8n + 16 
ops para la actualizaci�on de A y B, lo que hace 8n + 36 
ops por anulaci�on



194 INTRODUCCIONy (8n+36)n(n�1)2 
ops por barrido para el c�alculo de los valores propios generalizados,lo que da un orden de 4n3 
ops. Si se calculan los vectores propios el orden es de6n3 
ops, pues hay que acumular las transformaciones Qi para obtener el productoQkQk�1:::Q2Q1.7.1.2 Algoritmo que no explota la simetr��aComo ya hemos visto, el Problema de Valores Propios Generalizado se puede resolveren algunos casos por medio de m�etodos tipo Jacobi [21, 25]. En este problema losm�etodos de Jacobi trabajan construyendo una secuencia de pares de matrices (Al; Bl)con Al+1 = QlAlPl, Bl+1 = QlBlPl, l = 1; 2; : : :, donde A1 = A, B1 = B, y Ql, Plse calculan de manera que anulen elementos no diagonales aij y bij de A y B. Elm�etodo no siempre converge, pero cuando el haz (A;B) es sim�etrico de�nido positivo(A y B sim�etricas y B de�nida positiva) se puede obtener Pl = Qtl con las f�ormulasya estudiadas (expresiones 7.1.1, 7.1.2) y la sucesi�on (Al; Bl) converge a un par dematrices diagonales (DA;DB) siendo los valores propios generalizados los cocientesde los elementos diagonales de DA y DB. En este caso la matriz Ql coincide con laidentidad excepto en los elementos qij = �� y qji = �, con � y � dadas por las f�ormulasya comentadas.Las mismas ideas sobre la paralelizaci�on del problema est�andar sirven para el pro-blema generalizado, por lo que en este apartado mostraremos c�omo es posible aplicar alproblema generalizado los mismos esquemas de distribuci�on de los datos en un sistemamultiprocesador que se aplican al problema est�andar. Mostraremos esto dise~nando unalgoritmo para anillo usando el mismo esquema de distribuci�on de los datos por bloquesde columnas que hemos utilizado para el problema est�andar, almacenando en este casoen cada procesador bloques de columnas de la matriz A y los correspondientes bloquesde la matriz B.Esquema del algoritmoDistribuci�on de los datos Suponemos que se dispone de un multiprocesador conmemoria distribuida con p procesadores, numerados por 0; 1; : : : ; p � 1. Las �las ycolumnas de A y B se numeran por 0; 1; : : : ; n� 1. Adem�as, suponemos que n = 2bp,donde b es un n�umero natural. Consideramos las matrices A y B particionadas en n2bloques de dos columnas[A0; A1; : : : ; An2�1]; [B0; B1; : : : ; Bn2�1] (7.1.3)donde cada bloque Ai (Bi) contiene inicialmente las columnas 2i y 2i+ 1 de la matrizA (B). Los bloques Ai y Bi se almacenan en el procesador i div b. De este modo, cadaprocesador Pi contendr�a b bloques consecutivos de dos columnas, numerados localmente



INTRODUCCION 195de 0 a b � 1, correspondientes a los bloques bi; bi+ 1; : : : ; b(i+ 1) � 1 de la matriz A,y los correspondientes b bloques de dos columnas de B.Un barrido consistir�a en la anulaci�on de cada uno de los n(n�1)2 elementos no dia-gonales de A y B. El orden en que se anulan los elementos no diagonales dentro decada barrido viene dado por la ordenaci�on de Jacobi que se utilice. Para el dise~nodel algoritmo que aqu�� presentamos hemos utilizado la ordenaci�on par-impar y la deEberlein. Con la ordenaci�on par-impar, tal como hemos mostrado con el problemaest�andar, se necesita un anillo unidireccional y n pasos por barrido, puesto que seanulan n2 elementos en los pasos impares y n2 � 1 en los pares. Sin embargo, con laordenaci�on de Eberlein se necesita un anillo bidireccional y n� 1 pasos por barrido, alser la ordenaci�on de Eberlein �optima. Esta peque~na diferencia en el n�umero de pasospor barrido no ser�a importante cuando aumente el tama~no del problema, tal comoveremos en los resultados experimentales.Dise~no del algoritmo Al igual que en el problema est�andar, para la implementaci�ondel algoritmo hay que tener en cuenta que se realizan barridos, anulando en cada barridolos elementos no diagonales, mientras no se alcance una cota determinada de off(A;B),que en este caso vendr�a de�nido por la expresi�onoff(A;B) =Xi6=j a2ij +Xi6=j b2ij : (7.1.4)Cada barrido constar�a de un n�umero �jo de pasos (con el m�etodo par-impar n pasosy con la ordenaci�on de Eberlein n � 1) y, en cada paso, cada procesador tendr�a quecalcular los par�ametros que anulan elementos asociados a los pares correspondientesa las columnas que contiene, difundir dichos par�ametros a los dem�as procesadores,actualizar la parte de las matrices almacenadas en el procesador y transferir columnasde manera que la distribuci�on de los ��ndices corresponda al siguiente conjunto de paresde ��ndices de la ordenaci�on elegida.El esquema del algoritmo ser�a igual al del problema est�andar (algoritmo 4.2.2), ob-teni�endose en este caso los par�ametros con distintas f�ormulas, realiz�andose una difusi�onde rotaciones igual a la del problema est�andar, siendo la actualizaci�on una actualizaci�onde las matrices A y B y la transferencia de columnas una transferencia de columnasde A y de las correspondientes columnas de B.Para calcular el off(A;B) cada procesador debe calcular la parte de la expresi�on7.1.4 correspondiente a las columnas que contiene.C�odigo del algoritmo paralelo Se supone que se quiere calcular los valores propiosgeneralizados y que los datos est�an distribuidos en los procesadores tal como hemosindicado. En todos los procesadores se ejecutar�a el mismo c�odigo, siendo �este similar aldel algoritmo 4.2.2 en el caso de usar la ordenaci�on par-impar. Si se usa la ordenaci�onde Eberlein el bucle PARA ser�a desde 1 hasta n� 1.



196 INTRODUCCIONLos procedimientos utilizados en este algoritmo tienen tambi�en c�odigos similares alos del problema est�andar.Algoritmo 7.1.1 C�alculo de par�ametros (i; r).SI i mod 2 = 1PARA j = 0; : : : ; b� 1calcular par�ametros correspondientes a los ��ndices del par (br + j)-�esimoFINPARAEN OTRO CASOPARA j = 0; : : : ; b� 1calcular par�ametros correspondientes a los ��ndices del par (br+ j)-�esimo,tomando � = 0 y � = 0 para el par ((n� i) div 2)-�esimoFINPARAFINSILa difusi�on de los par�ametros tienen el mismo c�odigo del algoritmo 4.2.4 corres-pondiente a la difusi�on de los par�ametros de las rotaciones en el caso est�andar.Algoritmo 7.1.2 Actualizar matrices (r).PARA m = 1; : : : ; b� 1PARA q = 0; : : : ; n2 � 1" au0 au1av0 av1 # = " 1 ��q�q 1 # " au0 au1av0 av1 # " 1 �br+m��br+m 1 #" bu0 bu1bv0 bv1 # = " 1 ��q�q 1 # " bu0 bu1bv0 bv1 # " 1 �br+m��br+m 1 #FINPARAFINPARAEn el algoritmo 7.1.2 llamamos (u; v) al par q-�esimo y denotamos a las dos columnasde cada bloque como a:0 y a:1, y b:0 y b:1.La transferencia de columnas tendr�a el mismo c�odigo del algoritmo 4.2.6 peroenvi�andose en este caso datos de las dos matrices A y B.Utilizando la ordenaci�on de Eberlein la �unica diferencia estar��a en los procedimien-tos de c�alculo de par�ametros y de transferencia de columnas, que ser��an en este casolos siguientes.Algoritmo 7.1.3 C�alculo de par�ametros (i; r). (JaGePaNsAnCoEb).PARA j = 0; : : : ; b� 1calcular par�ametros correspondientes a los ��ndices del par (br + j)-�esimoFINPARA



INTRODUCCION 197Algoritmo 7.1.4 Transferir columnas (i; r). (JaGePaNsAnCoEb).SI i mod 2 = 0SI r mod 2 = 0enviar columnas a P(r+1) mod precibir columnas de P(r�1) mod pEN OTRO CASOrecibir columnas de P(r�1) mod penviar columnas a P(r+1) mod pFINSIEN OTRO CASOSI r mod 2 = 0enviar columnas a P(r�1) mod precibir columnas de P(r+1) mod pEN OTRO CASOrecibir columnas de P(r+1) mod penviar columnas a P(r�1) mod pFINSIFINSIEl algoritmo quedar��a as��Algoritmo 7.1.5 Esquema del m�etodo de Jacobi para el problema generalizado, enun anillo de procesadores, sin explotar la simetr��a y usando la ordenaci�on de Eberlein(JaGePaNsAnCoEb).EN PARALELO para r = 0; 1; : : : ; p� 1 en Pr:REPETIRPARA i = 1; : : : ; n� 1calcular par�ametros (i; r)difundir par�ametros (r)actualizar matriz (i; r)transferir columnas (i; r)FINPARAHASTA off(A;B) < COTACostes te�oricosEn un barrido, cada procesador calcula b par�ametros en cada paso con un coste de 20b
ops. Despu�es actualiza bn submatrices 2 � 2 con un coste de 16nb 
ops. Adem�as, al�nal de cada barrido se tiene un coste de 2n2p � 2np 
ops debido al c�alculo de off(A;B).Como b = n2p, el coste total por barrido se puede aproximar porTa = 8n3p + 12n2p flops (7.1.5)



198 INTRODUCCIONcon el m�etodo par-impar, y Ta = 8n3p + 4n2p flops (7.1.6)con la ordenaci�on de Eberlein.Para evaluar el coste de las comunicaciones en un anillo, el broadcast de lospar�ametros tendr�a un coste (p� 1)(2� + 4b� ), y la transferencia de columnas un coste2� + 4n� . Adem�as, se debe a~nadir un t�ermino de menor orden debido al c�alculo deoff(A;B) tras cada barrido. De este modo, el coste de las comunicaciones por barridose puede aproximar por Tc = 2np� + 6n2� (7.1.7)independientemente de que se use la ordenaci�on par-impar o la de Eberlein (aunquecon esta �ultima los t�erminos de menor orden que no aparecen en la f�ormula 7.1.7 sonmenores que en la par-impar).En un hipercubo (si consideramos el algoritmo sobre un anillo inmerso en el hiper-cubo) el coste de la difusi�on de los par�ametros ser��a 2 log p� + 4b(p � 1)� , yTc = 2n(log2 p+ 1)� + 6n2� : (7.1.8)Como el coste aritm�etico del algoritmo secuencial se puede aproximar por T1 = 4n3
ops, se obtiene tambi�en en este caso la cota superior de 0.5 para la e�ciencia.Resultados experimentalesEn la tabla 7.1.1 mostramos los tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) obteni-dos en el PARSYS SN-1040 con los algoritmos JaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi,JaGePaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. En la tabla 7.1.2 se muestran las e�cienciasobtenidas con dichos algoritmos paralelos cuando se comparan con JaGeSeSiFi. Losresultados se han obtenido con la matriz A generada aleatoriamente en doble precisi�oncon valores entre -10 y 10, y con distintas matrices B de�nidas positivas tomadas de[59]. Se han obtenido resultados similares para los distintos tipos de matrices B consi-deradas, aunque los que se muestran en las tablas corresponden al caso en que la matrizB es tridiagonal. Se observa que los mejores resultados se obtienen con los algoritmospara hipercubo y con la ordenaci�on de Eberlein, al ser el broadcast en hipercubo menoscostoso y la ordenaci�on de Eberlein �optima. Tambi�en se observa que al aumentar eltama~no del sistema aumenta la mejora relativa al usar la ordenaci�on de Eberlein envez de la par-impar. Esto es as�� porque aumenta el coste de las comunicaciones en latransferencia de columnas, a pesar de que los costes de las comunicaciones con las dosordenaciones son iguales si tenemos en cuenta s�olo los t�erminos de mayor orden.



INTRODUCCION 19964 128 192 256 320JaGePaNsAnCoPi 4 3.07 22.73 74.69 174.73 337.96JaGePaNsHiCoPi 4 3.04 22.51 73.94 172.99 334.57JaGePaNsAnCoEb 4 2.97 22.45 74.32 174.51 338.28JaGePaNsHiCoEb 4 2.94 22.25 73.67 172.96 335.31JaGePaNsAnCoPi 8 1.74 12.13 39.00 90.25 173.45JaGePsNsHiCoPi 8 1.70 11.97 38.57 89.28 171.61JaGePaNsAnCoEb 8 1.65 11.82 38.47 89.52 172.65JaGePaNsHiCoEb 8 1.62 11.68 38.06 88.69 171.09JaGePaNsAnCoPi 16 1.09 6.87 21.24 48.15 91.39JaGePaNsHiCoPi 16 1.07 6.87 21.36 48.50 92.10JaGePaNsAnCoEb 16 1.00 6.55 20.62 47.17 90.03JaGePaNsHiCoEb 16 0.97 6.42 20.25 46.34 88.44JaGeSeSiFi 5.27 41.75 140.16 333.21 649.75Tabla 7.1.1: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de los algoritmosJaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi, JaGePaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. Enel PARSYS SN-1040. 64 128 192 256 320JaGePaNsAnCoPi 4 0.43 0.46 0.47 0.48 0.48JaGePaNsHiCoPi 4 0.43 0.46 0.47 0.48 0.49JaGePaNsAnCoEb 4 0.44 0.46 0.47 0.48 0.48JaGePaNsHiCoEb 4 0.45 0.47 0.48 0.48 0.48JaGePaNsAnCoPi 8 0.38 0.43 0.45 0.46 0.47JaGePsNsHiCoPi 8 0.39 0.44 0.45 0.47 0.47JaGePaNsAnCoEb 8 0.40 0.44 0.46 0.47 0.47JaGePaNsHiCoEb 8 0.41 0.45 0.46 0.47 0.47JaGePaNsAnCoPi 16 0.30 0.38 0.41 0.43 0.44JaGePaNsHiCoPi 16 0.31 0.38 0.41 0.43 0.44JaGePaNsAnCoEb 16 0.33 0.40 0.42 0.44 0.45JaGePaNsHiCoEb 16 0.34 0.41 0.43 0.45 0.46Tabla 7.1.2: E�ciencias de los algoritmos JaGePaNsAnCoPi, JaGePaNsHiCoPi, JaGe-PaNsAnCoEb y JaGePaNsHiCoEb. En el PARSYS SN-1040.



200 INTRODUCCION7.1.3 Algoritmo que explota la simetr��aBajo las mismas suposiciones (matrices de tama~no n � n con n par, y p procesadoresen anillo) que hicimos al explicar el esquema de almacenamiento por antidiagonalespara el problema est�andar, las matrices A y B se dividen en submatrices de tama~no2 � 2 y se distribuyen en el anillo de procesadores del mismo modo que en el casoest�andar:� Se asignan a cada procesador b antidiagonales consecutivas de A y las corres-pondientes de B, siendo p = n2b , donde la antidiagonal q-�esima de A (de B) est�aformada por los bloques Aij (Bij) con (i+ j) mod n2 = q.� Si se trabaja con la parte triangular superior de las matrices ser�a necesario al-macenar los bloques Aij y Bij con i = 0; : : : ; n2 � 1; j � i� 1.� A lo largo de la ejecuci�on los par�ametros para anular elementos de A y B secalcular�an siempre usando datos de submatricesAii y Bii, con lo que se necesitar�ade transferencia de �las y columnas (en este caso de A y B) entre cada dos pasosdel algoritmo.C�odigo del algoritmoEl esquema de este algoritmo que explota la simetr��a es similar al que estudiamos enla subsecci�on anterior, con la �unica diferencia de que en este caso la transferencia dedatos se hace con una transferencia de columnas (de parte de las columnas de A yB) seguida de una transferencia de �las (de parte de las �las de A y B); adem�as, suesquema ser�a el del algoritmo con esquema de almacenamiento por antidiagonales yordenaci�on par-impar para el problema est�andar (algoritmo 5.2.2).El signi�cado de los procedimientos ser�a:Algoritmo 7.1.6 C�alculo de par�ametros (i,r).SI i mod 2 = 1PARA j = 0; : : : ; b� 1SI j mod 2 = 0calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2)-�esimo (utilizando los datos en los bloquesA(br+j) div 2;(br+j) div 2 y B(br+j) div 2;(br+j) div 2).calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2 + n4 )-�esimo (utilizando los datos en los bloquesA(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 y B(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 ).FINSIFINPARAEN OTRO CASO



INTRODUCCION 201PARA j = 0; : : : ; b� 1SI j mod 2 = 0calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2)-�esimo (utilizando los datos en los bloquesA(br+j) div 2;(br+j) div 2 y B(br+j) div 2;(br+j) div 2).calcular rotaci�on correspondiente a los ��ndices del par((br + j) div 2 + n4 )-�esimo (utilizando los datos en los bloquesA(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 y B(br+j) div 2+n4 ;(br+j) div 2+n4 ).(*Hacer los c�alculos tomando � = � = 0 para el par ((n� i) div 2)-�esimo.*)FINSIFINPARAFINSILa difusi�on de los par�ametros es igual a la del algoritmo que no explota la simetr��a,ya que es un broadcast usando la topolog��a de anillo.Algoritmo 7.1.7 Actualizar matriz (r).PARA j = 0; : : : ; b� 1k = br + jPARA q = 0; : : : ; k div 2m = k � q" a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # = " 1 ��q�q 1 # " a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # " 1 �m��m 1 #" b2q;2m b2q;2m+1b2q+1;2m b2q+1;2m+1 # = " 1 ��q�q 1 # " b2q;2m b2q;2m+1b2q+1;2m b2q+1;2m+1 # " 1 �m��m 1 #(*Aqm = QqAqmQtm, Bqm = QqBqmQtm*)FINPARAk = br + j + 1PARA q = k; : : : ; (k � 1) div 2 + n4m = k � q � 1 + n2" a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # = " 1 ��q�q 1 # " a2q;2m a2q;2m+1a2q+1;2m a2q+1;2m+1 # " 1 �m��m 1 #" b2q;2m b2q;2m+1b2q+1;2m b2q+1;2m+1 # = " 1 ��q�q 1 # " b2q;2m b2q;2m+1b2q+1;2m b2q+1;2m+1 # " 1 �m��m 1 #(*Aqm = QqAqmQtm, Bqm = QqBqmQtm*)FINPARAFINPARA



202 INTRODUCCIONLa transferencia de �las y columnas tiene el mismo c�odigo de los algoritmos 5.2.5y 5.2.6, pero trans�riendo en este caso las �las o columnas de A tal como aparece enesos algoritmos y las correspondientes �las y columnas de B.Costes te�oricosEl coste aritm�etico del c�alculo de los par�ametros y de off(A;B) es igual al del algoritmoque no explota la simetr��a, pero el coste de actualizar las matrices es diferente en estecaso porque s�olo se almacenan n2+2n4p bloques de tama~no 2� 2 en cada procesador. Deeste modo, el coste aritm�etico por barrido es:Ta = 4n3p + 20n2p flops (7.1.9)El coste de comunicaciones en el broadcast de los par�ametros y el c�alculo deoff(A;B) es igual al del algoritmo que no explota la simetr��a. Pero ahora la trans-ferencia de columnas tiene un coste de 2� + (2n + 16)� y la transferencia de �las uncoste 2� + 2n� . As��, el coste de las comunicaciones por barrido es:Tc = 2n(p + 1)� + 6n2� (7.1.10)Resultados experimentalesHemos implementado el algoritmo en el Multiprocesador PARSYS SN-1040 basado enTransputers, y hemos usado topolog��a de anillo.Mostraremos y compararemos los resultados obtenidos con un algoritmo secuencialque explota la simetr��a (JaGeSeSiFi), con un algoritmo que no explota la simet��aen anillo (JaGePaNsAnCoPi) y con un algoritmo que explota la simetr��a en anillo(JaGePaSiAnAnPi).Se han realizado experimentos con matrices de distintos tama~nos y con diferenten�umero de procesadores. En todos los casos la matriz A es una matriz generadaaleatoriamente con valores entre -10 y 10. Para obtener los resultados que se muestranaqu�� se ha tomado la matriz B como una matriz tridiagonal, pero hemos obtenidoresultados similares con otras matrices de�nidas positivas tomadas de [59].Los programas han sido escritos en 3L C y los tiempos de las tablas son tiempospor barrido en segundos.Los resultados que se obtienen en cuanto a e�ciencias y a la comparaci�on entre losm�etodos que no explotan y que explotan la simetr��a son similares a los obtenidos enel problema est�andar, obteniendose con el problema generalizado mejores resultadosdebido al mayor volumen de c�omputo, lo que hace que se obtengan mayores e�cienciasy que la reducci�on en el tiempo de ejecuci�on al explotar la simetr��a sea mayor.En la tabla 7.1.3 se muestran los tiempos obtenidos con el algoritmo secuencial queexplota la simetr��a y con JaGePaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi, as�� como el cociente



INTRODUCCION 203entre los tiempos de JaGePaSiAnAnPi y JaGePaNsAnCoPi, y en la tabla 7.1.4 lase�ciencias obtenidas con los mismos algoritmos.64 128 192 256 320JaGePaNsAnCoPi 2 6.72 51.82 172.65 406.70 791.14JaGePaSiAnAnPi 2 4.77 32.96 105.57 243.72 467.99Cociente 2 0.70 0.63 0.61 0.59 0.59JaGePaNsAnCoPi 4 3.56 26.63 87.93 206.19 399.99JaGePaSiAnAnPi 4 2.63 17.43 54.78 125.41 239.56Cociente 4 0.73 0.65 0.62 0.60 0.59JaGePaNsAnCoPi 8 1.98 14.07 45.59 105.96 204.43JaGePaSiAnAnPi 8 1.58 9.61 29.35 66.10 125.03Cociente 8 0.79 0.68 0.64 0.62 0.61JaGePaNsAnCoPi 16 1.21 7.82 24.48 55.91 106.74JaGePaSiAnAnPi 16 1.10 5.80 16.77 36.66 68.07Cociente 16 0.90 0.74 0.68 0.65 0.63JaGeSeSiFi 6.16 48.99 164.61 398.04Tabla 7.1.3: Tiempos de ejecuci�on por barrido y en segundos de los algoritmos JaGe-PaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi. En PARSYS SN-1040.64 128 192 256JaGePaNsAnCoPi 2 0.458 0.472 0.476 0.489JaGePaSiAnAnPi 2 0.647 0.743 0.780 0.816JaGePaNsAnCoPi 4 0.433 0.460 0.468 0.482JaGePaSiAnAnPi 4 0.586 0.703 0.751 0.793JaGePaNsAnCoPi 8 0.390 0.435 0.451 0.469JaGePaSiAnAnPi 8 0.488 0.637 0.701 0.753JaGePaNsAnCoPi 16 0.319 0.392 0.420 0.445JaGePaSiAnAnPi 16 0.351 0.528 0.614 0.679Tabla 7.1.4: E�ciencias de los algoritmos JaGePaNsAnCoPi y JaGePaSiAnAnPi. EnPARSYS SN-1040.



204 INTRODUCCION7.2 Problema con valores complejos7.2.1 Introducci�onEl Problema Sim�etrico de Valores Propios con matrices con n�umeros complejos sepuede abordar con m�etodos tipo Jacobi [118, 119, 120], que tienen en este caso elinconveniente de que no siempre convergen.En [119] se muestra un m�etodo de Jacobi que converge cuando la matriz A esdiagonal dominante, siendo la de�nici�on de matriz diagonal dominante la siguiente.De�nici�on 7.2.1 Una matriz A compleja de tama~no n�n es diagonal dominantecon respecto a una separaci�on � si kA� diag(A)k � c� para alg�un c < 12 .El m�etodo que se utiliza en [119] utiliza la ordenaci�on Round-Robin para elegirlos elementos a anular, y actualiza la matriz A con una transformaci�on de la formaAl+1 = T�1AlT . Si la matriz T se utiliza para anular los elementos aij y aji, loselementos de T ser�an los de la matriz identidad salvo tii, tij, tji y tjj , que vendr�andados por la expresi�on tii tijtji tjj ! = 0B@ q12 + 12F �aij�p 12F (1+F )aij�p 12F (1+F ) q12 + 12F 1CA ; (7.2.1)donde � = aii � ajj, y F = q1 + 4aijaji�2 con la parte real de F mayor que cero.Se demuestra en [119] que este m�etodo converge cuadr�aticamente. En esta secci�onanalizaremos la paralelizaci�on de este m�etodo utilizando el esquema de almacenamientopor plegamiento en una malla de procesadores propuesto en el cap��tulo 6.7.2.2 AlgoritmoEl esquema del algoritmo es id�entico al que hemos estudiado para el problema est�andarcon matrices reales (algotimo 6.2.1). Indicaremos las diferencias en cada uno de losprocedimientos.Calcular par�ametros (i)El c�alculo de los par�ametros se hace como en el algoritmo de c�alculo de rotaciones 6.2.2,pero calculando los par�ametros seg�un la expresi�on 7.2.1. De esta manera el n�umero deoperaciones de n�umeros complejos a realizar en el c�alculo de �, F y de los par�ametrosde T y T�1 son 26, de las cuales tendremos: 4 sumas o restas de un n�umero real con uncomplejo, 2 restas de n�umeros complejos, 2 multiplicaciones de un n�umero real por uncomplejo, 5 multiplicaciones de n�umeros complejos, 1 cuadrado de un n�umero complejo,1 divisi�on de un n�umero real por un complejo, 7 divisiones de n�umeros complejos, y 4



INTRODUCCION 205ra��ces cuadradas de n�umeros complejos. El coste en 
ops de estas operaciones dependede la implementaci�on realizada.Difundir par�ametros (i; j)El c�odigo del algoritmo es como el del algoritmo 6.2.3.Actualizar matriz (i; j)Es como el algoritmo 6.2.4 pero en este caso actualizando con la f�ormula T�1AT . Sidenotamos la matriz de la expresi�on 7.2.1 por p qr s ! ; (7.2.2)y su inversa como  p; q;r; s; ! ; (7.2.3)el algoritmo quedar��a:Algoritmo 7.2.1 Actualizar matriz (i,j).SI i = r � 1� j(*Actualizar Aii*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = m;m+ 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " p;m2 +i n4r q;m2 +i n4rr;m2 +i n4r s;m2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+i n4r q q2+i n4rr q2+i n4r s q2+i n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai;2r�1�i*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " p;m2 +i n4r q;m2 +i n4rr;m2 +i n4r s;m2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #



206 INTRODUCCION" p q2+(2r�1�i) n4r q q2+(2r�1�i) n4rr q2+(2r�1�i) n4r s q2+(2r�1�i) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai+r;i+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = m;m+ 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = 24 p;m2 +(i+r) n4r q;m2 +(i+r) n4rr;m2 +(i+r) n4r s;m2 +(i+r) n4r 35 " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+(i+r) n4r q q2+(i+r) n4rr q2+(i+r) n4r s q2+(i+r) n4r #FINPARAFINPARAEN OTRO CASO SI i+ j < r � 1(*Actualizar Ai;r�1�j*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " p;m2 +i n4r q;m2 +i n4rr;m2 +i n4r s;m2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+(r�1�j) n4r q q2+(r�1�j) n4rr q2+(r�1�j) n4r s q2+(r�1�j) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar Ai;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " p;m2 +i n4r q;m2 +i n4rr;m2 +i n4r s;m2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+(j+r) n4r q q2+(j+r) n4rr q2+(j+r) n4r s q2+(j+r) n4r #



INTRODUCCION 207FINPARAFINPARAEN OTRO CASO(*Actualizar Ai;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = " p;m2 +i n4r q;m2 +i n4rr;m2 +i n4r s;m2 +i n4r # " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+(j+r) n4r q q2+(j+r) n4rr q2+(j+r) n4r s q2+(j+r) n4r #FINPARAFINPARA(*Actualizar A2r�1�i;j+r*)PARA m = 0; 2; 4; : : : ; n2r � 2PARA q = 0; 2; : : : ; n2r � 2" amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 # = 24 p;m2 +(2r�1�i) n4r q;m2 +(2r�1�i) n4rr;m2 +(2r�1�i) n4r s;m2 +(2r�1�i) n4r 35 " amq am;q+1am+1;q am+1;q+1 #" p q2+(j+r) n4r q q2+(j+r) n4rr q2+(j+r) n4r s q2+(j+r) n4r #FINPARAFINPARATransferencias de �las y de columnasEs como en el algoritmo JaEsPaSiMaPlRr pero trans�riendo en este caso el doble dedatos al estar la matriz A formada por dos matrices de reales (A = A1 + iA2).7.2.3 Costes te�oricosEl coste aritm�etico (en 
ops) depende de la implementaci�on que se haga de las ope-raciones con n�umeros complejos. Para hacer los programas hemos trabajado en Cy el coste de calcular los par�ametros de T y T�1 es de 181 
ops, y el de actualizar(premultiplicando y postmultiplicando) una submatriz 2�2 de A tiene un coste de 112
ops.



208 INTRODUCCIONEn cada paso, cada procesador en la antidiagonal principal calcula n2r grupos depar�ametros (8 par�ametros en cada caso) con un coste de 181n2r 
ops. En la actualizaci�onde la matriz, cada procesador que no est�a en la antidiagonal principal actualiza n28pbloques 2�2, y cada procesador en la antidiagonal principal actualiza n28p+ n4pp bloques2 � 2, obteni�endose de este modo un coste de 14n2p + 28npp 
ops. De este modo, el costearitm�etico por barrido se puede expresar:Ta = 14n3p +  209pp � 14p !n2 flops: (7.2.4)En cada paso, la difusi�on de los par�ametros tiene un coste de pp�+n� , la transfe-rencia de columnas tiene un coste 6� + � 8npp + 8� � , y la transferencia de �las un coste6� + � 8npp + 4� � . De este modo, el coste de las comunicaciones por barrido se puedeaproximar por: Tc = (pp+ 12) n� +  1 + 16pp!n2� (7.2.5)Un algoritmo secuencial que usara la ordenaci�on por �las (o la misma Round-Robin) tendr��a un coste por barrido den (n� 1)2 (28n + 181) flops: (7.2.6)Con lo que la e�ciencia te�orica del algoritmo paralelo propuesto ser��a del 100%.7.2.4 Resultados experimentalesLos programas se han hecho en C, por lo que se han implementado las operacionesnecesarias sobre complejos. Para obtener resultados experimentales se han generadomatrices complejas (generando dos matrices de n�umeros reales con valores en dobleprecisi�on). Se han obtenido resultados experimentales con matrices de la forma A =D+�M , donde � es un n�umero real que toma los valores 0.1, 0.5, 1, 5 y 10, M es unamatriz sim�etrica con valores complejos obtenidos generando su parte real e imaginariaaleatoriamente entre -1 y 1, y con los elementos de la diagonal nulos, y D es una matrizcompleja diagonal. Los experimentos se han obtenido con matrices D de dos tipos:� caso 1: matrices diagonales con elementos complejos obtenidos generando alea-toriamente su parte real e imaginaria entre -100 y 100.� caso 2: matrices diagonales con elementos complejos de la formaD = diag(1 + 1i; 2 + 2i; : : : ; n+ ni).



INTRODUCCION 209De esta forma la matriz A es diagonal dominante para valores peque~nos de �, y elm�etodo converger�a seg�un [119]. En la tabla 7.2.1 se muestran los barridos necesariospara alcanzar la convergencia cuando se utiliza un algoritmo secuencial que usa laordenaci�on c��clica por �las (y que llamaremos JaCoSeSiFi). Cuando el valor de � yel tama~no de la matriz aumentan el m�etodo no converge, al alejarse la matriz de serdiagonal dominante, con lo que no se asegura la convergencia. Experimentos realiza-dos con un m�etodo de Jacobi secuencial c��clico con la ordenaci�on Round-Robin danresultados semejantes. En [118, 119, 120] se muestran experimentos con matrices dediferentes caracter��sticas y diferentes ordenaciones.caso 1 caso 2� 0.1 0.5 1 5 10 0.1 0.5 1 5 1064 4 4 5 7 no con. 5 6 6 16 no con.128 4 5 6 10 no con. 5 6 6 no con. no con.192 4 5 8 no con. no con. 5 6 7 no con. no con.256 4 6 14 no con. no con. 5 6 7 no con. no con.320 5 6 no con. no con. no con. 5 6 7 no con. no con.384 5 8 no con. no con. no con. 5 6 7 no con. no con.448 5 9 no con. no con. no con. 5 6 7 no con. no con.512 5 no con. no con. no con. no con. 5 6 7 no con. no con.576 5 no con. no con. no con. no con. 5 6 7 no con. no con.640 5 no con. no con. no con. no con. 5 7 7 no con. no con.Tabla 7.2.1: Barridos necesarios para alcanzar la convergencia con un m�etodo de Jacobic��clico por �las, con matrices complejas sim�etricas.No estamos interesados aqu�� en estudiar la convergencia de los m�etodos de Jacobipara matrices sim�etricas complejas, sino en estudiar el comportamiento del algoritmopropuesto que explota la simetr��a, por lo que mostramos en la tabla 7.2.2 los tiempos deejecuci�on obtenidos por barrido con el programa paralelo propuesto (que llamaremosJaCoPaSiMaPlRr) y con el algoritmo secuencial que utiliza la ordenaci�on c��clica por�las (JaCoSeSiFi), y las e�ciencias obtenidas con JaCoPaSiMaPlRr cuando se comparacon JaCoSeSiFi. Los resultados que se muestran en la tabla han sido obtenidos en uniPSC/860, utilizando un procesador para JaCoSeSiFi, y mallas de 4 y 16 procesadorespara la ejecuci�on de JaCoPaSiMaPlRr. Los resultados se han obtenido generandolas matrices como en el caso 1 y con valor de � = 0:1 (en todos los dem�as casosexperimentados los tiempos por barrido son similares a los que aqu�� se muestran).Mientras que los m�etodos que no explotan la simetr��a tienen una cota superior te�oricade la e�ciencia de un 50%, con este m�etodo de explotaci�on de la simetr��a se obtiene unacota superior te�orica de la e�ciencia de un 100%, y en la tabla se observa que a partir



210 INTRODUCCIONde tama~nos de matriz su�cientemente grandes se supera la cota del 50% e incluso sellega a superar la cota del 100% para matrices muy grandes, cuando aumenta muchoel coste aritm�etico con respecto al de las comunicaciones y el tama~no de la matriz haceque el uso de la memoria se haga de manera m�as e�ciente dividiendo el espacio detrabajo entre distintos procesadores. Comparando las e�ciencias con las obtenidas enel caso de matrices reales (tabla 6.2.5) se observa que las e�ciencias son mayores en elcaso complejo, lo que se debe al mayor coste computacional del algoritmo en este caso.tiempos e�cienciassecuencial malla 4 malla 16 malla 4 malla 1664 1.43 1.79 1.35 0.20 0.06128 11.25 7.63 2.39 0.37 0.29192 26.70 9.58 4.69 0.70 0.36256 65.28 18.67 7.79 0.87 0.52320 124.32 33.07 12.39 0.94 0.63384 225.32 55.84 19.38 1.01 0.73448 347.22 84.02 27.89 1.03 0.78512 560.32 125.16 40.17 1.12 0.87576 764.26 171.47 52.86 1.11 0.90640 1080.46 237.49 69.96 1.14 0.97Tabla 7.2.2: Tiempos de ejecuci�on por barrido (en segundos) de JaCoSeSiFi yJaCoPaSiMaPlRr, y e�ciencias comparando JaCoPaSiMaPlRr con JaCoSeSiFi. EniPSC/860.7.3 Iteraci�on QR7.3.1 Introducci�onComo ya dijimos en el cap��tulo 1, el m�etodo tradicionalmente m�as usado (por m�asr�apido) en monoprocesadores para resolver problemas de valores propios ha sido el detransformar la matriz A en otra matriz en forma condensada (matrices tridiagonales oHessenberg) para la que es m�as f�acil resolver el problema. Se suele reducir la matriz Amediante transformaciones de Householder o de Givens a forma tridiagonal si la matrizes sim�etrica, o Hessenberg si es no sim�etrica. Posteriormente se puede diagonalizar(triangularizar, o reducir a forma de Schur, dependiendo de las caracter��sticas delproblema) la matriz tridiagonal (o Hessenberg) por medio de alg�un m�etodo como laiteraci�on QR, bisecci�on e iteraci�on inversa, o el algoritmo divide y vencer�as de Cuppen[4, 34, 53].



INTRODUCCION 211Se han dise~nado multitud de algoritmos para Multiprocesadores [7, 58, 86, 93, 95,96, 97, 100], pero parece mucho menos adecuado para programaci�on paralela que losm�etodos de Jacobi o que los m�etodos m�as recientes basados en la descomposici�on ensubespacios invariantes [5, 121, 65]. En este sentido, en [58] se analiza el algoritmoQR para el problema de valores propios no sim�etrico y se demuestra te�oricamente queno puede ser escalable. Esto hace que m�etodos como el de Jacobi o el basado enla descomposici�on en subespacios invariantes sean m�as prometedores para m�aquinasmasivamente paralelas.En esta secci�on mostraremos c�omo uno de los esquemas que hemos usado conm�etodos de Jacobi para el Problema Sim�etrico de Valores Propios se puede utilizartambi�en con �exito (con un �exito relativo, debido a la observaci�on de [58]) en la iteraci�onQR no sim�etrica. En particular, estudiaremos la utilizaci�on del esquema de almace-namiento por antidiagonales en la iteraci�on QR para reducir una matriz Hessenbergsuperior a forma de Schur. La utilizaci�on del esquema de almacenamiento block-Hankel wrapped (del que el esquema por antidiagonales es un caso particular) en laiteraci�on QR se propuso inicialmente en [95, 97].7.3.2 La iteraci�on QR no sim�etrica secuencialUna matriz en forma de Schur tiene una forma casi triangular superior (o inferior) conbloques no nulos de tama~no 1� 1 �o 2� 2 en la diagonal principal, siendo los elementosen bloques de tama~no 1�1 valores propios reales, y teniendo asociados cada bloque detama~no 2�2 dos valores propios complejos conjugados. Por esto, una forma de calcularlos valores propios de una matriz no sim�etrica consiste en reducirla mediante trans-formaciones de Householder o rotaciones de Givens a forma de Hessenberg superior, yposteriormente reducirla por la iteraci�on QR a forma de Schur.Una matriz Hessenberg H, de tama~no n � n, se puede reducir a forma de Schurmediante la iteraci�on QR no sim�etrica. En [53, 99] se estudia con detenimiento estaiteraci�on, y aqu�� analizaremos un paso de la iteraci�on siguiendo [53].Un paso de la iteraci�on QR consiste en obtener la descomposici�on QR de H (H =QR) y sobreescribir H con RQ. La iteraci�on QR es un proceso iterativo que sigue elesquema:Algoritmo 7.3.1 Iteraci�on QR.H0 = U t0AU0PARA k = 1; 2; : : :Hk�1 = QkRkHk = RkQkFINPARACada paso por el bucle PARA se llama un paso de la iteraci�on QR, y siendo H unamatriz Hessenberg superior, su descomposi�on QR y la multiplicaci�on RQ se pueden



212 INTRODUCCIONhacer de una manera e�ciente: actualizando n � 1 pares de �las de H para hacerla descomposici�on QR, y actualizando n � 1 pares de columnas de H para hacer laactualizaci�on H = RQ. De esta forma, el esquema de un paso de la iteraci�on QR ser��a:Algoritmo 7.3.2 Paso de la iteraci�on QR.PARA k = 1; : : : ; n� 1Obtener ck y sk par�ametros de la rotaci�on de Givens que anulahk+1;k utilizando hkkActualizar las �las k-�esima y (k + 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck y skFINPARAPARA k = 1; : : : ; n� 1Actualizar las columnas k-�esima y (k + 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck y skFINPARAEste algoritmo tiene un coste de 6n2 
ops.El principal inconveniente para su paralelizaci�on es que mientras en el primer buclePARA se actualizan pares de �las, en el segundo se actualizan pares de columnas, lo quehace que no sean adecuadas distribuciones de los datos en los procesadores ni por �lasni por columnas. Veremos a continuaci�on c�omo modi�cando ligeramente el algoritmo7.3.2 y utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales se puede obtenerun algoritmo paralelo te�oricamente �optimo.7.3.3 Paralelizaci�on de un paso de la iteraci�on QREsquema de almacenamientoEl esquema de almacenamiento ser�a por antidiagonales, de manera similar al usado enla secci�on 5.2, pero en este caso dividiendo la matriz H en bloques de mayor tama~no.Supongamos que disponemos de p procesadores conectados formando un anillo yque los numeraremos de 0 a p � 1. Para obtener la distribuci�on de los datos en losprocesadores se divide la matriz H de tama~no n�n, siendo n m�ultiplo de p, en bloquesde tama~no np � np H = 266664 H00 H01 : : : H0;p�1H10 H11 : : : H1;p�1... ... . . . ...Hp�1;0 Hp�1;1 : : : Hp�1;p�1 377775 : (7.3.1)A cada procesador Pi, con i = 0; 1; : : : ; p� 1 se le asignan los bloques en la i-�esimaantidiagonal (bloques Hkl con (k + l) mod p = i). Debido a que H es Hessenbergsuperior los bloques Hkl con k � l > 1 son nulos, por lo que no se almacenan, y los



INTRODUCCION 213P0 P0P0P0ii+1 P P PP P PP P PP P P1 2 31 2 32 3 13 1 2Figura 7.3.1: Actualizaci�on de un par de �las en un paso de la iteraci�on QR.bloques Hkl con k � l = 1 s�olo tienen un elemento no nulo, por lo que no es necesarioalmacenar todo el bloque y reciben un tratamiento especial.Con este esquema de almacenamiento y trabajando con el algoritmo 7.3.2, en lamayor��a de los casos no estar��a balanceada la actualizaci�on de los pares de �las ni delos pares de columnas, tal como se muestra en la �gura 7.3.1. En esta �gura se marcanlos datos a actualizar (porciones de las �las i e i + 1) y la distribuci�on de la matrizen los procesadores suponiendo que se dispone de 4 procesadores. Se observa que eltrabajo no est�a balanceado.Para poder obtener una distribuci�on del trabajo balanceada es necesario modi�carligeramente el algoritmo 7.3.2Un paso de la iteraci�on QR modi�cadoPara poder realizar las actualizaciones de �las (que nos proporcionan la descomposici�onQR) y las de columnas (que nos proporcionan la actualizaci�on H = RQ) de maneraconjunta tal como se muestra en la �gura 7.3.2, y que en cada paso todos los procesa-dores tengan el mismo trabajo, el algoritmo 7.3.2 se modi�ca para obtener:Algoritmo 7.3.3 Paso de la iteraci�on QR.PARA k = 1; 2Obtener ck y sk par�ametros de la rotaci�on de Givens que anulahk+1;k utilizando hkkActualizar las �las k-�esima y (k + 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck y skFINPARAPARA k = 3; : : : ; n� 1



214 INTRODUCCIONP0 P0P0P0PPP123ii+1 P PP PP PP P P2 31 32 13 1 2
i-2 , i-1

Figura 7.3.2: Actualizaci�on de un par de �las y de columnas en un paso modi�cado dela iteraci�on QR.Obtener ck y sk par�ametros de la rotaci�on de Givens que anulahk+1;k utilizando hkkActualizar las �las k-�esima y (k + 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck y skActualizar las columnas (k � 2)-�esima y (k � 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck�2 y sk�2FINPARAPARA k = n� 2; n � 1Actualizar las columnas k-�esima y (k + 1)-�esima de H con la rotaci�onde par�ametros ck y skFINPARAUn paso de la iteraci�on QR en paraleloUtilizando el algoritmo secuencial 7.3.3 se obtiene el algoritmo paralelo:Algoritmo 7.3.4 Esquema de un paso de la iteraci�on QR en paralelo.EN PARALELO para r = 0; 1; : : : ; p� 1 en Pr:PARA k = 1; 2calcular rotaci�on (k; r)difundir rotaci�on (k; r)enviar �las (k; r)actualizar �las (k; r)devolver �las (k; r)



INTRODUCCION 215FINPARAPARA k = 3; 4; : : : ; n� 1calcular rotaci�on (k; r)difundir rotaci�on (k; r)enviar �las (k; r)enviar columnas (k � 2; r)actualizar �las (k; r)actualizar columnas (k � 2; r)devolver �las (k; r)devolver columnas (k � 2; r)FINPARAPARA k = n� 2; n � 1enviar columnas (k; r)actualizar columnas (k; r)devolver columnas (k; r)FINPARAEl signi�cado de cada uno de los procedimientos es el siguiente:Algoritmo 7.3.5 Calcular rotaci�on (k,r).SI Pr contiene hkk y hk+1;kcalcular ck y skEN OTRO CASO SI Pr contiene hkkrecibir hk+1;k de P(r+1) mod pcalcular ck y skEN OTRO CASO SI Pr contiene hk+1;kenviar hk+1;k a P(r�1) mod pFINSILa difusi�on de rotaciones es una difusi�on en un anillo de procesadores.Algoritmo 7.3.6 Enviar �las (k,r).SI (k + 1) mod np = 0SI Pr contiene elementos de la �la k + 1enviar elementos de la �la k + 1 que contiene a P(r�1) mod pFINSISI Pr contiene elementos de la �la krecibir elementos de la �la k + 1 de P(r+1) mod pFINSIFINSIAlgoritmo 7.3.7 Actualizar �las (k,r).



216 INTRODUCCIONSI (k + 1) mod np = 0actualizar la parte de la �la k que contiene y la �larecibida en enviarfilas utilizando ck y skEN OTRO CASOactualizar la parte de las �las k y k + 1 que contieneutilizando ck y skFINSIAlgoritmo 7.3.8 Devolver �las (k,r).SI (k + 1) mod np = 0SI en Pr se han actualizado elementos de la �la k + 1enviar elementos actualizados de la �la k + 1 a P(r+1) mod pFINSISI Pr contiene elementos de la �la k + 1 de la parte no nula de Hrecibir elementos de la �la k + 1 actualizados por P(k�1) mod pFINSIFINSIAlgoritmo 7.3.9 Enviar columnas (k,r).SI (k + 1) mod np = 0SI Pr contiene elementos de la columna k + 1enviar elementos de la columna k + 1 que contiene a P(r�1) mod pFINSISI Pr contiene elementos de la columna krecibir elementos de la columna k + 1 de P(r+1) mod pFINSIFINSIAlgoritmo 7.3.10 Actualizar columnas (k,r).SI (k + 1) mod np = 0actualizar la parte de la columna k que contiene y la columnarecibida en enviarcolumnas utilizando ck y skEN OTRO CASOactualizar la parte de las columnas k y k + 1 que contieneutilizando ck y skFINSIAlgoritmo 7.3.11 Devolver columnas (k,r).SI (k + 1) mod np = 0SI en Pr se han actualizado elementos de la columna k + 1enviar elementos actualizados de la columna k + 1 a P(r+1) mod pFINSI



INTRODUCCION 217SI Pr contiene elementos de la columna k + 1 de la parte no nula de Hrecibir elementos de la columna k + 1 actualizados por P(k�1) mod pFINSIFINSICostes te�oricos El coste aritm�etico del algoritmo 7.3.4 es aproximadamente deTa = 6n2p + 6n flops; (7.3.2)ya que en cada uno de los pasos por el bucle cada procesador actualiza aproximada-mente 2np elementos de H.En cuanto al coste de las comunicaciones, tenemos n�1 difusiones de dos par�ametros,lo que representa un coste (en un anillo) de(n� 1) (p � 1) (� + 2� ) : (7.3.3)A lo largo de la ejecuci�on del algoritmo se realizan p � 1 env��os de �las, otrastantas devoluciones de �las, la misma cantidad de env��os de columnas y la mismade devoluciones de columnas, teniendo cada una de estas comunicaciones un coste de� + np � a causa de que al menos un procesador env��a np datos. Por tanto, el coste delas comunicaciones debido a los env��os y devoluciones de �las y columnas a lo largo detodo el algoritmo es 4 (p � 1) � + np �! : (7.3.4)Por lo que el coste total de las comunicaciones si tenemos en cuenta s�olo lost�erminos de mayor orden ser�aTc = p (n+ 3) � + 2n (p + 1) � : (7.3.5)Como el coste aritm�etico es de mayor orden que el de las comunicaciones la e�-ciencia te�orica es del 100% pero, tal como veremos a continuaci�on, los valores ex-perimentales que se obtienen est�an muy lejos de ese 100% te�orico, principalmente alaumentar el n�umero de procesadores y disminuir el tama~no de la matriz. Esto es l�ogicoteniendo en cuenta los resultados de [58], que el coste total del algoritmo es bastantepeque~no (O(n2p )) y tiene una parte (6n) que no disminuye al aumentar el n�umero deprocesadores, y que las comunicaciones tienen un coste alto (O(np)) en relaci�on con elaritm�etico.7.3.4 Resultados experimentalesMostramos resultados experimentales obtenidos en un iPSC/860 con 32 procesadorescon topolog��a de hipercubo. Se ha usado un anillo inmerso en el hipercubo ya que



218 INTRODUCCIONel algoritmo ha sido dise~nado para un anillo l�ogico. En las tablas 7.3.1 y 7.3.2 semuestran los tiempos de ejecuci�on (en segundos) obtenidos en la ejecuci�on de un pasode la iteraci�on QR. Las matrices utilizadas son matrices Hessenberg superior con datosen doble precisi�on entre -10 y 10 y generados aleatoriamente. Los programas han sidohechos en C. En ambas tablas se muestran tiempos para diferentes tama~nos de matriz(256, 512, 768, 1024, 1280, 1536, 1792 y 2048) y diferente n�umero de procesadores (1,2, 4, 8, 16 y 32). Los tiempos de la tabla 7.3.1 corresponden a un programa en el quelas difusiones se realizan utilizando la topolog��a de hipercubo, y en la tabla 7.3.2 lasdifusiones se realizan en anillo. Los tiempos son similares, pero se puede observar que eluso de la topolog��a de anillo para realizar las difusiones proporciona mejores tiempos deejecuci�on cuando aumenta el n�umero de procesadores. Esto puede deberse a que el usode la topolog��a de anillo para hacer las difusiones permite una mejor "pipelinizaci�on"en la ejecuci�on. procesadores1 2 4 8 16 32256 0.073 0.075 0.076 0.089 0.101 0.104512 0.331 0.236 0.182 0.185 0.189 0.224768 0.716 0.507 0.337 0.303 0.288 0.3181024 0.900 0.536 0.431 0.393 0.4211280 1.363 0.821 0.595 0.510 0.5241536 1.130 0.771 0.640 0.6351792 1.560 0.999 0.779 0.7482048 1.187 0.908 0.870Tabla 7.3.1: Tiempos de ejecuci�on en segundos de un paso de la iteraci�on QR cuandola difusi�on se hace utilizando la topolog��a de hipercubo. En el iPSC/860.En la tabla 7.3.3 se muestra la e�ciencia obtenida cuando se utiliza la topolog��a deanillo para llevar a cabo las difusiones. Se comprueba que el algoritmo presenta muymala escalabilidad (tal como se desprende del an�alisis de los costes te�oricos y de [58]).As��, en la tabla 7.3.2 podemos comprobar que el tiempo de ejecuci�on se reduce al pasarde 1 a 2 procesadores a partir de tama~no de matriz 512, al pasar de 2 a 4 procesadorestambi�en a partir de tama~no de matriz 512, al pasar de 4 a 8 �o de 8 a 16 procesadores apartir de tama~no de matriz 768, y al pasar de 16 a 32 procesadores a partir de tama~no1536. Por tanto, s�olo se obtienen resultados aceptables al paralelizar con un n�umeroreducido de procesadores o cuando el tama~no de la matriz es muy grande.



INTRODUCCION 219procesadores1 2 4 8 16 32256 0.073 0.073 0.080 0.090 0.100 0.100512 0.331 0.234 0.190 0.187 0.182 0.203768 0.716 0.501 0.347 0.304 0.275 0.2861024 0.896 0.545 0.433 0.375 0.3801280 1.354 0.829 0.597 0.488 0.4711536 1.139 0.773 0.615 0.5721792 1.572 1.017 0.751 0.6722048 1.205 0.874 0.786Tabla 7.3.2: Tiempos de ejecuci�on en segundos de un paso de la iteraci�on QR cuandola difusi�on se hace utilizando la topolog��a de anillo. En el iPSC/860.
procesadores2 4 8 16 32256 0.50 0.23 0.10 0.04 0.02512 0.71 0.44 0.22 0.11 0.05768 0.71 0.52 0.29 0.16 0.07Tabla 7.3.3: E�ciencias obtenidas en un paso de la iteraci�on QR, cuando se utiliza latopolog��a de anillo para realizar las difusiones. En el iPSC/860.



220 INTRODUCCION7.4 ConclusionesEn este cap��tulo hemos analizado la posible utilizaci�on de los esquemas de almacena-miento previamente estudiados en diversos problemas de valores propios:� Los esquemas utilizados para explotar la simetr��a en m�etodos de Jacobi para elproblema sim�etrico de valores propios real se pueden utilizar tambi�en para ex-plotar la simetr��a cuando se utilizan m�etodos tipo Jacobi en el problema sim�etricode valores propios generalizado y en el problema sim�etrico est�andar cuando lamatriz es compleja. Hemos analizado la utilizaci�on del esquema por antidiagona-les en el problema generalizado, y del esquema por plegamiento en el problemaest�andar de datos complejos. Los resultados son similares a los que se obtienen enel problema est�andar de datos reales, aunque se obtienen mayores e�ciencias conlos problemas estudiados en este cap��tulo debido al mayor coste computacional.� Hemos analizado c�omo un esquema de almacenamiento por antidiagonales sepuede usar en la iteraci�on QR para la reducci�on de una matriz Hessenberg aforma de Schur.
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Cap��tulo 8CONCLUSIONES Y TRABAJOSFUTUROSEn este �ultimo cap��tulo resumiremos las principales conclusiones que se pueden ex-traer del estudio realizado, as�� como los trabajos (technical reports, comunicaciones,publicaciones, ...) generados en relaci�on con esta tesis, y presentaremos algunas de lasposibles v��as futuras de trabajo.Las conclusiones que se presentan en la primera secci�on de este cap��tulo se hanido presentando a lo largo del trabajo y se presentan aqu�� reunidas y resumidas parapermitir una visi�on general de los resultados obtenidos. Debido a la gran cantidadde tablas que se presentan a lo largo de los diferentes cap��tulos (que representan unapeque~na parte de los experimentos realizados) se mostrar�an un par de tablas paracomparar los m�etodos de Jacobi para el Problema Sim�etrico de Valores Propios enMulticomputadores (tema central de esta tesis) analizados en el texto. En una delas tablas se comparan los costes te�oricos de estos m�etodos y en otra los resultadosexperimentales para algunos tama~nos de matriz que muestran resultados signi�cativos.Los resultados experimentales con�rman las conclusiones que se pueden obtener de lacomparaci�on de los costes te�oricos.A continuaci�on, en la segunda secci�on se enumeran los trabajos generados durantela realizaci�on de la tesis. La mayor��a de estos trabajos han sido citados con anterioridada lo largo del texto pero aqu�� se enumeran en orden cronol�ogico y se resumen las ideasgenerales que se presentan en cada uno de ellos, de manera que se puede ver la evoluci�ondel trabajo a lo largo de su realizaci�on.Finalmente, se resumen algunas posibles v��as futuras de trabajo. Debido a lagran riqueza de los Problemas de Valores Propios en general (en cuanto a diferentesproblemas matem�aticos, m�etodos de resoluci�on y aplicaciones) y a los m�etodos tipoJacobi para resolver estos problemas, se podr��a pensar en multitud de posibles trabajosfuturos, pero aqu�� se resumir�an s�olo algunos de los que pueden tener relaci�on m�asinmediata con los trabajos realizados hasta ahora. En algunos casos las propuestas de219



220 INTRODUCCIONcontinuidad que se realizan corresponden a trabajos en curso que no se han completadotodav��a y en otros casos �unicamente a ideas que no se han empezado a abordar peroque se tiene la intenci�on de abordar en un futuro no muy lejano.8.1 ConclusionesLas conclusiones que se pueden extraer del trabajo presentado son:� Respecto a los m�etodos secuenciales:1. El dise~no de algoritmos por bloques ricos en operaciones matriz-matrizy la realizaci�on de estas operaciones por medio de rutinas optimizadas tipoBLAS 3 da lugar a m�etodos de Jacobi e�cientes. Estos esquemas son por-tables en el sentido de que se puede usar con �exito el mismo algoritmo endistintos tipos de sistemas (monoprocesadores y multiprocesadores) siempreque se tenga una versi�on e�ciente de BLAS para el sistema.2. Otra posibilidad de reducir el tiempo de ejecuci�on en m�etodos de Jacobisecuenciales es por t�ecnicas que intenten reducir el n�umero de barridos o deanulaciones para alcanzar la convergencia, como son las t�ecnicas de umbra-lizaci�on y los que hemos llamado m�etodos semicl�asicos. En los experi-mentos realizados se ha comprobado que con estas t�ecnicas, aplic�andolas porseparado o combin�andolas de manera adecuada, se puede reducir el tiempode ejecuci�on de m�etodos de Jacobi que no trabajen por bloques. Tambi�ense pueden combinar t�ecnicas del tipo semicl�asico con el trabajo por bloquesaunque, debido a que las ideas son totalmente distintas al basarse un m�etodoen el trabajo por bloques y el otro en el trabajo elemento a elemento, eneste caso la reducci�on que se obtiene en el tiempo de ejecuci�on con respectoa un m�etodo por bloques es m��nima.� Respecto a los m�etodos paralelos en multiprocesadores:Se ha mostrado c�omo se puede usar un esquema por bloques para obtener buenasprestaciones en multiprocesadores, obteni�endose los mejores resultados dividiendoel trabajo entre los procesadores y trabajando por bloques (usando BLAS 3 pararealizar las multiplicaciones matriciales) en cada uno de los procesadores.� Respecto a los m�etodos paralelos en multicomputadores:Como en multicomputadores se han estudiado diferentes m�etodos en diferentescap��tulos (4, 5 y 6), hacemos aqu�� una comparaci�on conjunta de los diferentesm�etodos (comparaciones m�as detalladas se encuentran a lo largo de todo el tra-bajo).



INTRODUCCION 221En la tabla 8.1.1 comparamos los costes te�oricos de los diferentes algoritmosestudiados para multicomputadores: los dos que no explotan la simetr��a (JaEs-PaNsAnCoPi en anillo, y JaEsPaNsMaCuRr en malla) y de los que explotan lasimetr��a en anillo (JaEsPaSiAnAnPi con esquema de almacenamiento por anti-diagonales, y JaEsPaSiAnMaEb con esquema de almacenamiento por marcos) yen malla (JaEsPaSiMaPlRr con plegamiento y ordenaci�on Round-Robin, y JaEs-PaSiMaPlPiB3 por bloques con esquema de almacenamiento por plegamiento ygenerando los bloques con la ordenaci�on par-impar).Se pueden hacer las siguientes observaciones:{ Los m�etodos que explotan la simetr��a tienen menor coste aritm�etico que losque no la explotan, obteni�endose una e�ciencia te�orica del 100% cuando seexplota la simetr��a y del 50% cuando no se explota. Esta reducci�on en elcoste te�orico va acompa~nada normalmente de un aumento en t�erminos demenor orden (n2) en el coste aritm�etico, y tambi�en de un aumento en el costede las comunicaciones aunque manteni�endose estas en el mismo orden tantosi se explota la simetr��a como si no. Este aumento en el coste en t�erminosde menor orden producir�a que los algoritmos que explotan la simetr��a nollegan en la pr�actica a ser dos veces m�as r�apidos que los que no la explotan,aunque s�� proporcionen una reducci�on notable en el tiempo de ejecuci�on.{ Los algoritmos para malla presentan unos costes de comunicaciones menoresque los algoritmos para anillo, aunque manteniendo el mismo orden. Estoproduce que al aumentar el n�umero de procesadores se note una mayorreducci�on en el tiempo de ejecuci�on al usar el esquema de almacenamientopor plegamiento en una malla de procesadores.{ El algoritmo por bloques estudiado tiene un mayor coste te�orico (4n3p ) que losdem�as algoritmos que explotan la simetr��a (3n3p ), pero este coste se obtienecon operaciones de nivel 3, con lo que en la pr�actica, para tama~nos dematrices su�cientemente grandes, los mejores resultados se obtienen con elalgoritmo por bloques.En la tabla 8.1.2 se comparan experimentalmente los diferentesm�etodos dise~nadospara multicomputadores usando BLAS (no se compara el m�etodo JaEsPaSi-AnAnPi pues no se ha realizado ninguna implementaci�on de este m�etodo usandoBLAS 1, aunque los resultados que se obtienen con �el son similares a los obteni-dos con JaEsPaSiAnMaEb). Los resultados que se muestran han sido obtenidosen el iPSC/860. A lo largo de los diferentes cap��tulos se han mostrado tiemposen diferentes sistemas, pero los resultados en cuanto a e�ciencia son similaresen todos ellos. Se muestran tiempos de ejecuci�on con tama~nos de matriz 256 y512 y con 4, 8 y 16 procesadores. Se pueden hacer las mismas observaciones quecomparando los costes te�oricos:



222 INTRODUCCIONcoste aritmetico coste de las comunicacionesJaEsPaNsAnCoPi 6n3p + 13n22p 2np� + 4n2�JaEsPaNsMaCuRr 6n3p + � 112pp � 4p�n2 �pp + 8�n� + �1 + 8pp�n2�JaEsPaSiAnAnPi 3n3p + 25n22p 2np� + 4n2�JaEsPaSiAnMaEb 3n3p + 12n2p 2np� + �6 � 52p�n2�JaEsPaSiMaPlRr 3n3p + � 232pp � 2p�n2 �pp + 12�n� + �1 + 8pp�n2�JaEsPaSiMaPlPiB3 4k3n3p + (2k3 + 12k1) n2tpp + 12k1 nt2pp �4 +pp� nt � + � 3pp + 2�n2�Tabla 8.1.1: Costes te�oricos de los diferentes algoritmos estudiados para multicomputa-dores. { Con los algoritmos que explotan la simetr��a se obtienen mejores tiempos deejecuci�on que con los que no la explotan al aumentar el tama~no de la matriz.{ Los algoritmos para malla son m�as escalables que los algoritmos para anillo,por lo que al aumentar el n�umero de procesadores los algoritmos para malladan mejores tiempos de ejecuci�on.{ De todos los algoritmos estudiados el que proporciona mejores tiempos deejecuci�on es el de bloques.4 procesadores 8 procesadores 16 procesadores256 512 256 512 256 512JaEsPaNsAnCoPiB1 6.93 48.13 4.81 27.48 4.17 17.77JaEsPaNsMaCuRrB1 7.45 54.96 3.29 16.41JaEsPaSiAnMaEbB1 4.59 22.85 4.46 16.78 4.67 14.99JaEsPaSiMaPlRrB1 4.77 28.68 2.77 11.23JaEsPaSiMaPlPiB3 2.80 12.39 1.60 6.32Tabla 8.1.2: Tiempos de ejecuci�on por barrido en segundos de diferentes algoritmosestudiados para multicomputadores, cuando se usa BLAS 1 (y BLAS 3 en el algoritmopor bloques). En iPSC/860.De las observaciones anteriores se obtienen las siguientes conclusiones:1. Se han comparado m�etodos paralelos que explotan la simetr��a con otros queno la explotan, usando distintas topolog��as (anillo, hipercubo y malla). Losm�etodos que explotan la simetr��a son te�oricamente el doble de r�apidos que



INTRODUCCION 223los que no la explotan pero, debido a un mayor coste de las comunicaciones yuna distribuci�on de los datos m�as compleja, no se llega a obtener esa divisi�onpor dos en el tiempo de ejecuci�on en los resultados experimentales, aunquese obtiene una reducci�on sustancial y que podemos considerar satisfactoriaal aumentar el tama~no del problema, y esto se consigue, en mayor o menormedida, en todos los equipos con los que se ha experimentado (PARSYSSN-1040, iPSC/2, iPSC/860 y Touchstone DELTA).2. En cuanto a m�etodos que exploten la simetr��a en un anillo de procesadores:{ Se han estudiado las ideas generales para obtener esquemas de almace-namiento que permitan explotar la simetr��a.{ Se han dise~nado algoritmos con los esquemas de almacenamiento porantidiagonales y por marcos, con distintas ordenaciones de Jacobi(par-impar y de Eberlein), obteni�endose resultados similares con lasdistintas ordenaciones y los distintos esquemas de almacenamiento, altener los algoritmos a los que dan lugar un comportamiento id�enticoasint�oticamente.3. En cuanto a la explotaci�on de la simetr��a en una malla de procesadores, seha estudiado un esquema de almacenamiento de los datos por plegamientocon el que se pueden obtener algoritmos te�oricamente �optimos, con los quese obtienen buenos resultados tanto a nivel de tiempos de ejecuci�on comode escalabilidad. Este esquema de almacenamiento se puede combinar condistintas ordenaciones de Jacobi, habi�endose estudiado en este trabajo conlas ordenaciones Round-Robin y par-impar.4. Los algoritmos estudiados en malla presentan mejor escalabilidad, tanto anivel te�orico como de resultados experimentales, que los de anillo, aunqueestos �ultimos se ejecuten en un hipercubo utilizando un anillo inmerso en elhipercubo y haciendo la difusi�on de los par�ametros de las rotaciones utili-zando la topolog��a de hipercubo.5. Al ser el esquema de almacenamiento por plegamiento en un malla deprocesadores el que presenta mejores prestaciones, se ha estudiado la com-binaci�on de este esquema con un esquema de trabajo por bloques, ob-teni�endose un algoritmo e�ciente, portable y escalable.� Respecto a las posibles extensiones:1. En cuanto al Problema de Valores Propios Generalizado para hacessim�etricos de�nidos positivos, se ha dise~nado un algoritmo para un anillo deprocesadores usando el esquema de almacenamiento por antidiagonales yse ha comparado con otro algoritmo que no explota la simetr��a. Se obtienenresultados similares a los obtenidos con el problema est�andar, por lo que para



224 INTRODUCCIONeste tipo de problemas generalizados pueden servir los mismos esquemas dealmacenamiento que se usan en el problema est�andar.2. En cuanto al problema sim�etrico est�andar con matrices complejasse ha dise~nado un algoritmo para una malla de procesadores utilizando elesquema de almacenamineto por plegamiento para explotar la simetr��a.El m�etodo no siempre converge, pero las e�ciencias que se obtienen sonsatisfactorias y mayores que las que se obtienen en el problema con matricesreales, debido a un mayor coste computacional. Debido a que la �unicadiferencia con el problema real est�a en el trabajo con n�umeros complejos,los mismos esquemas usados con el problema real se pueden usar con elproblema complejo.3. En cuanto a la iteraci�on QR para transformar una matriz Hessenberg aforma de Schur se ha estudiado la aplicaci�on de un esquema de almacenami-ento por antidiagonales para paralelizar un paso de la iteraci�on QR enun anillo l�ogico de procesadores. El algoritmo obtenido tiene una e�cienciate�orica asint�otica del 100%, pero las e�ciencias obtenidas experimentalmenteest�an muy alejadas del �optimo te�orico debido al alto coste de las comunica-ciones al aumentar el n�umero de procesadores y al bajo coste aritm�etico delalgoritmo secuencial (n2).8.2 Trabajos realizadosLos trabajos realizados que se enumeran se pueden clasi�car en distintas categor��as:� M�etodos semicl�asicos: [50, 23, 122].� M�etodos por bloques: [123, 51, 124, 122, 125, 126, ?].� Algoritmos para multiprocesadores de memoria compartida: [124, 125, 126].� Algoritmos para multicomputadores de memoria distribuida: [127, 128, 129, 130,123, 131, 134, ?].� Extensiones: [129, 132, 133].� Aplicaciones: [126].El apartado m�as importante es el que proporciona el tema central de la tesis: losm�etodos para multicomputadores de memoria distribuida.Los enumeramos a continuaci�on cronol�ogicamente:



INTRODUCCION 225� Explotaci�on de la simetr��a en el algoritmo de Jacobi para el c�alculo devalores propios en memoria distribuida [128]. Es un trabajo realizado parala III Reuni�on Espa~nola de Paralelismo, celebrada en Valencia en septiembre de1992. Se estudia un m�etodo de Jacobi que explota la simetr��a en un anillo deprocesadores utilizando el esquema de almacenamiento por antidiagonales. Seanalizan los resultados obtenidos con el algoritmo y con una modi�caci�on parael problema sim�etrico de valores propios generalizado en un iPSC/2 (se utiliz�oel iPSC/2 con 4 procesadores del Centro de Estudios Avanzados de Blanes delConsejo Superior de Investigaciones Cient���cas) y en un PARSYS SN-1000 (delGrupo de Computaci�on Paralela del Departamento de Sistemas Inform�aticos yComputaci�on de la Universidad Polit�ecnica de Valencia). Una descripci�on m�asdetallada del m�etodo se encuentra en el technical report Explotaci�on de lasimetr��a en el algoritmo de Jacobi paralelo: una implementaci�on en elmultiprocesador PARSYS SN-1000 [127].� On Jacobi methods for the standard and generalized symmetric eigen-value problem on Multicomputers [129]. Es una comunicaci�on presentada enla tercera conferencia de SIAM sobre Algebra Lineal y Aplicaciones en Se~nales,Sistemas y Control, celebrada en Seattle en agosto de 1993. Se presenta porprimera vez un m�etodo de Jacobi que explota la simetr��a en una malla cuadradade procesadores utilizando el esquema de almacenamiento por plegamiento y laordenaci�on Round-Robin. Se compara este algoritmo con el presentado en [128]obteni�endose que el algoritmo para malla presenta mejor escalabilidad. La com-paraci�on experimental se realiza en el PARSYS SN-1000 y en el iPSC/860 con 8procesadores del Argonne National Laboratory. En el technical report Comput-ing eigenvalues of symmetric matrices on a mesh of processors [130] sedetalla el algoritmo de Jacobi que explota la simetr��a en una malla de procesado-res. En esta conferencia se entra en contacto con el profesor Robert van de Geijnque ya hab��a utilizado en [94] el esquema de almacenamiento block-Hankelwrapped (del que el esquema por antidiagonales es un caso particular) para ob-tener un m�etodo de Jacobi que explotara la simetr��a en un anillo de procesadores,tal como propon��amos en [128]. Se acuerda trabajar en colaboraci�on para tratarde dise~nar un m�etodo de Jacobi e�ciente y escalable para multicomputadores.� Computing the generalized eigenvalues of symmetric positive de�nitepencils on networks of transputers [133]. Es una publicaci�on en el n�umero deMicroprocessing and Microprogramming dedicado al congreso EUROMICRO93,realizado en septiembre de 1993 en Barcelona. Presenta un algoritmo para lasoluci�on del problema sim�etrico de valores propios generalizado utilizando el es-quema de almacenamiento por antidiagonales y la ordenaci�on par-impar. Haceun estudio experimental en el PARSYS SN-1000. Un technical report sobre estetrabajo es Computing generalized eigenvalues on multicomputers [132].



226 INTRODUCCION� Una modi�caci�on del m�etodo de Jacobi cl�asico [50]. Es una comunicaci�onal III Congreso Espa~nol de Matem�atica Aplicada, realizado en Madrid en sep-tiembre de 1993. Se exponen por primera vez las ideas del m�etodo de Jacobisemicl�asico.� On the Semiclassical Jacobi Algorithm [23]. En esta comunicaci�on a laquinta conferencia de SIAM en Algebra Lineal Aplicada, celebrada en Utah enjunio de 1994 se presentan las ideas b�asicas del m�etodo semicl�asico y algunos delos resultados presentados en [22].� A Jacobi method by blocks to solve the symmetric eigenvalue problemon a mesh of processors [123]. En esta comunicaci�on en el Congreso de ILAS(International Linear Algebra Society) celebrada en Rotterdam en agosto de 1994se presenta el m�etodo de Jacobi por bloques que explota la simetr��a en una mallade procesadores utilizando el esquema de almacenamiento por plegamiento y laordenaci�on par-impar (m�etodo estudiado en el cap��tulo 6). Se presentan resulta-dos experimentales obtenidos en el Touchstone DELTA de 512 procesadores delCalifornian Institute of Technology. Los resultados obtenidos permiten conside-rar el algoritmo como e�ciente y escalable. En el technical report A Jacobimethod by blocks to solve the symmetric eigenvalue problem [51] sedetalla el m�etodo por bloques secuencial utilizado.� Esquemas de almacenamiento para el problema sim�etrico de valorespropios en multiprocesadores [131]. En esta comunicaci�on en los Encuentrosde An�alisis Matricial celebrados en Victoria en septiembre de 1994 se analizanlas caracter��sticas que debe tener un esquema de almacenamiento para poderexplotar la simetr��a en el problema sim�etrico de valores propios en multicom-putadores, y se comparan los esquemas de almacenamiento por antidiagonales,marcos y plegamiento.� E�cient Jacobi algorithms on multicomputers [134]. Este trabajo hasido admitido en PARA95 (Workshop on Applied Parallel Computing in Phys-ics, Chemistry and Engineering Science) a celebrar en Copenhage en agosto de1995. Los art��culos de este congreso se publicar�an como un n�umero del ComputerScience Lecture Notes. El contenido del art��culo pr�acticamente coincide con elcontenido de [131].� Aceleraci�on de la convergencia en m�etodos de Jacobi para el problemasim�etrico de valores propios [122]. Este trabajo ha sido admitido en el IVCongreso Espa~nol de Matem�atica Aplicada a celebrar en Vic en septiembre de1995. En �el se contin�ua el estudio de los m�etodos semicl�asicos, analizando sucomportamiento en diferentes m�aquinas (HP Apollo 700, i860 y Sillicon GraphicPower Challenge [135]; esta �ultima m�aquina es un multiprocesador de memoria



INTRODUCCION 227compartida, y la que se ha usado consta de 4 procesadores y se encuentra enel Servicio de C�alculo Cient���co de la Universidad de Murcia), con matrices dedistintas condiciones y cuando se combina con t�ecnicas de umbralizaci�on y conel m�etodo por bloques estudiado en [51].� Uso de n�ucleos computacionales en el m�etodo de Jacobi para el c�alculode valores propios en multiprocesadores [125]. Este trabajo tambi�en ha sidoadmitido en el IV Congreso Espa~nol de Matem�atica Aplicada a celebrar en Vic enseptiembre de 1995. B�asicamente se presentar�an los resultados del technical re-port Paralelizaci�on en multiprocesadores por divisi�on del trabajo comoalternativa a paralelizaci�on usando BLAS: un estudio con el m�etodode Jacobi para el Problema Sim�etrico de Valores Propios en el AlliantFX/80 [124] donde se estudian diferentes m�etodos de Jacobi en el multipro-cesador Alliant FX/80. Se estudia la paralelizaci�on de m�etodos que usan BLAS1 y de los que usan BLAS 3 con el esquema de bloques de [51]. Se comprueba queuna buena t�ecnica de distribuci�on del trabajo entre los procesadores y el uso deBLAS 3 en cada uno de ellos proporciona mejores resultados que la paralelizaci�onexclusivamente por el uso de BLAS 3 y de opciones de compilaci�on. Adem�as,se comprueba de esta manera que el esquema por bloques dise~nado en [51] esbastante portable al ser v�alido para procesadores secuenciales, multiprocesadoresy multicomputadores [123] con algunas modi�caciones propias del sistema en quese trabaje.� M�etodos de Jacobi para el problema Sim�etrico de Valores Propios enMultiprocesadores. Aplicaci�on a soluci�on de ecuaciones de Schr�odinger[126]. Este trabajo est�a siendo �nalizado y se trata de un intento de aplicar laexperiencia obtenida sobre la paralelizaci�on de m�etodos de Jacobi a la resoluci�onde ecuaciones de Schr�odinger que aparecen en Qu��mica Cu�antica. Con este �n seest�a trabajando con el profesor Jos�e Z�u~niga del Departamento de Qu��mica F��sicade la Universidad de Murcia.� Exploiting the symmetry on the Jacobi method on a mesh of processors[?]. Este art��culo ha sido enviado para su evaluaci�on al cuarto EUROMICROWorkshop on Parallel and Distributed Processing, a celebrar en Braga en enerode 1996.8.3 Trabajos futurosSe pueden considerar al menos tres grandes l��neas de continuaci�on de los trabajos aqu��desarrollados: optimizaci�on de los m�etodos de Jacobi estudiados para el ProblemaSim�etrico de Valores Propios, estudio de posibles extensiones adem�as de las analizadas,y aplicaciones de los m�etodos estudiados a problemas de f��sica, qu��mica e ingenier��a.



228 INTRODUCCIONResumimos las posibles l��neas de trabajo de cada uno de estos apartados (en algunasya se ha empezado a trabajar):� Optimizaci�on de m�etodos de Jacobi para el problema sim�etrico de valorespropios:{ M�etodos secuenciales:� Combinaci�on de esquemas de aceleraci�on de la convergencia (semicl�asico)con otros m�etodos tipo Jacobi con menor coste computacional [136, 137].� Estudio de variantes del m�etodo semicl�asico para adecuarlo al trabajopor bloques [122].{ M�etodos paralelos en multicomputadores:� Estudio de otros esquemas de distribuci�on de los datos para minimizarlas comunicaciones o asignar tama~nos de bloques que permitan un mejorbalanceo del uso de BLAS [138].� Combinaci�on de los esquemas de almacenamiento que permiten explotarla simetr��a con m�etodos de ocultamiento de las comunicaciones [83, 139].� Optimizaci�on del m�etodo por bloques estudiado (posiblemente utilizan-do las t�ecnicas enunciadas antes) para compararlo con otros m�etodosadecuados para M�aquinas Masivamente Paralelas. En particular sepuede comparar con la t�ecnica de descomposici�on en subespacios in-variantes que parece prometedora para este tipo de sistemas y con laque actualmente se obtienen resultados ligeramente mejores que los queobtenemos con el m�etodo de Jacobi por bloques en el Touchstone Delta[121].� Extensiones.Hemos analizado c�omo los esquemas de almacenamiento usados para explotar lasimetr��a en el Problema Sim�etrico de Valores Propios se pueden aplicar con �exitoa otros problemas de valores propios: para explotar la simetr��a en el ProblemaSim�etrico Generalizado de Valores Propios y en el Problema Sim�etrico Est�andarComplejo, y para obtener un algoritmo te�oricamente �optimo para la iteraci�onQR aplicada a la reducci�on a forma de Schur de una matriz Hessenberg. Haymultitud de otras posibles extensiones, algunas de las cuales son{ Aplicaci�on de los esquemas a problemas banda.{ Aplicaci�on a problemas dispersos, donde los m�etodos tipo Jacobi puedenparecer m�as apropiados que la transformaci�on a forma tridiagonal.{ M�etodos de Jacobi unilaterales, que son muy adecuados para programaci�onparalela.



INTRODUCCION 229� Aplicaciones.En el cap��tulo 1 ya se se~nalaban algunas posibles aplicaciones a diferentes cam-pos de la F��sica, la Qu��mica y la Ingenier��a de los problemas de valores propios.Se puede considerar la aplicaci�on de los m�etodos de Jacobi aqu�� estudiados a laresoluci�on de grandes problemas de valores propios que aparecen en estos cam-pos. En particular, se han establecido contactos para trabajar en los siguientesproblemas:{ En Qu��mica Cu�antica en la resoluci�on de ecuaciones de Scr�odingerque se plantean en el estudio de sistemas de part��culas [126].{ En el an�alisis de guiaondas, en problemas con matrices sim�etricas densasde dimensiones unos pocos cientos, con valores complejos donde hay quecalcular todos los valores propios [81].{ En reconocimiento de patrones, en el c�alculo de los valores propiosmayores de una matriz de correlaciones. En este caso las matrices son den-sas y sim�etricas, y hay que calcular algunos de los valores propios, aunqueen muchos casos no se conoce de antemano la cantidad de valores a calcular.
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