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Resumen

La necesidad de calcular funciones de matrices aparece en un gran nimero de
aplicaciones, constituyendo una herramienta basica en el disefio de sistemas de control,
problemas de conveccion difusion, estudio de fluidos, etc. En algunas de estas
aplicaciones se requiere un tiempo de calculo muy elevado, al aparecer en la resolucién
del problema matrices de gran dimensién, y en otras es necesario realizar muchos
calculos por unidad de tiempo para, por ejemplo, poder interactuar sobre un sistema
fisico en tiempo real.

Para la resolucién réapida de estos problemas, resulta muy conveniente disefiar

algoritmos eficientes y precisos, entre los que cabe destacar los basados en la forma real
de Schur. Los algoritmos implementados en este informe técnico son:

e Algoritmo basado en la diagonalizacion por bloques de una matriz.

e Algoritmos basados en la resolucion de la ecuacion conmutante orientados a
columnas, a diagonales y a blogues.

e Algoritmo basado en la resolucion de la ecuacion conmutante con agrupacién de
valores propios cercanos.

e Algoritmo basado en los aproximantes de Padé.

En cuanto al contenido del informe se comienza con una introduccion en la que se
define la forma real de Schur de una matriz y su aplicacion al célculo de funciones de
matrices. En la segunda seccion se describen los algoritmos referenciados
anteriormente. En la tercera seccién se describe el hardware utilizado en las pruebas y
una descripcion de los detalles de la implementacion, mostrandose los resultados
obtenidos. En la Gltima seccidn se realizan las conclusiones de este informe técnico.

1 Introduccioén

La descomposicion real de Schur de una matriz A< R™", consiste en encontrar una
matriz ortogonal Q de orden n y una matriz casi triangular superior S de orden n,

denominada forma real de Schur de A, tal que

S S o Sa
(1) A-QsQT=q | = 7 Smigr
0 0 - S,
donde cada bloque diagonal S, i=1,---,m, es de tamafio 1xl 6 2x2. Los bloques

diagonales de tamafio 1x1L corresponden a valores propios reales, y los que son 2x2 a
un par de valores propios complejos conjugados de la matriz A.

Sea f(z) una funcion analitica definida en un abierto del plano complejo que contiene
al espectro de A, definida como

(=Y az.

Conocida la descomposicion real de Schur de la matriz A, entonces f(A) se puede
obtener facilmente a partir de f (S), como lo demuestran las siguientes igualdades



(A= aA=YaQX = aqsq = Q(i aksk]QT —Qf(9Q.
k=0 k=0 k=0 k=0

El problema ahora es el calculo de f(S); es decir, el calculo de la funcion de una

matriz casi triangular superior. Diversos métodos se pueden utilizar para este calculo
([1ba97], [TechRepPade], [High03]), y algunos otros que se introducen en este informe
técnico.

El algoritmo completo para el calculo de f (A) es el siguiente.

Algoritmo 1: Algoritmo general para el calculo de funciones de matrices, basado
en la forma real de Schur de una matriz.

Entrada: Matriz Ae R™".
Salida: Matriz B= f(A) e R™.

1 Obtener las matrices Q y S de la descomposicidn real de Schur de la matriz A.
2 CalcularF = 1(9).

3 Calcular B=QFQ".

El coste por etapas del Algoritmo 1 es:

e Primera etapa: El calculo de la forma real de Schur esta basado en el algoritmo
iterativo QR de coste estimado de 25n° flops (véase [BID099]), siendo n el
orden de la matriz A. Este valor se ha determinado de forma heuristica, puesto
que al ser un método iterativo el nimero de flops puede variar, dependiendo de la
velocidad de convergencia de la forma Hessenberg superior a la forma casi
triangular superior de la matriz A.

e Segunda etapa : El coste computacional de F = f(S) depende del método usado
para su calculo.

e Tercera etapa: Para obtener B es necesario realizar el producto de una matriz
densa por una matriz casi triangular superior, B=QF , y el producto de dos
matrices densas, B=BQ", por lo que el nimero necesario de flops para esos

calculos es aproximadamente igual a 3n® flops.

2 Algoritmo Basado en la Reduccidén de una Matriz
Casi Triangular Superior a la forma Diagonal por
Bloques

Una primera estrategia para calcular f(S) es reducir la matriz S a una matriz diagonal

por bloques, D, utilizando para ello una transformacion no ortogonal de semejanza

definida por una matriz invertible Y € R™ bien condicionada, de manera que los
valores propios cercanos se encuentren en el mismo bloque diagonal, y tal que la

separacion entre bloques diagonales distintos sea lo suficientemente grande. De esta
forma, se tiene que



p
(2)  S=YDY', D=diag(D,,D,,--,D,), D, e "™, 1<i<p, Y'n =n,

i=1
y entonces f(S) se puede calcular mediante la expresion
f(S) = YF(D)Y™* = Ydiag(f (D,),---, f (D) Y *
donde cada bloque diagonal f(D,), i=12,---,p, se puede obtener utilizando, por

ejemplo, el algoritmo de Padé [TechReportPade].
Silamatriz S se puede dividir en bloques,

31 Siz Sp
(3) S= O sz %p , S eR™1<i<j<p, Zn_n
0O 0 - S

pp

de manera que los conjuntos de valores propios de los bloques diagonales,
A(S,) A(S, )+, A(S,, ), sean disjuntos dos a dos, entonces existe una transformacion de

semejanza, definida mediante una matriz invertible Y € R™", de manera que
(4) Yy = diag(S,, Sy, S,y ) ([GOVa96], Teorema 7.1.6).

La forma de obtener la matriz Y se describe a continuacion.
En primer lugar, la matriz identidad de orden n se divide en bloques
I, = [E1, E,,-, EpJ, E eR™,i=1---,p,y sedefinen las matrices Y, € R™", como

ij

Y, =1,+EZEl, 1<i<j<p,

1 I] ]!

n; Xn;

siendo Z, eR’ " matrices a determinar.

Si se fijan los valores de i y de j, entonces la matriz Y, coincide con la matriz

1]

identidad excepto que su bloque (i, j) esigual a Z;; es decir,
_|nl e e 0 - 0 - 0]
0 n Z; 0
Yij = : :
0 0 , 0
0 0 0 )

Si se define S= Sy,

, entonces se tiene que Y; S = S ; es decir

ij?



fy o 0 0 0TS, o § o § o §]
0 I, Z, 00 5 S, S,
0 0 l, 0 0 6 S, S,
0 0 0 |np__c:) 0 0 épp

S, S S - S, 1, - 0 - 0 0

(0 - 0 0 - S0 - 0 = 0 0,

Por tanto, los bloques de las matrices S y S, se relacionan entre si mediante las
siguientes igualdades.

e Bloques diagonales.

Se =S, k=12, p.

e Bloques no diagonales.

§=SZ,-2,S,+S,, 1<i<j<p

i ij =i
§|<J = S(IZI] + S<J1 kzllzl'”!i _11
Sk = S« —-Z;Sy, k=]+L1j+2-,p.
De este modo, el bloque §|j se puede anular si Z; es solucion de la ecuacion de
Sylvester

S.Z,-Z,S, =S,

i i~
donde S, e R" y S; e R™™ son matrices casi triangulares superioresy S; € R"".

Por lo tanto, definiendo la matriz Y como

Inl ZlZ le
PP o 1, Z,,
Y:HIH ij =] s y
i=1 j>i
0 O I

se puede comprobar que Y'SY = diag(Sil, SZZ,-~-,Spp).

A continuacién se detalla el algoritmo que permite obtener la transformacion de
semejanza definida por la matriz Y .



Algoritmo 2: Reduccion a la forma diagonal por blogues de una matriz casi
triangular superior.

Entradas: Matriz Se R™ casi triangular superior y matriz Q e R™" ortogonal,

procedentes de la descomposicion real de Schur de la matriz Ae R™.
Salidas: Q es sobrescrita por la matriz QY y S es sobrescrita por la matriz

diag(Su,Szz,o--,Spp), de manera que Q'SQ = diag(SM,gz,-‘-,Spp).
1 Para j=2:p
1.1 Parai=1:j-1

1.1.1 Calcular Z; resolviendo la ecuacion de Sylvester

SiZy =4Sy =S
112 Parak=j+1:p
1121 S, =S, -ZS,
1.1.2.2 Para k=1:p

11221 Q,=Q,Z+Q,

El nimero de flops de este algoritmo depende de los tamafios de los bloques diagonales
de la matriz S.

La eleccion de la division en bloques de la matriz S determina la sensibilidad de las
ecuaciones de Sylvester que aparecen en el Algoritmo 2. Esto afecta al nimero de
condicion de la matriz Y y a la estabilidad numérica del proceso de diagonalizacion por

blogues de la matriz S. Esto es debido a que el error relativo de la solucion Z obtenida
al resolver la ecuacion de Sylvester

(5) SiZ-4S; =-95;,

satisface

(6) i ([GONV79]),
1], Sep(SwSu)

siendo

s;ep(S,i 'S )z minw ([varah79]),

X#0
X1l

la separacion que existe entre los bloques diagonales S; y S;;, y u el error de redondeo
unidad.

Si los conjuntos /1(Si) y /1(8”) estdn muy cercanos, entonces se pueden producir
grandes errores en la obtencion de la diagonalizacion, puesto que al cumplirse que



_[six-xs

sepSi,S]Zm'n—”HFS min |4 — 4|,
( i ) X#0 ||X||F f;i@,'.)J |

se tiene que sep(si,sjj) puede ser pequefio, por lo que si Z; es la solucion de la
ecuacion ( 5 ), entonces Z; tendra una gran norma, con lo que la matriz Y estara mal
condicionada por ser el producto de matrices de la forma

3

Puesto que en la forma real de Schur de una matriz A, los valores propios cercanos no
estan necesariamente en el mismo bloque diagonal, es necesario reordenar los bloques
diagonales 1x1 o 2x2 mediante transformaciones de semejanza ([NgPa87]), de manera
que los valores propios cercanos estén agrupados. De este modo, la separacion entre
bloques sera suficientemente grande, con la consiguiente disminucion del error
cometido.

El algoritmo para el célculo de funciones de matrices que se presenta a continuacion,
estd basado en la diagonalizacion por bloques de una matriz triangular superior por
bloques.

Algoritmo 3: Algoritmo para el célculo de funciones de matrices, basado en la
forma real de Schur y en la forma diagonal por bloques de una
matriz casi triangular superior.

Entrada: Matriz Ae R™.
Salida: Matriz B= f(A) e R™.

1 Obtener las matrices Q y S de la descomposicion real de Schur (1) de la
matriz A.

2 Aplicar el Algoritmo 2 sobre las matrices Q y S, para obtener las matrices Q
(Q es sobrescrita por QY)y diag(S,, -, S, )-

3 Calcular F =diag(f(S,), f(S,,))-

4 Calcular B=QFQ™.

3 Algoritmos Basados en la Resolucion de la
Ecuacion Conmutante

Sea AeR™ f(2) una funcién analitica definida en un abierto que contiene al
y q
espectro de A,

f(z):iakzk,

Si B=f(A) eR™, entonces



AB = Af (A) = ZakAkj = a A =(ZakAij= f(AA=BA,
k=0 k=0 k=0

por lo que B verifica la denominada ecuacion conmutante
(7) AB=BA.
En esta seccion se describen varios algoritmos basados en la forma real de Schur y en la

ecuacion conmutante. Dependiendo de si la forma real de Schur tiene valores propios
cercanos o no, se pueden utilizar dos estrategias.

a) Sin agrupacion de valores propios.

Sea
Si S o Sa
0
S= . %:2 ‘. %Zm EiRnxn’ Sie%éSiEERZXZ1 i:1i21"'lm1
0 0 - S,
la forma real de Schur de la matriz Ay
Fo R, - K
0 F, -~ F
F=f(9)=| . 2 . " |ew™ F en6F eR>?,i=12,m,
o 0 - F

rr
con igual estructura por bloques que la matriz S.
Segun la forma de obtener los bloques diagonales F,, se pueden disefiar los siguientes
algoritmos:

e Algoritmo orientado a columnas: De izquierda a derecha, se obtienen
sucesivamente las columnas de bloques de la matriz F . Para cada columna, se
calcula en primer lugar el bloque diagonal F. , utilizando la expresién

(8) Fj :f(sn‘)7
continuando con los blogues que se encuentran por encima de él, resolviendo para
ello ecuaciones de Sylvester.

e Algoritmo orientado a filas: De abajo hacia arriba, se obtienen sucesivamente las
filas de bloques de la matriz F . Para cada fila de bloques, se calcula en primer
lugar el bloque diagonal F, utilizando la expresion ( 8 ), continuando con los

bloques que se encuentran a la derecha de €l, resolviendo para ello ecuaciones de
Sylvester.

e Algoritmo orientado a diagonales: En primer lugar, se determinan los bloques
diagonales F; utilizando la expresion ( 8 ), calculando a continuacion las

superdiagonales de blogues de abajo hacia arriba, resolviendo para ello
ecuaciones de Sylvester.

e Algoritmos orientados a bloques: A partir de un tamafio de bloque tb, las
matrices S y F se dividen en sxs bloques de tamafio tb o tb+1 (salvo los
bloques de filas y columnas de indice m), teniendo en cuenta que los valores

i

7



propios conjugados no se pueden encontrar en bloques distintos. A continuacion

se obtienen los bloques diagonales F;, bien calculandolos a partir de la expresion

( 8 ), utilizando para ello otros algoritmos para el célculo de funciones de
matrices, por ejemplo mediante los aproximantes de Padé, o bien resolviendo la
ecuacion conmutante

Fi Sy = S;Fy
mediante cualquiera de los métodos descritos anteriormente. Segun la forma de
calcular los bloques de la matriz F, se pueden utilizar tres algoritmos: algoritmo

orientado a columnas de bloques, algoritmo orientado a filas de bloques y
algoritmo orientado a diagonales de bloques.

b) Con agrupacion de valores propios.

En aquellas ocasiones en que la matriz S tiene valores propios cercanos entre si, es
conveniente agruparlos de manera que la resolucion de la ecuacion conmutante se
realice con precisién. Para ello se deben realizar reordenaciones en la matriz S,
utilizando transformaciones ortogonales de semejanza, de manera que los valores
propios cercanos se encuentren en un mismo bloque diagonal. De este modo, la matriz
S se puede estructurar por bloques, como se muestra en la siguiente expresion

Su Sz Sp
0 p

(9) S= : 8:22 ) S:Zp ,Sjemnixnj’lgigjgp,Zni:n,
: : . : i=1

pp

de manera los blogues diagonales S;, se encuentren suficientemente separados entre si.

Estas agrupaciones se deben realizar teniendo en cuenta, ademas, que el maximizar la
separacion entre los bloques diagonales puede conducir a obtener grandes blogues con
valores propios cercanos, con el consiguiente aumento de las reordenaciones de los
valores propios sobre la diagonal de S.

Una vez se ha realizado la division en bloques de la matriz S, los bloques diagonales
F; se pueden calcular utilizando, por ejemplo, algoritmos basados en la aproximacion

diagonal de Padé.

Segun el orden utilizado en el céalculo de bloques, se pueden obtener tres algoritmos:
algoritmo orientado a columnas de bloques, algoritmo orientado a filas de bloques o
algoritmo orientado a diagonales de blogues.

Aunque los algoritmos orientados a filas y a columnas tienen una formulacion similar,
la forma de acceder a los datos es distinta. Como se puede ver en [Ibaii97], si se utiliza
el lenguaje de programacion Fortran, se obtienen mejores prestaciones al utilizar un
algoritmo orientado a columnas, y si el lenguaje utilizado es C las mejores prestaciones
se obtienen en los algoritmos orientados a filas. En este capitulo se describen
unicamente los algoritmos orientados a columnas, puesto que en las implementaciones
se ha utilizado el lenguaje Fortran.

En cuanto a la precision de los algoritmos, se puede demostrar que algoritmos sin
reordenacion de blogques diagonales son estables siempre y cuando los valores propios
de la matriz A estén suficientemente separados entre si.



Los algoritmos orientados a bloques, como se vera en la seccion de implementacion,
resultan ser mas eficientes que los orientados a filas o columnas, pues hacen uso de la
caché de los ordenadores; por lo que, si se elige convenientemente el tamafio de bloque,
se produce una mayor localidad de datos y por tanto, un menor intercambio de datos
entre la memoria principal y la memoria secundaria.

La ventaja de los algoritmos con agrupacion de valores propios proximos, es que se
pueden utilizar para cualquier matriz casi triangular superior, incluso si la matriz tiene
valores propios muy proximos entre si.

Para determinar los bloques diagonales en los algoritmos orientados a bloques, es
necesario el calculo de funciones de matrices de orden mayor que 2, utilizando para ello
otro tipo de métodos, como los descritos en [TechRepPade].

En los algoritmos orientados a columnas o a filas es necesario determinar los bloques
diagonales de orden 2x2 de la matriz F, correspondientes a valores propios
conjugados de la matriz S. A continuacion se describe un método descrito en [Ibafi97]
que permite calcular la matriz F; = f(S;), siendo S; un bloque diagonal de orden

2X2.
s, :[ Sk Scka }
S<+1,k S<+1,k+1

Sea
F-- :{ fk,k fk,k+1 :|: f |: Sk,k S(,k+l j|
g fk+l,k fk+l,k+l S<+1,k S<+1,k+l

el correspondiente bloque de la matriz F .

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que los bloques diagonales 2x2 tienen los
elementos diagonales iguales y los no diagonales de igual valor absoluto pero con
distinto signo (ver rutina _gees de LAPACK); es decir,

Scitkil = Sk s | Scitk =l S |, Scitk Sk ket < 0.
Llamando
a=s,,b=s,,YCc=S,x,
y considerando la descomposicion en valores propios

a bl [Vbc b [[z 0fvbc b
c a c —+bc| |0 Z]] ¢ —+bc!
siendo z=a++/bc y Z el complejo conjugado de z, entonces

oot 1 S 4

sz_f(z) 0| (f(® O
0z|)| 0 f@| | 0o f@



Luego

fk+l,k fk+l,k+l

|:fk,k fk,k+1:|_i_\/R b |:f(z) L}\/E b
“be| ¢ —+be| 0 (@] ¢ -bc|

{ e o } Re(1(2)  —<y[bdIm(f (2)

(10)
_%Mlm(f (2)) Re(f (2))

fk+l,k fk+l,k+1

3.1 Algoritmos Orientados a Columnas y a Diagonales

En este apartado se describen dos algoritmos, uno orientado a columnas y otro orientado
a diagonales, que permiten resolver la ecuacion conmutante ( 7 ). Para ello se considera
las matrices F y S divididas en mxm bloques 2x2 o 1x1 segun sean los tamafios de
los bloques diagonales.

Los bloques diagonales F;;, j=12,---,m, se pueden calcular mediante la expresion
(11) = 1(s,)

1l

Para el resto de los bloques F;, i # |, se tiene que

j-1 i
(12) SiFij - Fiijj = kZFlkSq _kzlsikaj .

Para calcular el bloque F; es necesario haber calculado previamente los bloques que se
encuentran a su izquierda y debajo de él, tal como se indica en la siguiente figura.

Matriz F

ij, k:i+1,...,j

Figura 1.
La ecuacion (12 ) corresponde a una ecuacion del tipo Sylvester
AX-XB=C,
siendo A=S; y B=S; matrices casi triangulares superiores y
j-1 j
C= Z FikSq‘ - ZSkaj .
k=i k=i+1

10



Este tipo de ecuaciones se pueden resolver mediante el algoritmo de Bartels y Stewart
([BaSt71]).

Segun el orden utilizado en el célculo de los bloques de la matriz F , se pueden disefiar
diferentes algoritmos, tal como se muestra en los siguientes apartados.

3.1.1 Algoritmo Orientado a Columnas

En este algoritmo los bloques se calculan comenzando con el bloque diagonal de la
primera columna, y continuando con los bloques que se encuentran en las sucesivas
columnas. Para cada columna, se calcula en primer lugar el bloque diagonal, y a
continuacién los bloques que se encuentran por encima, en sentido ascendente tal como
se indica en la siguiente figura.

Matriz F

NEVESE:

EASEA

Figura 2.

Los blogues de la diagonal principal se obtienen a partir de la expresion ( 11), y el resto
de los bloques resolviendo la ecuacion de Sylvester (12 ). Para este algoritmo se puede,
0 bien calcular el miembro de la derecha en el momento en que se va a resolver la
ecuacion de Sylvester, o bien haberlo calculado previamente. En el algoritmo que se
presenta a continuacion se ha elegido la primera estrategia.

11



Algoritmo 4: Algoritmo para el célculo de la funcién de una matriz casi
triangular superior, basado en la resolucion de la ecuacion
conmutante orientado a columnas.

Entradas: Matriz Se R™" casi triangular superior.
Salida: Matriz F = f(S) e R™ casi triangular superior

1 Dividir lamatriz S en mxm bloques, de manera que los bloques diagonales sean
1xXL o 2x2, correspondientes a valores propios reales o complejos conjugados,
respectivamente.

2 Para j=1:m
21 Fy= f(SiJ)
2.2 Parai=j-1:-1:1
2.2.1 Calcular F; resolviendo la ecuacion de Sylvester

1 j
SiF - FS; :;FikS(j - > SiFy.

k=i+1

3.1.2 Algoritmo Orientado a Diagonales

En este caso los blogues se calculan por diagonales, comenzando con la diagonal
principal y continuando con las diagonales que se encuentran encima de ella, tal como
se indica en la siguiente figura. Para cada diagonal, los bloques se calculan de arriba
hacia abajo.

Matriz F

Figura 3.

Los blogues de la diagonal principal se calculan utilizando la expresion ( 11 ). Los
bloques del resto de las diagonales se calculan mediante la resolucion de la ecuacion de
Sylvester ( 12 ). Al igual que en el caso anterior, se puede, o bien calcular el miembro
de la derecha en el momento en que se va a resolver la ecuacion de Sylvester, o haberlo
calculado previamente. En el algoritmo que se presenta a continuacion se ha elegido esa
segunda estrategia. En la siguiente figura se muestra el bloque que se ha calculado y los
bloques que se actualizan a partir de él.

12



Bloques que se actualizan

Figura 4.

A continuacion se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 5: Algoritmo para el calculo de la funcion de una matriz casi
triangular superior, basado en la resolucion de la ecuacion
conmutante orientado a diagonales.

Entradas: Matriz Se R™, casi triangular superior.
Salida: MatrizF = f(S) e R™, casi triangular superior.

1 Dividir la matriz S en mxm bloques, de manera que los blogues diagonales
sean 1x1 o 2x2, correspondientes a valores propios reales o complejos
conjugados, respectivamente.

2 Parak=1:m
2.1 Para j=1:m
211 i=j-k+1

212 Sik>1
2.1.2.1 Calcular X resolviendo la ecuacion de Sylvester
S X-XS; =F,
2122 F =X
2.1.3 Sino

2131 F;=1(S))
2.1.4 Actualizar los bloques F;;,---,F

- F

m*

2.1.5 Actualizar los bloques F,

jlr

3.2 Algoritmos Orientados a Bloques

Sea tb el tamafio de bloque elegido. Debido a la presencia de elementos subdiagonales
no nulos en la forma real de Schur de la matriz S, los tamafios de los bloques

13



diagonales no seran uniformes; es decir, los bloques diagonales de la matriz S podran
tener dimensiones:

o thxtb Si Spup =0,
o (tb+Dx(tb+1)si S,y #0,

salvo el bloque diagonal situado en la Gltima fila y columna de bloques, que puede tener
una dimension distinta, como resultado del encaje final de la division por bloques con la
dimensién de la matriz inicial. El resto de bloques de S se obtienen dividiendo la
matriz en submatrices rectangulares, de acuerdo a los bloques diagonales; de este modo,
la matriz S queda dividida pxp bloques. Para la matriz F se utiliza también la misma

estructura de bloques.
Si se identifican los bloques diagonales en la ecuacién FS = SF, se obtiene
Fy = f(S;). =12, p.
Esta ecuacion puede resolverse utilizando cualquiera de los algoritmos comentados
anteriormente (orientados a columnas u orientados a diagonales).

Si se consideran los indices i, j de manera que i = j, se obtiene la ecuacion casi
triangular superior de Sylvester

j
Si I:ij ] JJ Z FIkS(j ZSkaj '
k=i+1
Razonando como en el apartado anterior, se pueden deducir varios algoritmos:
orientados a fila, orientados a columnas y orientados a diagonales. A continuacion se
presenta el algoritmo orientado a columnas de bloques.

Algoritmo 6: Algoritmo para el célculo de la funcién de una matriz casi
triangular superior, basado en la resolucion de la ecuacion
conmutante orientado a columnas de bloques.

Entradas: Matriz Se R™ casi triangular superior, y tb el tamafio de bloque.
Salida: Matriz F = f(S) e R™ casi triangular superior.

1 Dividir Sy F en pxp blogues de tamafios tbxtb o (tb+1)x(tb+1) (salvo los
blogues S, y F,, que tendran las dimensiones adecuadas).

2 Para j=1:p

2.1 Calcular Fi resolviendo la ecuacion conmutante FiS; = S;F;
mediante el Algoritmo 4 o el Algoritmo 5.
22 Parai=j-1:-1:1

2.2.1 Calcular F; resolviendo la ecuacion de Sylvester

H IJ FIJSIJ _ZFIkSq ZSK K -

k=i+1

El algoritmo orientado a diagonales de bloques se presenta a continuacion.
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Algoritmo 7: Algoritmo para el célculo de la funcién de una matriz casi
triangular superior, basado en la resolucion de la ecuacion
conmutante orientado a diagonales de blogues.

Entradas: Matriz Se R™" casi triangular superior y tb el tamafio de blogue.
Salida: Matriz F = f(S) e R™ casi triangular superior.

1 Dividir S en pxp bloques de tamafios tbxtb o (tb+1)x(tb+1) (salvo los
blogues S,, y F,, que tendran las dimensiones adecuadas)

2 Parak=1:p
2.1 Para j=k:p
211 i=j-k+1

212 Sik>1
2.1.2.1 Calcular X resolviendo la ecuacion de Sylvester
SX-XS, =F,
2122 F =X
2.1.3 Sino

2.1.3.1 Calcular Fi resolviendo la ecuacidon conmutante

F;S; =S;F;, mediante el Algoritmo 4 o el

Algoritmo 5.
2.1.4 Actualizar los bloques F;;,---,F ;.

2.1.5 Actualizar los bloques F;

ij+1r "

. F

p*

3.3 Algoritmo con Agrupaciéon de Valores Propios Cercanos

En esta seccion se describe el algoritmo que consiste en agrupar en clusters los valores
propios cercanos de la forma real de Schur de una matriz, para después realizar las
reordenaciones necesarias, de manera que la matriz obtenida quede dividida en bloques,
estando los valores del mismo cluster en el mismo bloque diagonal. A partir de ahi, se
pueden utilizar estrategias similares a las utilizadas en los algoritmos a bloques
descritos en el apartado 3.2.

El siguiente algoritmo determina un vector g que contiene los indices de comienzo de
los blogues diagonales de la forma real de Schur S de la matriz Ae R™".
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Algoritmo 8.

Entradas: Vectores vr y vi de dimension n que contienen, respectivamente, la parte
real y la parte imaginaria de los valores propios de la forma real de Schur
SeR™ de lamatriz Ae R™.

Salida:  Vector g de dimensién ng que contiene los indices de los bloques 1x1 o

2x2 de la matriz S.

ng=0
i, =1

L, =1, +1

A W N

Mientras i, <n
41 ng=ng+1
4.2 g(ng) =i,
4.3 Sivi(i,) =0
431 i, =i,+1
4.4 Sino
441 i =i,
45 i, =i, +1
5 Siip<n
51 ng=ng+1
5.2 g(ng) =i,.

Una vez se conoce el vector g, se deben determinar los clusters de valores propios.

Estas agrupaciones en clusters se realizan de manera que dos valores propios se
encuentran en el mismo cluster siempre que disten entre si un valor menor que un valor
de tolerancia predefinido, no necesariamente pequefio. En el siguiente algoritmo se
determina un vector ¢ de dimension ng de manera que c(k), 1<k <ng, indica a qué

cluster pertenece el grupo de valores propios definidos por g(k).
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Algoritmo 9.

Entradas: Vectores vr y vi de dimension n que contienen, respectivamente, la parte
real y la parte imaginaria de los valores propios de la matriz casi triangular
superior Se R™", vector g de dimension ng que contiene los indices de
los bloques de la expresion (1) y la tolerancia tol .

Salida:  Vector ¢ que contiene los indices de los clusters.

1 nc=0
2 Parak=1:ng
2.1 Sick)=0
211 nc=nc+1l
2.1.2 c(k)=nc

2.2 vk =vr(g(k)) +abs(vi(g(k))i
2.3 Para j=k+1:ng
2.3.1 v =vr(g(]))+abs(vi(g(j))i
2.3.2 Si abs(vk-vj) <tol
2321 c(j)=c(k).

Conocida la division en clusters de los valores propios de la matriz S, se realizan los
intercambios necesarios de blogues diagonales, de manera que los valores propios con
el mismo indice de cluster, se encuentren en el mismo blogue diagonal. Estos
intercambios se realizan utilizando transformaciones de semejanza ortogonales. Al final

de este proceso, se obtiene una matriz S, divida en blogues conforme a la division en
clusters de los valores propios de S, y una matriz ortogonal Q, de manera que

5-Q5Q".

El algoritmo siguiente lleva a cabo el proceso descrito en el parrafo anterior.
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Algoritmo 10.

Entradas: Matriz S R™" casi triangular superior, matriz Q € ™" ortogonal, vector
g, de dimension ng, que contiene los indices de los bloques de la matriz
S, vector ¢ que contiene los indices de los clusters.

Salidas: Matriz Se9R™ casi triangular superior, con los bloques diagonales
correspondientes a valores propios en el mismo cluster, matriz Q € R™
ortogonal tal que S=QSQT, vector g que contiene los indices de los
bloques diagonales correspondientes a los bloques de la matriz S .

1. S=S
2. Q=I,
3. cont=true
4. Mientras cont
4.1 cont = false
4.2 Para k=1:ng-1
42.1 Sic(k)>c(k+1)
4.2.1.1 Intercambiar los bloques diagonales de la matriz S
apuntados por g(k) y g(k+1), actualizando
adecuadamente la matriz Q y el vector g
4211 caux=c(k)
4212 c(k)=c(k+1)
4.2.1.3 c(k+1)=caux
4214 cont=true
5 k=1

6 Para j=2:ng
6.1 Si c(j) = c(k)
6.1.1 k=k+1
6.1.2 g(k)=9(j)
6.1.3 c(k)=c(j)).

Una vez se han determinado S y Q se aplica un esquema semejante al utilizado en el
Algoritmo 6 o0 en Algoritmo 7.
A continuacion se presenta el algoritmo completo.
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Algoritmo 11.
Entradas: Matrices Se R™ y Q e R™", procedentes de la forma real de Schur de la

matriz Ae R™, funcién f(2), tolerancia tol .

Salida: Matriz F = f(S) e R™"casi triangular superior y matriz Q € R™ matriz
ortogonal actualizada.

1  Utilizar el Algoritmo 8, el Algoritmo 9 y Algoritmo 10 para obtener las matrices
Sy Q, vy ladivision en blogues de la matriz S.

2 Parak=1l:p
2.1 Para j=k:p
211 i=j-k+1

212 Sik>1
2.1.2.1 Calcular X resolviendo la ecuacién de Sylvester
Six - X§jj = Fij
2122 F;=X
2.1.3 Sino

2.1.2.1 Caleular F; = f(S;), mediante, por ejemplo,
aproximantes diagonales de Padé

2.1.4 Actualizar los bloques F;;,---, F
- F

2.1.5 Actualizar los bloques F D

j+l"

4 Algoritmos Basados en la Forma Real de Schur y

en los Aproximantes de Padée
Este metodo consiste en calcular f(S) mediante una variante del método de los

aproximantes de Padé para matrices casi triangulares superiores. Para ello, se han
adaptado algunas de las rutinas que aparecen en [Tech_report Pade]. El algoritmo
resultante se presenta a continuacion.
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Algoritmo 12:  Algoritmo para el célculo de funciones de matrices, basado en la

forma real de Schur y en los aproximantes de Padé.

Entrada: Matriz Ae R™ y f(.) funcién.
Salida: Matriz B= f(A) e R™.

1
2

Obtener las matrices Q y S de la descomposicidn real de Schur de la matriz A.

Calcular F = f(S), mediante aproximantes de Padé, basados en el método de

Horner o en el método de de Paterson-Stockmeyer y Van Loan
([PaSt73],[VanL79]).

Calcular B=QFQ'.

Implementaciones y Resultados

5.1 Softwarey Hardware Utilizados

5.2 Rutinas Implementadas

5.2.1 Rutinas Auxiliares

Rutinas gque calculan funciones de matrices de orden 2, correspondientes a los
bloques diagonales 2x2 de la forma real de Schur de una matriz, utilizando para
ello la expresion (10).

— B=alfa”: diaax(alfa, n, A, Ida, B, Idb).
— B=cos A: dacs(alfa, n, A, Ida, B, Idb).
— B=e":dlaex(alfa, n, A, Ida, B, Idb).

- B=L,A:daln(alfa, n, A Ida, B, Idb).

— B=log,, A: dlalg(alfa, n, A Ida, B, Idb).

— B= A" dlapt(p,q, n, A Ida, B, Idb).

— B=sin A: dlasn(alfa, n, A, Ida, B, |db).

Rutinas que realizan operaciones basicas del tipo matriz-vector o matriz-matriz
para matrices casi triangulares superiores. Los argumentos A, B'y C que aparecen
en la descripcion de las rutinas, corresponden a matrices casi triangulares

superiores, los vectores h y g, a vectores caracteristicos de las estructura casi
triangular superior de una matriz, y X e y, a vectores cualesquiera.

— dlagt(n, A, Ida, nh, h, g): obtiene los pardmetros necesarios para realizar
operaciones con matrices casi triangulares.

= g(1:n): g(j) indica el numero de elementos no nulos en la columna j-ésima
de la matriz A.

= h(1:nh): contiene los indices de filas de los elementos no nulos situados
debajo de la diagonal principal de la matriz A.

— dlaqgi(g, alpha, beta, n, A, Ida, B, Idb, info): calcula B=alphal + betaA.
20



— dlagm(g, alpha, n, A, Ida, B, Idb, info): calcula A=alphaB+A.
— dgtmma(nh, h, g, n, A, Ida, B, Idb, C, Idc, work, info): calcula C=AB+C.
— dgtmmm(nh, h, g, n, A, Ida, B, Idb, work, info): calcula B=AB.
— dqtmv(nh, h, n, A, Ida, x, work, info): calcula x=Ax.
— dgtmva(nh, h, n, A, Ida, x, y, work, info): calcula y=Ax+y.
— dlalg(alfa, n, A, Ida, B, Idb).
¢ Rutinas que calculan funciones racionales de matrices casi triangulares superiores.

— dqgtrap(s, nh, h, g, gpa, p, q, n, A, lda, B, Idb, work, Iwork, info): calcula
B=p(A)/q(A), siendo p y g polinomios de grado gpg, mediante el método de
Paterson-Stockmeyer con factor de agrupamiento igual a s.

— dqgtrah(n, A, Ida, gpq, p, 9, B, Idb, work, Iwork, info): calcula B=p(A)/q(A),
siendo py g polinomios de grado gpg, mediante el método de Horner.

e Otras rutinas.

— dlagb(th, n, T, Idt, ng, g): determina, a partir de un tamafio de bloque tb, los
indices de fila/columna de los blogues en la que queda dividida una matriz T,
almacenandolos en el vector g (jError! No se encuentra el origen de la
referencia.).

— dgetrd(n, A, Ida, B, Idb, ipiv): resuelve la ecuacién matricial XA= B, paso
necesario para calcular T en la expresion (2).

5.2.2 Rutinas que Calculan Funciones de Matrices Casi
Triangulares Superiores

e Las rutinas basadas en la resolucion de la ecuacién conmutante tienen la siguiente
sintaxis:

dtrfsxx(alfa, fun, n, T, Idt, F, Idf, iwork, liwork, info),
siendo
— XX: tipo de rutina,
— alfa: parametro caracteristico de la funcion f(.),

— fun: funcion f(.) considerada,

— n: dimension de la matriz T,

— T: matriz casi triangular superior,

- F=1(T).

Las rutinas implementadas son:

— dtrfsc: rutina basada en el algoritmo orientado a columnas.

— dtrfsch: rutina basada en el algoritmo orientado a columnas de bloques.

— dtrfsd: rutina basada en el algoritmo orientado a diagonales.

— dtrfsdb: rutina basada en el algoritmo orientado a diagonales de bloques.
¢ Rutina dtrfpp(s, gp, fun, n, A, Ida, work, lwork, iwork, liwork, info),
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calcula f(A), siendo f(.) una funcion matricial definida en el argumento de

entrada fun, mediante el aproximante diagonal de Padé de grado gp y el método de
Paterson-Stockmeyer y Van Loan, con factor de agrupamiento igual a s,

¢ Rutina dtrfph(gp, fun, n, A, Ida, work, lwork, iwork, liwork, info)
calcula f(A), siendo f(.) una funcion matricial definida en el argumento de

entrada fun, mediante el aproximante diagonal de Padé de grado gp y el método de
Horner.

5.2.3 Rutinas que Calculan Funciones de Matrices mediante la
Forma Real de Schur de una Matriz

¢ Rutinas basadas en la resolucion de la ecuacion conmutante:
— orientadas a columnas y a diagonales:
dgefsxx(alfa, fun, n, A, Ida, iwork, liwork, info),
— orientadas a columnas de bloques y a diagonales de blogues:
dgefsxx(tb, alfa, fun, n, A, lda, iwork, liwork, info),
siendo
= xX: tipo de rutina,
alfa: parametro caracteristico de la funcion f (),

fun: funciéon f () considerada,

n: dimension de la matriz A,
A: matriz casi triangular superior (a la salida A es sobreescrita por f(A).

Las rutinas implementadas son:

— dgefsc: rutina basada en el algoritmo orientado a columnas.

— dgefsch: rutina basada en el algoritmo orientado a columnas de blogues.
— dgefsd: rutina basada en el algoritmo orientado a diagonales.

— dtrfsdb: rutina basada en el algoritmo orientado a diagonales de bloques.

¢ Rutina que calcula funciones de matrices mediante la forma real de Schur con
diagonalizacion por bloques. Su sintaxis es

— dgefsbd(alfa, fun, n, A, Ida, work, lwork, iwork, liwork,info),
con igual significado de los argumentos de la matriz.

¢ Rutinas basadas en la forma real de Schur de un matriz y en los aproximantes
diagonales de Padé.

— dgefpp(s, gp, fun, n, A, Ida, work, lwork, iwork, liwork, info): calcula f(A),

siendo f(.) una funcidén definida mediante el argumento de entrada fun,

utilizando un aproximante diagonal de Padé de grado gp y el método de
Paterson-Stockmeyer y Van Loan, con factor de agrupamiento igual a s,

— dtrfph(gp, fun, n, A, lda, work, lwork, iwork, liwork, info): calcula f(A),
siendo f(.) una funcion definida mediante el argumento de entrada fun,
utilizando el aproximante diagonal de Padé de grado gp y el método de Horner.

e Rutina basada en la forma real de Schur con agrupacion de valores propios cercanos.
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— dgefsce(s, gp, tal, alfa, fun, n, A, Ida, work, Iwork, iwork, liwork, info),
siendo gp el grado del aproximante diagonal de Padé, s el factor de

agrupamiento en el método de Paterson-Stockmeyer, tol la tolerancia utilizada
para la formacién de los clusters de valores propios.

5.3 Resultados y Conclusiones

En este apartado se describen los resultados obtenidos en las pruebas realizadas sobre
las rutinas de la subapartado 5.2.3, salvo los correspondientes a la rutina basada en la
agrupacién de valores propios (rutina dgefscc), debido a que se ha comprobado que a
partir de dimensiones de orden superior a 20, se comete un gran error a menos que se
elija una agrupacion mayor, coincidente en la mayoria de los casos con un Unico bloque.
En tales casos es méas eficiente utilizar directamente las rutinas basadas en los
aproximantes diagonales de Padé (rutinas dgefpp y dgefpp), puesto que éstas no
necesitan reordenaciones. La justificacion de este comportamiento se encuentra en que
el error cometido al resolver una ecuacion

fi X - X-Fij =Fy,
satisface que
x-x, _, IRl

F ~

=y :
X[ sep(T, T )

Por lo tanto, para dimensiones grandes y en funciones del tipo exponencial, el error

puede ser muy grande debido tanto al valor de sep(T;,T; ) como el de HFU. HF .

i’

Todas las pruebas que se presentan se han realizado utilizando la funcién exponencial.
El motivo es que la precision y las prestaciones obtenidas para otras funciones serian
semejantes, dadas las caracteristicas de los algoritmos basados en la forma real de
Schur, con la Gnica excepcion del basado en los aproximantes diagonales de Padé. En
las pruebas realizadas se ha utilizado la rutina dgefes ([Tecreport]) basada en los
aproximantes diagonales de Padé, para compararla con las rutinas anteriormente
mencionadas.

Una de las medidas utilizadas para determinar la precision de los algoritmos
implementados es el error relativo cometido. Esto no siempre es posible puesto que la
solucion exacta Unicamente se puede conocer en determinados casos y de pequefia
dimension, exceptuando, evidentemente, el caso de exponenciales de matrices
diagonales. Por ello, en algunas de las pruebas se han utilizado matrices cuya
exponencial es conocida.

Otra forma de medir el error en la solucion, estd basado en la ecuacién conmutante.
Como es sabido, las funciones de matrices cumplen la denominada ecuacién
conmutante; es decir, dada una matriz cuadrada A y f(.) una funcion, entonces

Af(A) = f(AA.
Se define el error cometido en la ecuacién conmutante como

|Af(A) - f(AA|

O
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siendo || una norma matricial. En los resultados que se presentan en esta seccion se han
considerado la 1-norma matricial.

Este error nos permite dar una estimacion del error cometido, de hecho, como se
evidencia en los resultados obtenidos, guarda una cercana relacion con el error relativo
en la solucion.

En primer lugar presentamos los resultados obtenidos en cuanto a precision, calculando
el error relativo en el calculo de la exponencial y el error relativo en la ecuacién
conmutante. Para ello se han generado matrices de la mayor dimension posible que
pudieran ser calculadas de manera exacta por Matlab, utilizando las funciones de
Matlab symy double que permiten pasar, respectivamente, datos de doble precision a
forma simbolica y datos de forma simbdlica a doble precision. Se han considerado las
matrices

g; =Y, > ]
Ay, € SR 40%40 a, =i,
a8 =-1 1<]
y
CH =0, 1>]

A70 €m70X70 aii :1’
a; = -1, i<

Aunque se han realizado pruebas en las que los parametros caracteristicos de cada una
de ellas se han variado, Unicamente se va a presentar los resultados correspondientes a
un tamafio de bloque s=4 (rutinas dgefsdb y dgefscb), por presentar tiempos de
ejecucion menores, un grado del aproximante diagonal de Padé (rutinas dgefsph y
dgefspp ) igual a 7, por presentar una precision suficiente, y un factor de agrupamiento
s=4 (rutina dgefspp) por presentar un tiempo de ejecucion menor.

Er Ecuacién conmutante Exponencial
dgefes 0.31100E-15 0.22725E-13
dgefsd 0.47810E-16 0.10017E-15
dgefsc 0.33498E-16 0.50839E-16
dgefshd 0.24563E-16 0.33250E-14

dgefsdb: th= 6 0.44342E-16 0.93251E-16
dgefsch: th= 6 0.35363E-16 0.48357E-16
dgefsph,gp=7 0.17226E-15 0.13560E-13
dgefspp,gp=7,5=4 0.50249E-15 0.22583E-13

Tabla 1: Errores relativos de las rutinas dgefes, dgefsd, dgefsc, dgefsbd, dgefsph'y
dgefspp, para la matriz A,, .

Er Ecuacién conmutante Exponencial
dgefes 0.21248E-15 0.45270E-13
dgefsd 0 0.83864
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dgefsc 0 0.83864
dgefshd 0.33016E-15 0.10266E-13

dgefsdb: th= 6 0 0.83864

dgefsch: th= 6 0 0.83864
dgefsph,gp=7 0.33016E-15 0.10266E-13
dgefspp,gp=7,5=4 0.31550E-15 0.19864E-13

Tabla 2: Errores relativos de las rutinas dgefes, dgefsd, dgefsc, dgefsbd, dgefsphy
dgefspp, para la matriz A,, .

A continuacion se presentan los errores relativos cometidos en la ecuacion conmutante y
los tiempos de ejecucién correspondientes a las rutinas que calculan la exponencial de
matrices aleatorias de tamafios de 100, 500 y 1000.

Er 100 500
dgefes 0.12378E-13 0.80748E-13
dgefsd 0.59172E-14 0.98738E-14
dgefsc 0.59172E-14 0.98738E-14
dgefsbd 0.68640E-14 0.15640E-13

dgefsdb: tb= 6 0.59369E-14 0.98059E-14
dgefsch: th= 6 0.59381E-14 0.98646E-14
dgefsph,gp=7 0.67320E-14 0.12915E-13
doefspp,gp=7,5=4 0.75899E-14 0.15556E-13

Tabla 3: Error relativo cometido en la ecuacién conmutante, por las rutinas dgefes,
dgefsd, dgefsc, dgefsbd, dgefsph y dgefspp, para matrices de dimensiones 100, 500 y
1000.

Segun la precision obtenida, los algoritmos se pueden clasificar en tres grupos:

e Grupo 1: rutina dgefes (basada en Padé), dgefsph (basada en Schur y Padé) y
dgefspp (basada en Schur y Padé).

e Grupo 2: rutinas dgefsd, dgefsc, dgefsdb y dgefsch (basadas en los aproximantes
diagonales de Padé y en la resolucién de la ecuacién conmutante).

e Grupo 3: rutina dgefsbd (basada en la diagonalizacion por bloques de una matriz).
A partir de la Tabla 3, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

e Los errores relativos cometidos en el célculo de la funcion de una matriz y en la
ecuacion conmutante, son similares aunque este Gltimo es algo mayor que el
primero. Esto es especialmente util cuando no es conocido el valor exacto de la
solucion, pues permite conocer, aproximadamente, el error relativo cometido en el
calculo de funciones de matrices, a partir del error cometido en la ecuacion
conmutante.

e Las rutinas del grupo 2 son algo mas precisas que las restantes, siempre y cuando
las matrices no presenten valores propios cercanos.

e Larutina del grupo 3 es algo mas precisa que las rutinas del grupo 1.
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e Para valores propios cercanos, los errores relativos cometidos por las rutinas de
los grupos 2 y 3 son de magnitudes semejantes, cosa que no ocurre con las rutinas
del grupo 2, las cuales presentan un elevado error.

A continuacion se muestran los tiempos de ejecucion de las rutinas estudiadas.

Te 100 500 1000

dgefes 0.83570E-02 1.1626 8.6599
dgefsd 0.47339E-01 7.3742 69.256
dgefsc 0.32485E-01 6.7615 69.013
dgefshd 0.61035E-01 15.539 199.85
dgefsdb: th= 6 0.26432E-01 5.3908 58.146
dgefsch: th= 6 0.26529E-01 5.4511 59.274
dgefsph,gp=7 0.37289E-01 6.7540 71.948
dgefspp,gp=7,5=4 | 0.34184E-01 5.7403 68.020

Tabla 4: Tiempos de ejecucién, en segundos, de las rutinas dgefes, dgefsd, dgefsc,
dgefsbd, dgefsph y dgefspp, para matrices de dimensiones 100, 500 y 1000.

De la tabla anterior se pueden extraer las siguientes conclusiones:
¢ Larutina dgefes, basada en los aproximantes diagonales de Pade, es la mas réapida.

e Las rutinas basadas en la resolucion de la ecuacion conmutante por bloques
(dgefsdb, dgefsch) se encuentran en segundo lugar.

e Las rutinas basadas en la resolucion de la ecuacién conmutante por diagonales y
columnas (dgefsd, dgefsc) y las rutinas basadas en la forma real de Schur y Padé
(dgefsph, dgefspp) se encuentran en tercer lugar.

e La rutina basada en la forma real de Schur y en la diagonalizacion por bloques
(dgefshd) es la mas lenta.

La justificacion de estos resultados es:

e Los algoritmos basados en los aproximantes de Padé son menos costosos que los
basados en la forma real de Schur de una matriz.

e Los algoritmos orientados a bloques tienen tiempos de ejecucion menores debido
a la localidad de los datos.

6 Conclusiones

En este informe técnico se ha descrito un esquema general para el calculo de funciones
de matrices, basado en forma real de Schur de una matriz. Ademas, se han disefiado e
implementado numerosos algoritmos basados en este esquema. En las pruebas
realizadas se han variado los valores de tamafio de blogue tb (rutinas dgefscb y
dgefsdb), grado de la aproximacién diagonal de Padé g (rutinas dgefpp y dgefph) y el
factor de agrupamiento s (rutina dgefpp), intentado determinar los valores 6ptimos de
dichos parametros en cuanto a precision y prestaciones. Un resumen de estas
conclusiones se presenta a continuacion:
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e Es fundamental disponer de rutinas que implementen, de una forma sencilla, el
calculo de un amplio espectro de funciones de matrices.

e Las rutinas basadas en la forma real de Schur tienen una mayor precision que las
rutinas basadas en los aproximantes diagonales de Padé, pero con un coste
computacional mayor. Cuando la matriz considerada tiene valores propios
multiples o cercanos entre si, las rutinas que tienen un mejor comportamiento son
las basadas en la diagonalizacion por bloques y en los aproximantes diagonales de
Padé. De la comparacion de estos dos métodos se pueden extraer las siguientes
conclusiones:

— EIl método mas preciso corresponde al de diagonalizacion por blogues, aunque
su coste computacional es mayor que el correspondiente al otro método.

— ElI algoritmo basado en los aproximantes diagonales de Padé tiene una
precision muy aceptable junto con un tiempo de ejecucion menor que los otros
dos.

e Si en el algoritmo basado en la agrupacion de valores propios, se elige un valor
pequefio de la tolerancia, entonces se cometen grandes errores, incluso para
pequefios tamafios de matrices. Si se elije un tamafo de tolerancia mayor, el
problema es que, ademas de tener que realizar muchas reordenaciones, el nUmero de
bloques es reducido (en la mayoria de las ocasiones un solo bloque), con lo cual es
mejor utilizar directamente el algoritmo basado en los aproximantes diagonales de
Padé, pues no se tienen que realizar reordenaciones, y el coste computacional es por
tanto menor.
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